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SUR  LES  MATIÈRES  TRAITÉES  DANS  LES  QUATRE  PREMIERS  TOLUMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

QUESTIONS    DE    CINÉMATIQUE. 


COURBE  DES  VITESSES  EN  FONCTIOlf  DES  ESPACES. 

1 .  Pour  construire  la  courbe  des  vitesses  d*un  point  mobile 
en  fonction  des  espaces  parcourus,  il  faut  commencer  par 
faire  choix  de  Véchelle  des  espaces  et  de  Yéchelle  des  vitesses. 
On  prendra  arbitrairement  une  longueur  définie  pour  repré- 
senter V unité  d^ espace  parcouru^  et  une  longueur  également 
définie,  égale  ou  non  à  la  première,  pour  représenter  Yunité 
de  vitesse^  c*est-à-dire  la  vitesse  d'un  mobile  qui  parcourt  un 
espace  égal  à  Tunité  pendant  l'unité  de  temps. 

Une  fois  ces  échelles  choisies,  on  pourra  construire  la 
courbe  AB  (fig.  1),  dont  les  coordonnées  OP  et  PM  représentent, 
Tune  la  position  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire,  l'autre 
la  vitesse  qu'il  possède  dans  cette  position.  Le  lieu  du  point 
M  est  la  courbe  cherchée  ÂB. 

▼.  —  MÉC.  COLLIOROII.  i 


a  COURBE  DES  VITESSES 

On  aura  donc,  en  appelant  s  et  w  l'espace  parcouru  et  la 
vitesse  correspondante, 

t.  =/■(.) 

pour  l'équation  qui  lie  les  deux  variables,  et 
1  =  or.  r  ^  1>SI . 

ou  plutôt,  pour  tenir  compte  des  échelles  arbitrairement 
choisies, 

*  =  0PX*,  II  — PMxf, 

k  et  k'  désignant  des  coefficients  constants  et  déterminés. 

Proposons-nous  de  déterminer 
le  temps  f  en  fonction  de  l'espace 
parcouru,  ce  qui  donnera  la  loi 
du  mouvement.  On  y  parvien- 
dra en  observant  que  v  —  j-,  el 
que,  par  conséquent,  on  a 

Sur  l'épure  on  a,  en  passant  à  un  point  M'  infiniment  voi- 
sin du  point  M, 

rfi  =  rp'xfc. 

/■(f)=PllxA'. 

Donc 

"'-V^Xk-  "  '  =  iPJïli- 

Pour  faire  cette  quadrature,  il  convient  d'opérer  une  trans- 
formation de  la  courbe  AB  par  ordonnées  réciproques,  fai- 
sons choix  d'une  longueur  arbitraire  X,  puis  prenons  sur 

chaque  ordonnée  PM  une  longueur  Pm  —  ~.  Nous  obtien- 
drons une  courbe  ab  dont  les  ordonnées  seront  les  inverses 
des  ordonnées  de  la  courbe  des  vitesses.  On  peut  donc  suh- 


' 

>-"^ 

:X 

\ 

■V- . 

" 

J 


EN  FONCnON  DES  ESPACES. 


PP'                            Pm  X  PP' 
stituer  à  ^tt  la  fraclion  égale  — rz ,  dont  le  numérateur 

représente  Taire  élémentaire  Pmm'P  de  la  courlie  trans- 
formée, et  dont  le  dénominateur  est  constant.  On  aura,  par 
suite» 


"kTk*  j 


PmXPFi 


c*est-à-dire  que  le  temps  t  sera  connu»  à  un  facteur  constant 
près»  par  la  quadrature  de  la  courbe  afr,  déduite  de  la  courbe 
des  vitesses. 

Dans  cette  formule  k  est  un  nombre  :  c'est  le  rapport  de  la 
longueur  OP  à  la  longueur  s  qu'elle  représente.  Le  facteur 
k'  n'est  pas  un  nombre  :  c'est  un  nombre  divisé  par  une 
durée.  En  effet,  v  est  une  vitesse,  qui  se  trouve  représentée 
par  PM,  c'est-à-dire  par  une  longueur.  Donc  k'  est  homogène 

à  V inverse  d'un  temps.  Le  rapport  p  est  donc  homogène  au 

temps  /;  les  autres  facteurs  /  PMxp// et X*  représentent  cha- 
cun une  surface»  et  leur  rapport  n'altère  pas  l'homogénéité 
de  la  formule. 

Si  l'on  veut  obtenir  Paccélération  tangentielle  jt  »  on  y  par- 
viendra en  observant  qu'on  a 

dv       vdv 
^'  =  dt=di' 

Il  en  résulte,  en  remplaçant  s  par  xxk  etv  par  yxk\ 
X  ety  désignant,  pour  la  commodité  de  l'écriture,  les  coor- 
données OP  et  PM, 

._k'yxk'dy_k'\ydy 
■'''"     kxdx    "^  k^  dx' 

Si  Ton  mène  en  M  la  normale  à  la  courbe  AB,  elle  coupe  en 
N  l'axe  des  x,  et  la  sous-normale  PN  est  égale  à  ^^.  Donc 

j\  =  PN  X  -T-,  quantité  homogène  à  une  longueur  divisée  par 


4  COURBE  DES  ESPACES 

le  carré  d'un  lomps.  L'accélération  langenlielle  est  propor- 
tionnelle à  la  sous-normale  de  la  courbe  des  vitesses. 

Le  choix  d'échelles  le  plus  simple  à  faire  consiste  à  poser 
fc  =;  1 ,  c'est-à-dire  à  prendre  sur  l'axe  des  s  des  abscisses 
égales  aux  espaces  parcourus  eux-mêmes,  et  k'^^i,  c'est-à- 
dire  à  prendre  pour  ordonnées  PM  les  espaces  qui  seraient 
décrits  dans  l'unilL'  de  temps  par  un  mobile  animé  de  la  vî- 
leste  V.  Dans  ces  conditions,  ou  aura  j,  ^PN,  l'accélération 
étant  rapportée  à  la  même  unité  de  temps. 

COURBE   DES    ESPACES  EN  COOBII0^>ËES   POLAIRES. 

2.  Au  lieu  de  prendre  deux  axes  pour  y  rapporter  les  va- 
leurs simultanées  du  temps  t  et  de  l'espace  parcouru  s,  el 
construire  la  courbe  des  espaces,  rien  n'empêche  d'adopter 
tout  autre  système  de  coo idonnécs.  Nous  développerons  ici 
l'hypothèse  où  l'on  prendrait  le  système  des  coordonnées 
polaires. 
Le  temps  l  représentera  pour  nous  un  angle,  et  l'espace  s 
un  rayon  vecteur.  11  faudra  pour 
cela  faire  choix  d'un  angle  parti- 
culier pour  représenter  l'unité 
de  temps,  cl  d'une  longueur  déli- 
nie  pour  représenter  l'unité  d'es- 
ô  T     pacc. 

^'»-'-  Soit,  d'après  ces  conventions, 

MOP  une  valeur  du  temps  (,  et 
OSI— «l'espace  parcouru  correspondant.  La  suite  des  points 
M  définira  parfailement  le  mouvement  du  point  mobile  sur 
sa  Irajecloire;  h  la  vérité,  une  même  direction  OM  corres- 
pond h  une  infinité  d'angles,  savoir  à  l'angle  MOP  augmenté 
d'un  nombre  quelconque  de  circonférences  enlières,  et  ces 
angles  correspondent  â  une  infinité  de  valeurs  du  temps  /. 
Mais  si  l'on  considère  la  suite  des  positions  du  point  M,  en 
faisant  connaître  l'opoque  qui  correspond  à  un  de  ces  points 
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en  particulier,  le  temps  pourra  être  connu,  en  général,  sans 
ambiguïlé,  par  l'examen  de  la  figure. 

Soient  M,  M'  deux  positions  infiniment  voisines  du  point 
décrivant.  L'une,  M,  correspond  à 

/  =  MOP, 
«s=0M; 

Tautre,  M',  à 

t-\-dt—WOV 

et  à 

s-\-dê=iOU'. 

On  a  donc  M'OM=d/,  et,  en  projetant  M  en  M"  sur  OM', 

d»      M' Mi" 

La  vitesse  v  au  point  M  est  le  j^^PP^^^  5#==jjpnii'  Ce  rapport 

est  donné  sur  la  figure  par  la  sous-normale  ON  de  la  courbe 
des  espaces.  La  vitesse  t;  est  proportionnelle  à  ON  et  l'on 
doit  poser 

k  étant  un  rapport  constant  qui  dépend  du  choix  de  l'échelle 
des  espaces  et  de  l'échelle  angulaire  des  temps.  Le  lieu  du 
point  N  est  la  courbe  des  vitesses.  La  courbe  des  accéléra- 
tions tangentielles  se  déduirait  de  même  de  la  courbe  des 
vitesses. 

Soit,  par  exemple,  un  mouvement  circulaire  uniforme  re- 
présenté par  l'équation 

s=zat. 

Cette  équation  représente  en  coordonnées  polaires  une 
spirale  d'Archiméde.  Prenons  le  centre  du  cercle  comme 
pôle,  pour  axe  polaire  la  droite  OP  menée  par  le  point  C  de 
départ  (fig.  3).  Convenons  de  représenter  le  temps  t  par 
l'angle  AOC  décrit  uniformément  pendant  ce  temps  par  le 
rayon  vecteur  du  point  mobile  A. 


PROBLëUES 

Au  temps  (  le  point  mobile  est  en  A  sur  la  trajectoire,  el 
i'angle  AOP  représente  ce  temps  (,  compté  à  partir  du  passage 
au  point  C.  Si.  sur  chaque  droite  OA,  on  porte  de  0  en  M  une 
longueur  OM  =  arc  CA,  le  lieu 
des  points  M  sera  la  courbe 
polaire  des  espaces.  On  ob- 
tient ainsi  la  spirale  d'Archî- 
mède  OMM'M".  La  courbe  des 
vitesses,  lieu  des  points  N,  est 
le  cercle  OA  lui-même,  et  la 
courbe  des  accélérations  tan- 
genlielles  se  confond  avec  le 
centre  0;  l'accûléralion  lan- 
gentielle  est  en  effet  constomnient  nulle,  puisi]ue  la  vitesse 
OM  est  conslante.  Ici  le  facteur  k  est  égal  à  l'unité,  grâce  au 
choix  des  échelles. 


PnOBLÈMES    SITR    LE    MOUTEUENT    n  EUT  IF. 


I 


5.  Deux  points  mobiles  partent  ensemble  d'un  môme  point 
d'une  circonférence,  avec  des  vitesses  constantes  données  ; 
l'un  A  fait  le  tour  de  la  circonférence  en  p  unités  de  temps  : 
l'autre  B  en  7  unités  de  temps.  On  demande  :  1'  quand  les 
points  A  et  B  se  rencontreront  de  nouveau  ;  2"  quand  ils 
seront  l'un  par  rapport  à  Tautre  dans  une  situation  déter- 
minée, par  exemple  quand  ils  seront  distants  d'un  quart  de 
cercle,  ou  d'une  demi-circonférence.  Si  l'on  prend  pour 
unité  de  longueur  le  rayon  du  cercle,  la  circonférence  sera 
égale  à  2ic.  La  vitesse  angulaire  du  point  A  sera  par  con- 

Or  2- 

séquenl  —,  et  la  vitesse  angulaire  du  point  B  sera  — •  Cher- 
chons le  mouvement  relatif  du  point  B  par  rapport  au  point  A; 
pour  cela  nous  pouvons  imaginer  qu'on  communique  à  l'en- 
semble des   deux  points    une  vitesse  angulaire  commune 
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,  qui  réduira  au  repos  le  point  A.  Le  point  B  a  une 

vitesse  angulaire  relative  — ^  =  2w  (^      ^|.  et  tout  se 

9       P  \   P9  J 

passe  comme  si,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B  se  mouvait 

seul  avec  cette  vitesse  angulaire  relative.  Dans  ce  mouve- 

ment,  le  point  B  accomplit  le  tour  entier  du  cercle  en-  ^ 

p  —  q 

unités  de  temps  ;  il  se  trouve  alors  coïncider  avec  le  point  A, 

et,  par  conséquent,  les  rencontres  des  points  A  et  B  auront 

lieu  à   des  intervalles  de  temps  égaux  à     ^^     unités  de 

P  —  9 
temps  :  ce  qui  répond  à  la  première  question. 

De  même,  si  Ton  demande  quand  le  point  B  sera  en  avance 

sur  le  point  A  d'un  angle  au  centre  donné  a,  on  observera 

que  cet  angle  sera  décrit  dans  le  mouvement  relatif  avec 

la  vitesse  angulaire  2z  ( )  ;  que,  par  conséquent,  le 

temps  nécessaire  pour  le  décrire  est  le  quotient 


=  3-"  X  ••  ce  qui  donne  ■  ^^     x  7  si  Ton  veut  que 

^2'x      p  —  q        ^  p  —  9      i 

a  corresponde  au  quart  du  cercle,     _     X  ^  si  Ton  veut 

que  a  corresponde  à  la  moitié,  etc. 

4.  L'emploi  de  la  courbe  des  espaces  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes de  ce  genre,  où  le  mouvement  s'accomplit  sur  des 
courbes  fermées,  donne  lieu  à  une  objection,  à  laquelle  il  est 
du  reste  très  aisé  de  répondre.  Soit  OX  l'axe  des  temps  (fig.  4)  ; 
les  mouvements  étant  uniformes,  les  lignes  dont  les  ordon- 
nées représentent  les  arcs  parcourus  sont  -deux  droites  OA, 
OB,  issues  du  point  0,  et  qui  n'ont  que  ce  point  commun.  A 
s'en  rapporter  à  l'épure,  il  n'y  aurait  donc  qu'une  rencontre 
unique  des  deux  mobiles  A  et  B,  à  savoir  le  point  de  départ  ; 
car  pour  toute  autre  valeur  du  temps  les  valeurs  des  arcs 
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parcourus  sonl  difrércntes.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que. 
sur  le  cercle  et  sur  toulc  Irajectoire  fermée,  deux  points  A  el 
B  coïncident  quand  ils  sonl  distants  d'un  nombre  entier  de 
circonférences;  qu'en 
d'autres  termes,  l'arc 
s  décrit  sur  la  trajec- 
toire à'  partir  d'un 
point  C  déterminé 
peut  ^tre  considéré 
comme  croissant  de  0 
à  la  circonférence,  et 
comme  revenantbrus- 
quement  à  0  quand  il  a  atteint  cette  limite.  Menons  une 
horizontale  DU,  à  la  distance  OD  égale  à  la  circonféi'encc 
entière.  Cette  droite  coupe  les  lignes  OB,  0.\  aux  points  E 
el  F.  A  partir  du  point  E  on  substituera  à  la  droite  EB 
ta  droite  parallèle  E'B',  ramenée  au  pied  de  l'ordonnée  du 
point  E.  Cette  droite  E'B'  coupe  en  G'  l'horizontale  DU  ;  on  ra- 
mènera de  môme  la  portion  G'B'  de  la  droite  à  la  position 
parallèle  G"B",  menée  par  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  G',» 
el  on  substituera  h  la  droite  continue  OB  le  contour  OE,  E'G'. 
CK",...  où  l'on  n'admet  que  des  arcs  parcourus  ramenés 
h  une  valeur  au  plus  égale  à  la  circonférence'. 

La  droite  OA  se  transformera  de  même  dans  le  contour  OF. 
F'I',  FA'... 

L'intersection  des  deux  contours  au  point  M  fait  connaître 
l'époque  de  la  rencontre  des  mobiles  par  l'abscisse  ON,  et 
ta  position  qu'ils  occupent  alors  sur  la  trajectoire  par  For- 
donnée  NM.  L'intersection  M'  des  droites  OA,  E'B'  ferait  con- 
naître de  même  la  solution. 

5.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  s'applique 
aux  aiguilles  d'un  cadran.  Si  l'on  considère,  par  exemple, 
Faiguille  des  heures  A  et  Fatguille  des  minutes  B.  on  aura 

1,  Cest  oimi  qu'en  ariUimétiijue  on  ramène  entre  les  limites  Oel  p  tout  nom- 
bre entier  n,  prii  ëunant  le  inoUuit  p,  en  substituant  au  nombre  ii  le  reste  de 
H  (Urition  par  p. 
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I?  =  12,  9  =  1«  en  prenant  l'heure  pour  unité  de  temps  ;  et 
rintervalle  des  rencontres  des  deux  aiguilles  ^ra  égal  à 

12  5 

ou  à  77  d'heure  :  ce  qui  équivaut  à  1*  5°  rr  de  minute. 

Si  Ton  compare  l'aiguille  des  minutes  A  et  celle  des  se- 
condes B,  on  aura  j9  =  60  et  ç  =  1,  en  prenant  la  minute 
pour  unité  de  temps  ;  et  l'intervalle  de  deux  rencontres  sera 
égal  à 

^  =  55  de  minute,     ou     1-55  =  55  d  heure. 

Enfin,  si  Ton  compare  l'aiguille  des  heures  et  celle  des 
secondes,  on  aura  p  =  720,  9  =  1,  l'unité  étant  encore  la 
minute,  et 

P9    _720_        i 
;;— g""7l9  ""       719' 

Si  Ton  voulait  savoir  quand  les  trois  aiguilles  se  rencon- 
trent, on  observerait  que  le  temps  écoulé  entre  une  rencontre 
des  trois  aiguilles  et  la  rencontre  suivante  doit  être  un  mul- 

12 
(iple  à  la  fois  de  l'intervalle  jj  d'heure,  qui  sépare  deux 

rencontres  de  la  première  et  la  seconde  aiguille,  et  de  l'in- 

1 
tervalle  de  ^  d'heure,  qui  sépare  deux  rencontres  de  la 

seconde  et  de  la  troisième  ;  le  temps  cherché  est  donc  la 

12  1 

plus  petite  durée  qui  soit  multiple  à  la  fois  de  jj  et  de  ^ 

d'heure.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  fractions 
s'obtient  en  prenant  le  plus  petit  commun  multiple  des 
numérateurs,  et  en  le  divisant  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  dénominateurs.  Le  plus  petit  commun  multiple 
de  12  et  de  1  est  12  ;  et  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
11  et  de  59  est  l'unité,  puisque  11  et  59  sont  tous  deux  des 
nombres  premiers.  En  définitive,  la  fraction  cherchée  se 
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réduit  au  nombre  entier  12,  et  les  rencontres  des  trois 
aîgnîlles  ont  lieu  toutes  les  13  heures,  c'est-à-dire  lorsque 
l'horloge  marque  vtidi  ou  minuit. 

L'intervalle  constant  des  rencontres  de  l'aiguille  des  heures 
et  de  l'aiguille  des  minutes  fait  connallre  le  partage  de  la 
circonférence  en  11  parties  égales.  Les  points  de  la  circon- 
férence où  s'opèrent  les  rencontres  sont  les 
sommets  du  polygone  régulier  de  11  côtés 
inscrit.  Pour  opérer  la  transmission  d'une 
aiguille  à  l'autre,  on  peut  se  servir  d'un  train 
de  roues  dentées.  Soit  0  l'axe  géométrique 
commun  aux  deux  aiguilles  ;  A  une  roueden- 
tée  faisant  corps  avec  l'aiguille  A  des  heures, 
B  une  roue  dentée    faisant  corps  avec  l'ai- 
-,    _  guille  B  des  minutes.  Ces  deux  roues  sont 

.  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et,  des  deux 
axes  matériels  qui  portent  les  aiguilles,  l'un  passe  librement 
dans  le  creux  de  l'autre.  La  communication  enire  les  deux 
aiguilles  s'obtient  en  faisant  engrener  les  roues  A  et  B  avec 
deux  roues  solidaires  à  et  b,  montées  sur  un  axe  0'  parallèle  • 
h  l'axe  0.  Appelons  u  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  A,  u'  la 
vitesse  angulaire  de  l'ensemble  des  roues  a  et  b,  cl  ui'  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  roue  B  ; 
R  le  rayon  de  la  roue  A  ; 

r  le  rayon  de  la  roue  a  avec  laquelle  elle  engrène  ; 
r'  le  rayon  de  la  roue  b; 

R'  le  rayon  de  la  roue  B,  qui  engrène  avec  la  roue  6. 
Désignons  enfin,  suivant  l'usage,  le  nombre  de  dents  des 
diverses  roues  par  la  lettre  môme  qui  représente  chaque  roue. 
On  aura 

Rio  =  ru', 


donc 
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On  veut  que  u'  soit  égal  à  12  fois  u.  Il  faudra  donc  qu'on 
ait 

!xî-«-'x*-îxr 

Multiplions  par  8  les  deux  termes  de  chaque  fraction,  ce 

24      32 
qui  donne  -g-  X  ^  î  on  pourra  satisfaire  à  toutes  les  con- 
ditions en  posant 

6=32,  B  =  8. 

nombres  admissibles  pour  les  quatre  roues  dentées. 
On  a  aussi 

R  =  3r, 
r'  =  4R', 

avec  les  conditions  R+r=R'+r'=A,  distance  donnée  des 
centres  0  et  0'.  On  en  déduit  pour  les  rayons  des  quatre  roues  : 

r— j,     R— j-, 

Si,  par  exemple,  on  a  A=20,  on  aura 

r=5,        R  =  i5. 
R'=4,        /^id. 

6.  Cherchons  s'il  est  possible  que  les  extrémités  des  trois 
aiguilles  d'une  horloge  occupent  simultanément  sur  la  cir- 
conférence les  trois  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

n  faut  et  il  suffit  que  les  arcs  compris  entre  la  première 
et  la  seconde,  entre  la  seconde  et  la  troisième,  soient  égaux 
au  tiers  de  la  circonférence. 

Prenons  la  minute  pour  unité  de  temps  et  désignons  par 
Â«  6,  C  les  arcs  décrits  respectivement  par  chaque  nlobile 


ii  PROBLÈMES 

pendant  un  temps  ^  à  partir  de  leur  rencontre  simultanée  sur 
midi.  On  aura 

A  =:  r^  <     pour  raiguille  des  heures, 

B=^«     pour  l«guiU.  de»  minutes. 
G  =  2ic  <     pour  raiguille  des  secondes. 

Si  l'on  admet  que  les  trois  points  forment  un  triangle 
équilatéral,  la  différence  6 — A  sera  égale  à-^»  augmenté 
d'un  nombre  entier  de  circonférences,  et  C — A  sera  alors 
égale  à  -=^i  augmenté  aussi  d'un  nombre  entier  de  circonfé- 

0 

rences;  ou  bien  B — A  sera  égale  à  -^^et    C — A  à  -=-,  avec 

addition  à  chaque  différence  d'un  nombre  entier  de  circonfé- 
rences. 
On  aura  donc  à  la  fois 


et 


B-A=y-f  2A,t 


C-A=y-f-2^iï, 


k  et  k'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques  ;  ou  bien  . 

B-A  =  y  +  2A'tr, 
C-A=  y +24-^11; 

mais  -=-  -h  2&"i:  équivaut  à  — ^  +  2 Aie,  ■=-  -h  2/:'"::  revient  à 

—  -^  +  ik'iç  ;  de  sorte  que  les  deux  solutions  possibles  sont 
contenues  dans  les  équations 

B  — A  =  ±y-t-2A»t. 
C-A=dby-t-2A/w, 

les  signes*se  correspondant  d'une  équation  à  l'autre. 
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Remplaçant  A,  B  et  C  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  /,  il 
vient 

et  il  s'agit  de  savoir  s'il  est  possible  de  trouver  une  valeur 
de  t  qui   satisfasse  à  la  fois  à  ces  deux  relations  avec  des 
valeurs  entières  pour  A:  et  A:'. 
Éliminons  t  en  divisant  la  première  par  la  seconde  :  il  vient 


ou  bien 


4 

«0' 

1 
"720 
1 
720 

4  +  "      ±i+5* 

i- 

^4^^      ±3  +  5*' 

il       ±1+5* 

5ï5~±S  +  3*'' 

équation  qui  peut  s'écrire 

3(11*'— 7i9Ac)  =  d:  (710— 2xii)  =  ±697. 

Or  cette  égalité  est  impossible  avec  des  valeurs  entières 
de  A-  et  k\  car  le  premier  membre  serait  divisible  par  le 
nombre  3,  qui  ne  divise  pas  le  second. 

Donc  il  est  impossible  que  les  extrémités  des  trois  aiguilles 
d'une  horloge  occupent  à  un  même  instant  sur  la  cir- 
conférence du  cadran  les  sommets  d'un  triangle  équila- 
téral. 

7.  Positions  réciproques  de  deux  aiguilles.  —  Considérons 
seulement  deux  aiguilles,  celle  des  heures  et  celle  des  mi- 
nutes, et  cherchons  les  positions  de  ces  aiguilles  qui  peuvent 
être  renversées,  c'est-à-dire  celles  dans  lesquelles  on  peut 
imaginer  qu'on  permute  la  position  des  deux  aiguilles,  l'ai- 
guille des  heures  prenant  la  place  de  celle  des  minutes,  et 
l'aiguille  des  minutes  la  place  de  celle  des  heures.  Si  l'on 
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prend  toujours  la  minute  pour  unité  de  temps,  on  aura  pour 
définir  le  mouvement  des  aiguilles  A  et  B, 


^      720  ' 


et  la  position  (A,  B)  des  aiguilles  sera  réciproque^  si  Ton 
peut  y  substituer  la  position  (B,  A),  dans  laquelle  B  et  A 
peuvent  être  d'ailleurs  augmentés  d'un  nombre  entier  quel- 
ccmque  de  circonférences.  On  aura  donc  à  la  fois 


A 

B 


720  • 

Sir 
60 '• 


pour  une  valeur  t  du  temps,  et 

B  -f  2Jfcir  = 


2ir 
713 


A+2*'.=  g^ 


pour  une  seconde  valeur  t*. 
Donc 


et 


ou  bien 


j_/2x  ^   hi\^  ^     '- 

*"2icV725<'— 607""7lÔ     85"" 

2icV60        7207""00""720~ 

i'— i2/  =  720A, 
i2r—  t  =720*', 


<^  — 12/ 
720 


7iU     ' 


équations  qui,  résolues  par  rapport  à  ^  et  ^,  donnent 


/=720x 


et 


i'=720x 


A/  — 12* 
143 


12*^  — 
143 
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Si  Ton  donne  à  A:  el  à  &'  des  valeurs  entières  quelconques, 
on  aura  les  valeurs  convenables  pour  t  et  t\  et  par  suile 
pour  A  et  B. 

On  peut  faire,  par  exemple,  A-  =  0  et  *'  =  1.  On  aura  une 
solution  : 

'  =  145    "'°"*"    ^^  m 

t'  =  — TTj—  minutes  =  60"  -f  rg  =  1*  0*  85*  rj=  de  féconde. 

On  a  pour  la  première  position 

g__2icXl2 


143 


et  pour  la  seconde 


.,      2irXl2 
^=-143-'. 

^-QO^     143      -"'**>*^143-Ï43^ 

en  supprimant  la  circonférence  contenue  dans  Tare  B\ 

Pour  déterminer  le  nombre  total  des  positions  réciproques 
dans  retendue  de  la  circonférence,  étudions  les  positions  de 
l'aiguille  des  heures.  Si  Ton  substitue  à  ^  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  k  et  k\  il  vient 

Les  positions  de  Taiguille  des  minutes  s'obtiennent  en  mul- 
tipliant A  par  12,  et  en  ramenant  Tare  obtenu  au-dessous 
de  2ic.  Cela  donne  en  effet 

B  =  ^  (12A' -  144/r)  =  ^  (m- -  A). 

On  voit  que  toutes  les  solutions  distinctes  s'obtiendront  en 
donnant  à  A:'  —  12Xr  toutes  les  valeurs  entières  de  1  à  143,  ce 
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qui  donne  aufant  de  valeurs  de  l'arc  A,  dirTérant  entre  elles 


les  sommais  du  polygone  de  143  cùlês,  inscrit  dans  la  cir: 
conférence. 

8.  Les  rencontres  de  deux  aiguilles  animées  de  rotations 
difTérenles  autour  du  môme  centre  donnent  un  moyen  méca- 
nique de  partager  la  circonférence  en  un  certain  nombi-e  de 
parties  égales.  Par  exempte,  avec  un  système  de  quatre  roues 
dentées,  admettant  les  unes  24  et  52  dents,  les  deux  autres 
8  dents,  on  réalise  le  rapport  des  vitesses  angulaires  égal 
b  12.  Or  les  rencontres  des  deux  aiguilles  animées  dé  ces 
vitesses  angulaires  ont  lieu  aux  sommets  du  polygone  régu- 
lier de  11  eûtes  inscrit  dans  le  cercle.  Pour  réaliser  le  rap- 
port 60  entre  les  vitesses  angulaires,  on  peut  adopter  les 
nombres  de  dents  suivants  : 

32  dénis  —  8  dénis 

~  1!0  dents  —  8  dénis. 

Le  tracé  de  ces  dentures  exige  le  partage  du  cercle  en  8, 
52,  120  parties  égales,  ce  qui  peut  se  faire  géométriquement; 
el  l'appareil  donne  par  les  rencontres  des  aiguilles  la  division 
du  cercle  en  59  parties  égales. 


9.  Un  point  mobile  H  parcourt  uniformément  une  circon- 
férence OA.  On  le  projette  à  chaque  instant  sur  deux  diamè- 
tres fixes,  OA,  OU.  Soient  P  et  Q  les  projections.  On  demande 
le  mouvement  relatif  du  point  Q  par  rapport  au  point  P,  c'est- 
à-dire  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menés 
par  le  point  P. 

On  observera  que  les  quatre  points  M,  P,  0,0  sont  situéssur 
une  même  circonférence,  qui  a  CM  pour  diamètre,  et  qui  est 
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Fig.  6. 


tangente  au  point  M  à  la  circonférence  donnée.  Donc  la  dis- 
lance QP  est  constante,  car  QP  est,  dans  le  cercle  MQOP,  dont 
le  diamèti'e  OM  es(  constant,  la  corde 
qui  sous-tend  Tangle  inscrit  con- 
stant BOA.  De  plus  l'angle  QPM  est 
égal  à  Tangle  QOM,  comme  inscrits 
dans  le  môme  segment,  et  par  con- 
séquent la  droite  PQ,  constante  en 
grandeur,  tourne,  par  rapport  à 
la  direction  constante  PM  normale 
à  OA,  d'un  angle  égal  à  Tangle  dont 
OM  tourne  autour  du  point  0.  En  définitive,  le  mouvement 
relatif  de  Q  par  rapport  à  P  est  un  mouvement  circulaire  uni- 
forme, dont  la  vitesse  angulaire  est  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire du  point  M  sur  le  cercle  donné. 

10.  Deux  points  mobiles  parcourent  une  même  circonfé- 
rence OA,  avec  la  même  vitesse.  On  les  projette  à  la  fois  sur 
un  diamètre  AA".  Soient  P  et  F  les 
projections.  On  demande  :  1^  le  mou- 
vement relatif  des  deux  points  M  et 
M^  2"*  le  mouvement  relatif  des  deux 
projections  P  et  F. 

l""  La  corde  MM'  étant  constante, 
le  point  M\  dans  son  mouvement 
relatif,  décrit  un  cercle  de  rayon  M'M 
autour  du  point  M  supposé  fixe.  De 
plus,  le  triangle  OMM'  se  déplaçant  sans  se  déformer,  le 
mouvement  angulaire  de  MM'  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  le  point  M  est  égal  au  mouve- 
ment angulaire  des  rayons  OM,  OM'  autour  du  point  0.  Donc 
enfin  le  point  M' tourne  autour  du  point  M  avec  la  vitesse  an- 
gulaire de  la  corde  MM"  autour  du  point  0,  et  son  mouvement 
relatif  est  un  mouvement  circulaire  uniforme. 

2""  La  projection  PP  sur  le  diamètre  AA'  est  égale  à  la  pro- 
jection MN  de  la  corde  MM'  sur  une  droite  MN,  menée  parallè- 
lement à  AA'  par  le  point  M.  Le  mouvement  relatif  de  F  par 

T.  —  V£C.  COLLIOXOll.  2 


Fig.  7. 
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rapporf  à  P  csl  idcnlique  au  mouvement  relatif  de  N  par  rap- 
port à  M.  Donc  enfin  le  mouvement  rclalif  cherché  est  le 
mouvement  di?  la  projeclion  sur  un  diamètre  fixe  du  mouve- 
ment circulaire  uniforme  de  M'. 

Dans  ces  deux  exemples  les  axes  mobiles,  par  rapport 
auxquels  on  cherche  le  mouvement  relalil'.  ont  un  parallé- 
lisme constant ,  el  le  mouvement  d'cnlrainemenl  est  une 
Iranslation.  Il  peut  en  être  autrement.  Nous  allons  en  donner 
exemple. 

11.  Un  point  M  se  meut  uniformément  sur  un  cercle  de 
i-ayon  OA, 
Un  second  point  N  se  meut  uniformément  sur  la  tangente 
AB  à  ce  cercle.  Les  deux 
points  passent  ensemble  au 
point  A,  et  ont  des  vitesses 
égales,  de  sorte  qu'on  ait 
constamment  AN  — arcAM. 

On  demande  le  mouvement 
relatif  du  point  N  par  rap- 
port au  point  M,  et  le  mouve- 
ment relatif  du  point  M  par 
rapport  au  point  N. 
Nous  supposerons  que  l'ob- 
se^^'ateur  entraîné  par  le  point  M  rapporte  le  mouvement  du 
point  N  à  des  axes  MX,  M¥»  animés  du  mouvement  circulaire 
que  le  point  M  possède  autour  du  point  0;  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  à  l'équalcur  du  globe  terrestre,  pour  un 
observateur  entraîné  par  le  mouvement  de  la  ferre  et  qui 
rapporterait  les  mouvemenls  à  la  verticale  M¥  et  a  l'horizon- 
tale MX,  tangente  à  l'équateur. 

Pour  l'observateur  qui  suit  le  point  N  nous  supposerons, 
au  contraire,  qu'il  rapporte  le  mouvement  du  point  M  à  des 
axes  NX',  NY',  qui  conservent  leur  parallélisme. 

Cela  posé,  le  mouvement  relatif  du  point  N  par  rapport  au 
point  M  s'obtiendra  en  réduisant  au  repos  la  cîrconféi'ence 
OM,  et  en  communiquant  à  la  tangente  Alt  el  au  point  N  une 
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vitesse  angulaire  égale  et  contraire  à  celle  de  M  autour  de  0. 
Cela  revient  à  faire  rouler  sur  le  cercle  OA  la  tangente  AB,  et 
dans  ce  mouvement  le  point  N  décrit,  par  rapport  aux  axes 
MX,  M  Y,  une  développante  de  cercle. 

Le  mouvement  relatif  de  M  par  rapport  aux  axes  NX',  NY' 
s'obtiendra  en  réduisant  au  repos  le  point  N,  c'est-à-dire  en 
communiquant  au  cercle  OA  entraînant  le  point  M  une  vi- 
tesse linéaire  égale  et  contraire  à  celle  de  N.  Dans  ce  mouve- 
ment le  cercle  OA  roule  sur  la  droite  fixe  AB,  et  la  trajectoire 
relative  du  point  M  est  par  conséquent  une  cycloïde. 

La  composition  en  M  de  deux  vitesses,  l'une  v^  vitesse  ab- 
solue du  point  M,  l'autre  —  v,  égale  et  parallèle  à  la  vitesse 
d'entraînement  que  possède  le  point  N,  donne  pour  résultante 
la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  vitesses,  ce  qui  fait  con- 
naître la  tangente  MA'  à  la  cycloïde  au  point  M. 

Pour  avoir  la  tangente  à  la  développante  au  point  N,  il  faut 
composer  en  N  la  vitesse  absolue  v  du  point  avec  la  vitesse 
d'entraînement  changée  de  signe,  —  v\  de  ce  même  point  N, 
due  à  la  rotation  autour  du  point  0  ;  la  résultante  sera  nor- 
male à  la  droite  AB. 

MOUVEMENT  RELATIF  DE  DEUX  POINTS  PESANTS  DANS  LE  VIDE. 

12.  Le  mouvement  d*un  point  pesant  M  dans  le  vide,  rap- 
porté à  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  OZ  est  vertical,  est 
défini  par  les  trois  équations 

dtf     "' 

de  -"• 
d*i 

qifi  conduisent  par  l'intégration  aux  trois  équations 


ÏO      SÛUÏESIEST  RELATIF  DÉ  DEUX  POINTS  PESAMS  DASS  LE  VIIIE. 

a,  a',  a"  étant  les  composantes  de  la  vitesse  initiale,  b,  V,  b" 
les  coordonnées  du  point  de  départ. 

Pour  un  second  point  pesant  M',  se  mouvant  de  mémo 
dans  le  vide  au  même  lieu  du  globe  terrestre,  on  aura  aussi 


i  +A 


Le  mouvement  relatif  de  M'  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  le  point  M  aura  pour  équations 


■fL'î'-t"). 


équations  d'où  les  termes  ^  ql*  ont  disparu  par  la  soustraction 

et  qui  défmisscnt  par  conséquent  un  mouvement  rectilignc  et    j 
uniforme.  Tel  est  le  mouvement  relatif  d'un  des  points  par 
rapport  à  l'autre. 

On  arriverait  plus  rapidement  au  même  résultai  en  consi- 
dérant les  équations  différentielles  des  deux  mouvements;  en 
les  retrancha  ni,  on  aura  les  composantes  de  l'accélération  dans 
le  mouvement  relatif;  or  ces  trois 
composantes  sont  nulles  à  la  fois,  ce  , 
qui  caractérise  un  mouvement  recti-  \ 
ligne  et  uniforme- 

13.  Application.  —  A  l'instant  on  1 
un  mobile  pesant  tomlic  sans  vitesse  | 
du  point  A  suivant  la  verticale  AP,  on  ' 
lance  du  point  0  un  mobile  pesant  |l 
avec  une  vitesse  V  donnée  en  gran-  1 
deur.  On  demande  dans  quelle  direction  on  doit  viser  pour  ti 
que  les  deux  mobiles  se  rencontrent.  On  reconnaît  tout  de  suite  !1 
que  c'est  suivant  OA,  comme  si  le  mobile  à  atteindre  restait     ( 


Fig,  9. 


en  repos.  Le  mouvement  relatif  du  corps  lancé,  par  rapport 


M 
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au  corps  tombant,  s'opère  en  [efîet  suivant  la  droite  OA,  les 
deux  corps  tombant  de  quantités  égales  en  temps  égaux  par 
reflet  de  la  pesanteur. 


COURBES   DE   POURSUITE. 


14.  Un  point  mobile  A,  animé  d'une  \itesse  constante  v\ 
se  dirige  vers  un  point  mobile  B  qui  parcourt  une  courbe 
donnée,  BD,  avec  une  vitesse 
donnée  constante  v.  Le  point 
A  décrit  une  courbe  de  pour- 
suite  AE.  La  tangente  à  la 
courbe  au  point  A  est  la 
droile  AB. 

On  demande  le  rayon  de 
courbure  p  de  la  courbe  de 
poursuite  au  point  A. 

Pendant  le  temps  dt  infi- 
niment petit,  le  mobile  A 
parcourt  un  arc  AA'  ^  t/dty 
dirigé  vers  la  position  B  du 
point  poursuivi.  Dans  l'intervalle  de  temps  suivant,  égal 
aussi  à  dt^  il  parcourt  un  arc  égal  A'A",  dirigé  vers  le  point  B', 
position  nouvelle  du  point  B,  séparée  de  l'ancienne  par  un 
arc  BB'  =  vdt. 

L'accélération  totale  du  point  A  se  réduit  à  la  composante 


N 


Fig.  10. 
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normale  —9  puisque  la  vitesse  est  constante.  Abaissons  du 

point  A''  la  perpendiculaire  A*^  sur  la  droite  AB.  Je  dis  que 

l'on  aura  A'T«  =  —  X  dt\  En  efiet,  A'A"  étant  égal  à  v'dt, 

P 
A*H  sera  le  produit  de  v'dt  par  l'angle  de  contingence  A^A'M, 

lequel  est  égal  à  l'arc  v'dt  de  la  courbe,  divisé  par  le  rayon 

de  courbure  p. 

Par  le  point  A"  menons  A'Tî  parallèle  à  BB'.  L'angle  A^NM 


n  COURBES  DE  POURSUITE. 

sera  égal  à  Tangle  a  =  ABH  que  fait  la  vitesse  v  airec  la  droite 
AB,  et  Ton  aura 

Les  parallèles  A'^N,  B'B  donnent  en  outre  la  proportion 

ggr  =  pg»     ou  bien    NA''  =  w//x— » 

en  appelant  /  la  distance  AB,  sensiblement  égale  à  A'B,  et  en 
observant  que,  NM  étant,  comme  A'^,  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  dès  que  Tangle  a  est  différent  de  zéro,  A'K  peut 
être  confondu  avec  A'M  et  avec  A'A". . 
On  a  donC|  en  éliminant  NA'', 

•      MA*'  =  — ; —  sm  «  =  —  dl*, 
l  p 


et  par  conséquent 


'^     sm  «      V 


Pour  construire  le  rayon  de  courbure,  élevons  au  point  B 
une  perpendiculaire  BL  sur  AB  ;  puis  du  point  A  abaissons 
une  perpendiculaire  AH  sur  la  tangente  BB'.  Ces  deux  droites 
se  couperont  en  un  point  L,  et  Tangle  ALB  sera  égal  à 

Tangle  a.  Donc  AL  sera  égale  à—: — .  Soit  C  le  centre  de  cour- 

^  ^  sma  » 

bure  cherché,  sur  la  normale  AC  à  la  courbe  de  poursuite. 
Si  Ton  joint  CL,   le  triangle  ACL  a  pour  côtés  AC  =  p, 

AL=-; — .  Donc,  en  vertu  de  l'équation  qui  donne  p,  les 
sia  n 

côlés  AC,  AL  sont  proportionnels  aux  vitesses  v'  et  r,  ce  qui 

permet  d'achever  la  construction. 

Observons  que,  si  Ton  mène  par  le  point  A'  une  droite  A'J 

égale  et  parallèle  à  vdt^  et  qu'on  joigne  AI,  le  triangle  AAl  a 

pour  côtés  v'dtj  vdt,  et  que  Al  représente  en  grandeur  et  en 

direction  le  produit  par  dt  de  la  résultante  de  v  et  v'.  L'angle 
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AAl  de  ce  triangle  est  égal  à  l'angle  CAL,  comme  ayant  leurs 
côtés  respectivement  perpendiculaires.  Il  résulte -de  là  que 
les  deux  triangles  CAL,  AA'I  sont  semblables,  et  par  consé- 
quent la  droite  LC  est  perpendiculaire  à  la  résultante  AI. 
L'intersection  des  deux  droites  AC,  LC  fera  coimallre  le 
point  C. 

La  solution  géométrique  s'achève  donc  en  composant  les 
deux  vitesses  r  et  t;\  et  en  menant  LC  perpendiculaire  à  la 
résultante. 

Cette  solution  a  été  donnée  par  M.  Maurice  d'Ocagne,  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France^  octo- 
bre 1883. 


M'  V 


RECHERCHE  DES  COURBES  ROULANTES  DANS  LE  MOUVEMENT  ÉPICTCLOmAL 

15.  Une  figure  plane  reçoit  dans  son  plan  un  mouvement 
continu  déterminé.  On  demande  de  réaliser  ce  mouvement  en 
faisant  rouler  une  courbe  appartenant 
à  la  figure  sur  une  courbe  fixe  tracée     ^' 
dans  le  plan. 

Soit  YOXun  système  d'axes  qui  accom- 
pagnent la  figure  mobile,  et  soit  Y'OT 
un  système  d'axes  fixes,  auxquels  on 
rapporte  les  positions   successives  de    1y 
cette  figure.  p.^  ^^ 

On  sait  que  le  point  de  contact  de  la 
courbe  roulante  avec  la  courbe  fixe  est  à  chaque  instant  le 
centre  instantané  autour  duquel  tourne  la  figure  mobile  ; 
soit  C  ce  point.  Il  suffira  d'en  prendre  les  coordonnées, 
x  =  —  OM,  y  =  CM  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  les  coor- 
données a:'=:0'M',  3^= CM'  par  rapport  aux  axes  fixes,  pour 
tracer  par  points  les  deux  courbes  cherchées.  Si  l'on  déter- 
mine analytiquement  ces  mêmes  coordonnées  en  fonction 
d*un  même  paramètre,  l'élimination  du  paramètre  entre  les 
deux  équations  qui  donnent  a:  et  y  fera  connaître  l'équation 
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de  la  courbe  roulante,  et  rèlimînation  du  paramètre  enire 
les  deux  équalions  qui  donnent  x'  el  y'  fera  connaître  l'équa- 
tion de  la  courbe  lixe. 
Cherchons  les  courbes  roulantes  qui  assurent  !e  mouve- 
ment d'une  droite  AB,  de 
longueur  constante,  dont 
les  deux  extrémités  glis- 
sent sur  deux  circonfé- 
rences fixes  0  et  H. 

On  prendra  pour  axes 
mobiles  la  droite  Altelte- 
même  et   une  perpendi- 
culaire AY  menée  par  le 
point   A,    el  pour  axes 
fixes  la  droite  OltX',  et  la  perpendiculaire  OV.  Le  centre  in- 
stantané C  est  la  rencontre  des  rayons  OA,  IIB.  On  le  projet- 
tera en  M  et  M'  sur  les  deux  axes  des  abscisses,  et  on  aura 


y^MC,  ï'=M'C. 

Il  suffira  donc  de  tracer  plusieurs  positions  deladroiteAB, 
puis  de  repérer  le  point  C  par  rapport  & 
I  la  droite  cl  par  rapport  à  la  droite  OB. 

La  construction  du  point  C,  rapporté  aux 
axes  fixes,   puis  aux  axes  mobiles,  fera 
-j — j      connaître  les  deux  courbes  cherchées. 

16.  Il  arrive  quelquefois  qn-'on  cherche 
'*  à  faire  décrire  une  courbe  donnée  à  un 

point  particulier  de  la  figure.  Si  cette  condition  est  la  seule 
imposée,  le  problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solu- 
tions. Si  l'on  assujettit  en  outre  le  mouvement  de  la  figure 
mobile  à  une  nouvelle  condition,  pur  exemple  à  rouler  sur 
une  ligne  donnée,  alors  le  problème  est  entièrement  déter- 
miné, et  la  solution  est  donnée  par  la  méthode  inverte  det 
ipiajcloïdes  (1,  g  146). 

Ce  problème  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applica- 
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lions,  lorsqu'il  s'agit  de  déplacer  un  corps  pesant  de  telle 
manière,  que  le  centre  de  gravité  décrive  une  ligne  droite 
horizontale,  pour  que  le  travail  de  la  pesanteur  soit  nul.  Si, 
par  exemple,  on  veut  que  le  centre  de  gravité  d'un  solide 
parcoure  une  horizontale,  tandis  que  le  solide  roule  sur  une 
droite  inclinée,  il  faudra  prendre  pour  courbe  roulante  une 
spirale  logarithmique  (I,  g  147). 

17.  Remarque.  —  La  solution  du  problème  des  courbes 
roulantes,  donnée  au  §  146  du  t.  I,  revient  à  déterminer  une 
courbe  rapportée  à  un  système  de  coordonnées  polaires  et 
telle,  que  Fangle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur 
soit  une  fonction  donnée  de  ce  rayon  ;  ou  encore  une  courbe 
telle,  qu'e//e  coupe  sous  des  angles  donnés  en  fonction  des 
rayons  une  série  de  circonférences  concentriques. 

Or  ce  problème  est  celui  qu'on  a  à  résoudre  dans  la  dyna- 
mique, quand  on  cherche  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe  0,  par  une  force  donnée  en 
fonction  de  la  distance  à  ce  centre.  La 
courbe  décrite  est  contenue  dans  un 
plan  passant  par  le  point  0.  Les  cour- 
bes de  niveau  sont  des  cercles,  SS', 
ayant  pour  centre  commun  le  point  0.      "       p,   ^^ 
Sur  chacun  de  ces  cercles,  la  vitesse  v 
du  mobile  est  connue  en  fonction  du  rayon  r  par  l'équation 
des  forces  vives  ;  de  plus  le  théorème  des  aires  donne  l'équa- 
tion 

vr  sin  /ui  =  2â, 

en  appelant  \k  l'angle  de  la  vitesse  avec  le  rayon  vecteur  et  2A 
une  constante.  Comme  v  est  une  fonction  donnée  de  r,  on 
voit  que  l'angle  (i.  est  connu  en  fonction  du  rayon  r,  et  qu'on 
retombe  sur  le  problème  de  la  courbe  roulante. 
Soit  t;  =  f  (r)  ;  il  vient 

2A 

810  \IL  = 


r9{r) 


On  en  déduit 


lang^ 


■2A 


=  =±F(r). 


V'lr,(rj>-U' 

et  l'équation  polaire  de  la  trajectoire  sera 


OÙ  l'on  devra  prendre  le  signe  qui  assure  à  il^  une  valeur 
constamment  positive,  ou  constamment  négative  (III,  g  63). 
Le  problème  de  la  courbe  roulante  peut  dune  se  résoudre 
par  les  mêmes  métliodes  que  le  problème  des  trajectoires  sous 
l'action  d'une  force  centrale.  Si  l'on  appelle  p  la  distance  du 
pèle  à  la  tangente,  on  aura  pT=rmi\i.,  et  par  conséquent 
p  =  '^  {r),  ou  r  ^  ç  (p)  :  sous  cette  forme  de  l'équation  cher- 
chée, on  peut  aisément  déterminer  les  rayons  de  courbure, 
en  appliquant  l'équation 


établie  au  1. 1,  g  1  iQ.  Nous  avons  employé  ce  système  de  coor- 
données  (III,  g  5S)  pour  traiter  le  problème  du  mouvement 
d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance.  On  pourrait  aussi  l'appliquer,  comme  nous  le  mon- 
trerons plus  loin,  au  problème  du  mouvement  d'un  point 
subissant  de  la  part  d'un  ceTitrc  fixe  l'attraction  ncwtonienoe- 

TROBLÈUE    aun   LA    CTCLOÏDE. 


18.  Une  cycioïde  CMM'C  est  décrite  par  le  roulement  d'un 
cercle  AMB  sur  une  droite  ûie  CC  ;  le  point  M  est  le  point 
décrivant,  A  chaque  point  M  correspond  une  position  déter- 
minée du  cercle  générateur.  Les  points  C  et  C  sont  deux  points 
de  rebroussemcnt  consécutifs  de  la  courbe. 

Cela  posé,  on  mène  deux,  tangentes  h  la  cycloide,  MB.  M'B'. 
faisant  entre  elles  un  angle  BI'B'  donné.  On  demande  le  lieu 
du  point  r,  sommet  de  l'angle  mobile. 


SCH  U  CTCLOIDE.  ST 

Traçons  les  cercles  générateurs  correspondants  aux  points 
de  contact  M  et  H'.  L'angle  donné  P  sera  égal  h  la  somme 


Fig.lï. 

MBA  +  M'B'A'  des  angles  formés  par  BM,  B'M'  avec  les  droites 

parallèles  BA,  B'Â'.  Donc  cette  somme  B  -t-  B'  est  constante. 

Hais  l'angle  B,  inscrit  dans  le  cercle  BMA,  a  pour  mesure  la 

moitié  de  l'arc  AH;  de  même  l'angle  fi',  inscrit  dans  le  cercle 

égal  WWA',  a  pour  mesure  =  arc  A'M'.  Donc  la  somme  des 

arcs  AN  et  A'M'  est  constante  ;  et  comme  dans  la  cycloîde  on  a 

trcAH  =iC. 
•reATI'=4'C, 


il  en  résulte  que  la  somme  AC  4-  A'C  est  constante  ;  reIran- 
chant  cette  somme  constante  de  la  distance  CC,  base  de  la 
courbe,  il  reste  un  segment  constant  AA',  ou  BB',  entre  les 
points  de  contact  des  cercles  générateurs  avec  la  droite  CC 
sur  laquelle  ils  roulent. 

Le  segment  BB'  est  donc  constant.  Dans  te  triangle  BPB'  la 
base  est  constante  et  l'angle  au  sommet  P  est  donné.  Donc 
le  point  P  appartient  k  la  circonférence  que  l'on  obtient  en 
décrivant  sur  la  corde  conslanle  BB'  un  segment  capable  de 
l'angle  P.  Le  rayon  de  cette  circonférence  est  constant  cl 


^al  h 


2  sinP 


;  enfin  le  centre  0  de  cette  circonférence  se 
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trouve  situé  6  une  distance  constante  de  la  droite  DI)'^ 
égole  a  la  hauteur  d'un  triangle  isocèle  qui  aurait  BB'  pouna 
base  et  le  rayon  It  pour  valeur  commune  des  deux  autres 
côtés. 

Le  lieu  décrit  par  le  centre  0  de  la  circonférence  qu'oie 
vient  de  dérmir  est  donc  une  droite  LL'  parallèle  aux  droites 
ce.  Dl)'. 

On  peut  imaginer  que  le  point  P  soit  un  point  de  cette  cir- 
conférence, cl  il  restera  à  déterminer  quel  mouvement  il  faut 
lui  donner  pour  réaliser  les  conditions  du  problème. 

fmaginons  pour  cela  que  les  cercles  générateurs  AB,  A'B' 
roulent  uniformément  sur  la  droite  CC,  avec  des  vitesses 
égales.  Cette  condition  conservera  la  distance  des  centres,  el 
par  suite  aussi  les  distances  W  et  BB';  elle  assure  donc  la 
constance  de  l'angle  V.  11  en  résulle  d'abord  que  le  raouve- 
ment  du  point  0  le  long  de  la  droite  LL'  est  uniforme;  car 
il  se  meut  avec  la  même  vitesse  que  le  segment  BB'. 

Reste  à  définir  la  vitesse  angulaire  qu'il  faut  communiquer 
à  la  circonférence  OP  autour  de  son  centre  0.  Pour  cela,  il 
suffit  de  déterminer  le  déplacement  angulaire  d'une  droite 
quelconque  PM,  appartenant  à  la  figure.  Or  celle  droite  PM, 
considérée  comme  faisant  partie  de  la  figure  0,  a  le  même 
déplacement  angulaire  que  cette  figure  reçoit  de  sa  liaison 
avec  le  cercle  générateur  AB,  et  ce  déplacement  angulaire  est 
proporlionnel,  d'après  la  propriété  du  mouvement  cjcloïdal, 
à  la  translation  du  cercle  AB  suivant  la  direction  CC.  Donc 
enfin  la  vitesse  de  rotation  de  la  circonférence  OP  est  pro- 
poi-tionnclle  à  la  vitesse  de  translation  de  son  centre  le  long 
de  la  droite  LL',  ce  qui  dcTnit  un  mouvement  ajcloidal. 

Ce  tliéorôme  a  été  donné  par  .M.  P.  Haag. 

11  existe  donc  un  cercle  qui,  en  roulant  sur  une  droite 
parallèle  à  CC,  fait  parcourir  au  point  P  sa  trajectoire.  Pour 
trouver  ce  cercle  et  la  droite  sur  laquelle  il  roule,  observons 
que  le  point  de  contact  autour  duquel  il  tourne  est  situé  sur 
la  normale  OH  au  lieu  décrit  par  le  point  0  ;  il  est  aussi  sur 
la  normale  au  lieu  du  point  P.  Or  le  point  P,  considéra 
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comme  sommet  de  Fangle  MPM'  circonscrit  à  la  cycloïde,  a 
pour  centre  instantané  le  point  F,  point  commun  aux  nor- 
males MA,  M'A  menées  à  la  courbe  par  les  points  de  contact, 
M  et  M'.  Donc  le  point  II,  intersection  de  OU  et  de  PF,  est  le 
point  de  contact  cherché  entre  le  cercle  roulant  et  la  droite 
NN'  sur  laquelle  il  roule. 

Suivant  qu'on  aura  OP  =  OU,  ou  OP>OH,  ou  OP<OH,  le 
lieu  du  sommet  P  de  Tangle  sera  une  cycloïde  ordinaire,  ou 
une  cycloïde  accourcie^  ou  une  cycloïde  allongée. 
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19.  Trois  points  mobiles  A,  B,  C  occupent  à  un  même 
instant  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral.  Le  premier 
point  A  se  dirige  vers  le  second  point 
B,  lequel  se  dirige  vers  le  troisième 
point  C,  qui  enfin  se  dirige  vers  le 
premier  point  A.  Les  vitesses  des 
trois  points  sont  égales.  On  demande 
la  trajectoire  de  chacun  d'eux,  et  le 
point  du  plan  où  ils  se  confondront,  ^  ^. 
s'ils  se  confondent. 

Soit  t;  la  vitesse  constante  de  cha- 
cun des  points.  Au  bout  du  temps  dty  le  point  A  est  parvenu 
en  A'  sur  le  côté  AB,  à  une  distance  XX'=vdt  ;  le  point  B  est 
venu  en  B'  à  la  même  distance  du  point  B,  et  le  point  C  en 
C  à  la  même  distance  du  point  C;  de  sorte  qu'au  bout  du 
temps  dt  les  trois  points  occupent  les  sommets  d'un  nouveau 
triangle  A'B'C"  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  équilatéral 
comme  ce  triangle.  Au  bout  d'un  nouvel  intervalle  de  temps 
égal  à  dtf  les  trois  points  seront  parvenus  en  A",  B",  C",  aux 
sommets  d'un  troisième  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
second,  et  ainsi  de  suite. 

Tous   ces    triangles  équilatéraux    successifs ,   considérés 
comme  surfaces,  ont  un  point  commun  0,  qui  est  le  centre  du 
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cercle  circonscrit.  En  effet,  pour  passer  du  premier  triangle 
au  second,  il  suffit  de  fairt:  tourner  le  premier  triangle,  au- 
tour du  point  0,  d'un  angle  égal  à  l'angle  BA'B',  puis  de 
réduire  le  triangle  ainsi  déplacé,  en  conservant  le  point  0 
comme  centre  de  similitude,  dans  la  proportion  de^  côtés 
AB,  A'B' successifs. 
Dans  te  premier  mouyement  le  triangle  se  transporte  en 
a^Y'  ^^  '^'"'s  le  second  il  prend, 
par  l'éduction  des  rayons  vec- 
teurs, la  position  A'B'C,  dans 
laquelle  il  conserve  le  point  0 
pour  centre  du  cercle  circon- 
scril.  Cela  revient  à  décompo- 
ser la  vitesse  i'  en  deux  com- 
posantes rectangulaires ,  l'une 

'  a\' 

'autre  ~.  II  en  sera  de 


>tt 


df 


f-   j^  même  pour  passer  du  second 

triangle  au  troisième,  du  troi- 
sième au  quatrième,  et  ainsi  de  suite  indéliniment. 

Le  rayon  OA'  fait  avec  la  direction  A'B'  du  côté  voisin  un 
angle  constant,  égal  au  demi-angle  du  triangle  équilaléral. 
c'est-à-dire  à  30°.  Or  le  côté  A'B'  est  la  tangente  à  la  Irajec 
toire  du  point  A  panenu  en  A'.  Donc  enlin  la  trajectoire  de 
chacun  des  trois  points  coupe  sous  un  angle  de  50°  ses  rayons 
vecteurs  issus  du  point  0,  et  la  trajectoire  de  chacun  est  par 
conséquent  une  spirale  logarithmique  qui  fait  une  inlinité  de 
circonvolutions  autour  du  point  0.  Les  trois  courbes  ont  le 
point  0  comme  point  asymplotique,  et  leur  longueur  depuis 
le  point  de  départ  jusqu'au  point  0  est  néanmoins  finie  et 
déterminée.  Les  trois  mobiles  mettront  donc  un  temps  fini 
pour  se  réunir  au  point  0.  où  les  trois  courbes  viennent  se  con- 
fondre asymptotiquemcnt. 

Ce  problème  est  dû  à  M.  Edouard  Lucas. 

20.  La  même  solution  s'étend  sans  diflirulté  au  cas  où  U 
y  aurait  n  points  mobiles,  placés  aux  sommets  d'un  polygone 


J 
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régulier  de  n  côtés,  animés,  chacun  dans  la  direction  du 
point  le  plus  voisin  quand  on  parcourt  le  polygone  dans  un 
sens  déterminé,  d*une  vitesse  v  constante.  Les  spirales  loga- 
rithmiques décrites  par  ces  n  points  ont  pour  point  asympto- 
tique  le  centre  du  cercle  circonscrit,  et  font  avec  leurs 
rayons  vecteurs  un  angle  constant,  égal  au  demi-angle  du 
polygone. 

21.  Le  problème  et  sa  solution  peuvent  encore  être  géné- 
ralisés, par  la  substitution  d'un  triangle  quelconque  à  un 
triangle  équilatéral;  mais  alors  il  faut  que  les  vitesses  des 
trois  points  soient  dif- 
férentes, et  que  leurs  ^^a 
rapports  soient  conve- 
nablement choisis. 

Soit  ABC  le  triangle 
des  positions  primi- 
tives des  trois  points. 

Soit  A'B'C  le  même 
triangle  déformé,  ins- 
crit dans  le  triangle 
primitif,  et  qui  doit  ^^'  *® 

être  semblable  au  triangle  ABC,  pour  que  les  trois  points 
conservent,  pendant  toute  la  suite  de  leurs  mouvements,  des 
positiotiê  relatives  semblables. 

Nous  pourrons  supposer  qu'on  commence  par  faire  tourner 
le  triangle  ABC  autour  d'un  certain  point  0,  que  nous  déter- 
minerons tout  à  l'heure,  et  qu'on  l'amène  ainsi  dans  la  posi- 
tion oPy;  puis  qu'on  joigne  aO,  ^0,  yO;  ces  trois  droites  cou- 
pent en  A',  B',  C  les  côtés  du  triangle  ABC,  et,  en  joignant 
ces  points  A',  B',  C  deux  à  deux,  on  forme  un  triangle  A'B'C, 
inscrit  dans  le  triangle  ABC.  Pour  qu'il  soit  semblable  au 
triangle  ABC,  ou  au  triangle  égal  o^y»  ^^  ^^^t  et  il  suffit  que 
les  droites  oA',  ^B',  ^C  soient  proportionnelles  aux  rayons 
aO,  pO,  7O  ;  s'il  en  est  ainsi,  les  côtés  A'B',  B'C,  C'A'  seront 
respectivement  parallèles  à  a^,  ^y»  T<^9  ^^  ^^  ^ura  satisfait  à  la 
condition  de  similitude  :  le  point  0  occupera,  par  rapport 
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à  ce  triangle  A'G'C,  la  même  situation  qu'il  occupe  par  rapport 

au  triangle  ABC. 

Or  les  rayons  aO,  pO,  yO  sont  proportionnels  aux  arcs  Ai. 
B3,  Cv,  qui  sont  égaux  à  ces  rayons  multipliés  par  Vangle 
dont  a  tourné  la  figure.  II  résulte  de  là  que  les  rapports 

"T"  clî'  r  ^"^"^  égaux,  et  par  conséquent  les  angles  A'Ai. 
B'Bp,  CC-j  sont  égaux  entre  eux.  Ces  angles  élant  les  compl('> 
menis  des  angles  QAO,  CBO,  ACO.  ceux-ci  sont  aussi  égaux 
entre  eux;  la  position  du  point  0  est  donc  définie  par  cette 
condition  d'égalité  des  angles  BAO,  CBO,  ACO,  formés  par  les 
rayons  AO,  BO,  CO  avec  les  cfMés  du  triangle,  pris  dans  un 
ordre  déterminé. 

Les  trajectoires  des  trois  points  seront  alors  des  spirales 
logarillimiques,  ayant  le  point  0  pour*pi'lc,  et  faisant  avec 
leurs  l'ayons  vecteurs  un  angle  constani,  égal  à  l'angle  OAB. 
Les   vitesses    des    trois    points 
seront    respectivement    propor- 
tionnelles à  AA',  BB'  ce.  c'est- 
à-dire  aux  rayons  AO,  BO,  CO. 
La  question    est  ramenée  à 
trouver  dans  le  plan  du  triangle 
ABC  un    point  0  tel.    que  les 
fi„  ,y  angles  BAO,    CRO,  ACO  soient 

égaux  entre  eux. 
Désignons  par  p  l'un  de  ces  angles  inconnus.  Nous  aurons 

01(A  =  B-p,        OCD  =  C— f,        OAC  =  A  — ?. 

en  désignant  par  A,  B,  C  les  angles  du  triangle. 

Par  conséquent  on  a,  dans  les  (rois  triangles  dans  lesquels 
se  partage  le  triangle  donné. 


lia  (C  —  f)       >in  <f 
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Multiplions  ces  (rois  équations  membre  à  membre;  les 
rayons  OA,  OB,  OG  sont  éliminés,  et  il  vient,  pour  détermi- 
ner 9,  l'équation 

sin  (A  —  9)  sin  (B  —  y)  sin  (C  —  f )  =  »v?  9. 

Cette  équation  aura  toujours  une  racine  réelle,  et  moindre 
que  le  plus  petit  des  trois  angles  A,  B,  C.  En  effet,  si  on 
fait  9  =  0,  le  premier  membre  prend  la  valeur  positive 
sin  A  sin  B  sin  C  et  le  second  est  nul.  Si  au  contraire  on  fait 
l'angle  f  égal  au  plus  petit  des  trois  angles  A,  B,  C,  le  pre- 
mier membre  devient  nul,  et  le  second  prend  une  valeur  po- 
sitivé, égale  au  cube  du  sinus  de  ce  plus  petit  angle.  Il  existe 
donc  toujours  un  angle  9,  compris  entre  0  et  le  plus  petit 
angle  du  triangle,  qui  rend  les  deux  membres  égaux  entre 
eux,  et  qui  définit  le  point  0  à  Fintérieur  du  triangle  donné. 

22.  Ce  résultat  est  général.  Toutes  les  fois  qu'une  figure 
plane,  mobile  dans  son  plan^  subit  des  amplifications  ou  des 
réductions  d'échelle^  de  telle  sorte  qu'elle  reste  semblable  à 
elle-même f  il  existe  dans  le  plan  un  point  0  qui  appartient  à 
la  fois  à  deux  positions  de  la  figure. 

Ce  théorème  généralise  en  quelque  sorte  le  théorème  du 
centre  de  rotation.  Nous  le  démon- 
trerons par  la  méthode  analytique        ^' 
que  nous  avons  déjà  indiquée  (t.  1, 
,V  édition,  §  321). 

Soient 
OX,  OY  deux    axes  rectangulaires,  . 

entraînés  par   la    figure    mo-     "nf     ?      P        r 

OP=a:,  PM  =  y  les  coordonnées  d'un 

point  de  cette  figure,  par  rapport  aux  axes  entraînés; 

(yX',  OT  deux  axes  rectangulaires  fixes,  auxquels  on  rap- 
porte les  positions  successives  de  la  figure,  et  qui  sont  la 
position  primitive  des  axes  OX,  OY  ; 

(yPizza/,  P'ilL=jf  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
aux  axes  fixes  ; 

T.   —  WiC  C0UJG3I0II.  3 
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XOX''=ii  l'angle  dont  a  tourné  la  figure  mobite  par  rapporl 
aux  axes  fixes. 
On  passera  des  coordonnées  x  et  y  aux  coordonnées  j/  et  y', 
au  moyen  des  équations 

i'= « -|-«  CQ8  f — ï  (in  ç, 

y'=i«-|-«Mnf  +  ycoBp, 

où  a  et  ^  sont  les  coordonnées  de  l'origine  0  par  rapport  aux 
axes  fixes. 

Au  point  M  correspond,  dans  la  position  primitive  de  la 
figure,  un  point  M'  qui  a  pour  coordonnées  O'P  et  P^M'  ;  el 
comme  il  y  a  similitude,  par  hypothèse,  entre  la  figure  (M) 
et  la  figure  (H'),  on  pourra  représenter  l'abscisse  O'P*  par  le 
produit  \x,  et  l'ordonnée  PM'  par  Xy,  >.  étant  le  rapporl  de 
similitude  des  deux  figures. 

Cela  posé,  cherchons  s'il  est  possible  de  trouver  un  point 
tel,  qu'il  coïncide  avec  son  homologue  M'.  Il  faut  et  ii  suffit 
pour  cela  que  l'on  ait  Xx^^x',  ).i/=  y',  c'est-à-dire 

Jz  =  a-|-;cccHf  —  i/iiiif, 

équations  qu'on  peut  écrire 


Bin  p  «  —  (i  —  cos  ïl  !f  =  —  ^. 

Ces  équationsdu  premier  degré  en  a:  et  y  définissent  le  point 
cherché.  On  voit  qu'il  n'y  en  a  pas  plus  d'un,  el  qu'il  y  en  a 
toujours  un.  Le  déterminant  des  cocfficienls  de  -t  et  de  \j. 


I" 


:.„!= 


i'p  =  —  !•  —  l  +  SiCOSf, 


ne  peut  être  nul,  sauf  lecasdesin9=0  etX=cos9=±i. 
hypothèse  qui  com  prend  le  cas  où  la  figure  reçoit  une  transla- 
tion sans  changer  d'échelle.  Le  point  cherché  peut  alors  pas- 
sera l'infini.  Mais,  en  excluant  ces  cas  particuliers,  il  existera 
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toujours  un  point,  situé  à  distance  finie,  qiii  appartiendra  à 
la  fois  aux  deux  figures,  et  qui  jouera  à  leur  égard  le  double 
rôle  de  centre  de  rotation  et  de  centre  de  similitude. 

Si  l'on  passe  du  plan  à  Tespacc,  on  reconnaîtra  que  la  dé- 
formation de  la  figure  mobile,  sous  la  condition  qu'elle  reste 
semblable  à  elle-même,  laisse  subsister  l'axe  de  rotation  et 
de  glissement.  On  a  vu  (t.  I,  S""  édition,  g  317)  que,  dans  le  dé- 
placement d'une  figure  invariable,  il  y  a  toujours  une  infinité 
de  plans  qui  conservent  leur  parallélisme  ;  et  c'est  de  là  qu^on 
peat  conclure  l'existence  de  l'axe  dei*otation  et  de  glissement. 
La  contraction  ou  la  dilatation  proportionnelles  des  distances 
mutuelles  des  divers  points  n'altère  pas  le  parallélisme  des 
plans.  Soient  donc  (M)  et  (W)  deux  positions  successives  d'une 
même  figure,  la  seconde  ayant  subi  une  altération  qui  la 
laisse  semblable  à  la  première.  Nous  pouvons  imaginer  une 
troisième  figure  (M"),  homothétique  à  la  figure  (M')  et  égale  à 
la  figure  (M).  Il  existera  alors  dans  ces  deux  figures  des  plans 
P  et  P"  qui  seront  parallèles  ;  donc  les  plans  homologues  F 
de  la  figure  (M")  seront  aussi  parallèles  aux  plans  P  de  la 
figure  (M). 

Projetant  la  coupe  de  la  figure  (M')  par  le  plan  F  sur  le 
plan  P  correspondant  dans  la  figure  (M),  on  aura  deux  posi- 
tions semblables  d'une  même  figure  dans  le  plan  P,  et  par 
conséquent  on  trouvera  dans  ce  plan  un  point  0  qui  appar- 
tiendra aux  deux.  La  normale  au  plan  P  menée  par  ce  point  0 
glissera  sur  elle-même  dans  le  retour  à  la  figure  M',  en  même 
temps  que  la  figure  mobile  tourne  autour  de  cette  normale, 
et  subit  la  dilatation  ou  la  contraction  proportionnelle  qui 
l'amène  à  sa  seconde  position. 

23.  Le  cas  particulier  du  déplacement  d'un  cercle  dans  le 
plan  mérite  d'être  traité  à  part. 

Si  Ton  a  deux  cercles  dont  l'un  ait  pour  centre  le  point  0'  et 
un  rayon  R',  et  l'autre  le  point  0  et  le  rayon  R,  on  pourra 
considérer  le  premier  comme  résultant  du  transport  du  se- 
cond de  manière  à  amener  les  centres  en  coïncidence,  pourvu 
que  ce  transport  soit  suivi  d'une  dilatation  des  rayons  dans 
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le  rappoi'lX=  jj-.  On  peut  observer  d'ailleurs  que  le  trans- 
port du  cercle  peut  s'opérei"  par  une  infinilo  de  rotations,  qui 
reviennent  à  associer  à  la  translation  00'  de  centre  en  centre 
une  rotation  arbitraire  autour  du  centre  0.  Dans  ces  condi- 
tions, l'angle  ui,  qui  mesure  la  rolation,  est  tout  a  fait  arbi- 
traire, et  il  y  a  une  infinité  de  points  qui  peuvent  ôlrc  con- 
sidérés comme  appartenant  à  la  fois  aux  deux  ilgurcs. 

Si  l'on  se  donne  l'angle  ç,  les  coordonnées  a:  et  y  du  point 
commun  correspondant  sont  fournies  par  les  équations 


iy  = 


?  +  y<:t 


L'équation  du  lieu  des  points  communs,  quand  on  fait  va- 
rier ç,  s'obtiendi-a  en  éliminant  f  entre  ces  deux  équations, 
qu'on  peut  écrire 

icosf— tfsiniJ^Xr  — a, 

x$.iay  +  yeMf'=ly  —  ii. 

Élevant  en  carré  et  ajoutant,  il  vient 

OU  bien 

équation  d'une  circonférence;  elle  a  pour  centre,  rapporté 
ans  aies  OX,  OY,  un  point  situé  sur  la  droite  00'  des 
centres,  et  qui  a  pour  coordonnées 


et  pour  rayon 


Tous  les  points  de  cette  circoufôrencc  pourront  servir  de 
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centre  de  rotation  et  d'amplification  proportionnelle,  pour 
passer  d'un  des  cercles  donnés  à  Tautre. 

Ce  problème  est 
très  aisé  à  résoudre 
géométriquement. 

Étant  donnés  deux 
cercles  0  et  0',  on 
demande  le  lieu  des 
points  M  tels,  qu'en 
faisant  tourner  le  cer- 
cle (X  autour  du  point 
M  jusqu'à  ce  que  son 
centre  soit  parvenu 
en  O',  sur  la  droite  MO,  le  point  M  soit  le  centre  de  simi- 
litude des  deux  cercles  0  et  O'. 

MO' 
On  voit  tout  de  suite  que  le  rapport  t^tt  doit  être  égal  au 


M  ^ 


Fig.  21. 


R' 


MO' 


rapport  des  rayons  -^  ;  par  conséquent,  le  rapport  -^  est 

R' 
aussi  égal  à  rr-  =  X,  et  le  point  M  appartient  au  heu  des 

points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  dans  un 
rapport  donné.  Ce  lieu  est,  comme  on  sait,  une  circonfé- 
rence, décrite  sur  le  segment  IK  comme  diamètre,  I  et  K 
étant  les  pieds  des  bissectrices  de  Tangle  O'MO  et  de  l'angle 
adjacent,  obtenu  en  prolongeant  O'M. 

L'angle  O'MO  est  l'angle  9  dont  on  peut  imaginer  qu'on  ait 
fait  tourner  la  figui*e. 

PROBLÈME. 

24.  Les  trois  mouvements  de  translation,  de  rotation  et 
de  dilatation  proportionnelle  interviennent  dans  la  solution 
de  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  cercles  0  et  0',  et  deux 
points  A  et  B,  on  demande  de  mener  aux  deux  cercles  des 


tangentes  Plt,  PS.  qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné  a 


et  telles,  que  le  rapport  -^ 
ces  deux  tangentes  soit  égal 


des  distances  des  deux  points  à 

à  un  nombre  k  donné. 

Nous  laisserons  fixes 
le  cercle  0,  le  poinl  A 
el  la  tangente  RP,  et 
nous  déplacerons  seu- 
lement le  reste  de  la 
figure ,  comprenant  le 
cercle  0',  la  tangente 
PS  et  le  point  P. 

Imaginons  que  l'on 
déplace  le  cercle  0'  pa- 
rallèlement à  lui-même, 
entraînant  la  langenlc 
PS  et  le  point  B,  de  manière  à  amener  son  centre  à  coïncider 
avec  le  point  0. 

Le  point  C,  dans  ce  mouvement,  parcourra  une  droite  BB" 
égale  et  parallèle  à  O'O.  La  tangente  PS  se  transportera  paral- 
lèlement à  elle-mômc,  et  sera  tangente  au  cci-cle  OS'.  L*angte 
P  n'est  pas  altéré. 

Dilatons  ensuite  la  figure,  de  telle  sorte  que  le  cercle  OS' 
coïncide  avec  le  cercle  OR.  Il  faudra  pour  cela  augmenter  les 

dislances  au  poînlO  dans  le  rapport  tt-,  des  rayons  des  cercles 

donnés.  La  même  dilatati«n  s'appliquera  au  point  B',  qui 
passera  en  B",  de  telle  sorte  que  la  distance  B'6':=  Bt  de  ce 
point  à  la  tangente  S'i'  deviendra  la  dislance  B"t",  accrue 
dans  le  même  rapport. 

Faisons  enfin  tourner  la  figure  mobile  autour  du  point  0, 
d'un  angle  égal  à  l'angle  donné  a.  La  tangente  S"b"  viendra 
coïncider  avec  la  tangente  oP,  le  point  //  viendra  en  b"'  sur 
celte  droite  aP,  et  le  point  B"  en  B'".  On  connaît  le  rapport 

e;;;^,.  qui  cst  égal  à  /.-  X  jj-'  puisque  B"'i"'  —  B"6"— B6Xgj- 


J 
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Q  suffit  donc,  pour  mener  la  tangente  PR,  de  chercher,  sur 
la  droite  B'^'Â  prolongée,  un  point  I  tel,  que  Ton  ait 


puis  de  mener  du  point  I  une  tangente  au  cercle  0.  Le 
problème  s'achèvera  en  menant  ensuite  au  cercle  0'  une 
tangente  parallèle  à  une  droite  faisant  avec  la  tangente  IB 
Tangle  donné  a. 


TRAm   ÉnCTCLOiDAL  DE  l'aPPAREIL  ENREGISTREUR  DE  TRAVAIL 

DE  M.  MARCEL  DEPREZ. 

25.  Le  train  épicycloidal  imaginé  par  M.  Marcel  Deprez,  et 
qu'il  a  introduit  dans  son  dynamomètre  enregistreur,  com- 
prend deux    groupes 
de  trois  roues  égales ,  ^  i 

montées  deux  à  deux 
sur  un  même  axe,  et 
dont  deux  sont  mon- 
tées épicycloîdalement     ^ 

à'  l'extrémité  du  bras 

« 

porle-train  OC. 

Les  deux  roues  mon-  y.^  ^ 

tées  sur  l'axe  fixe  0 

sont  indépendantes  ;  il  en  est  de  même  des  deux  roues  0% 
montées  également  sur  un  axe  fixe  ;  quant  aux  roues  C,  qui 
forment  le  train  épicycloidal,  elles  font  corps  Tune  avec 
l'autre,  et  se  meuvent  solidairement. 

Soit  r  le  rayon  des  trois  petites  roues,  et  R  le  rayon  des 
trois  grandes.  La  transmission  se  fait  de  la  petite  roue  0'  à 
la  grande  roue  0,  de  celle-ci  à  la  petite  roue  C,  qui  entraîne 
la  grande  roue  C,  de  celle-ci  à  la  petite  roue  0,  et  de  la  petite 
roue  0  à  la  grande  roue  (X. 


m  TRAIS  ÉPlCYaOICAL. 

Désignons  par  a  la  vitesse  angulaire  de  la  [lelilc  0', 

—  fr  la  vitesse  angulaire  de  la  grande  0', 

—  (1)  la  vilesse  angulaire  de  la  grande  0, 

—  w,  la  vilesse  angulaire  de  la  petite  0; 

—  (i)'  la  vitesse  angulaire  commune  aux  deux 
roues  C,  rapportée  à  des  axes  CX,  CY  d'orientation  constante. 

Soient  enfin  Q  la  vilesse  angulaire  du  bras  porte-train  OC 
autour  du  point  0  ; 

E  la  raison  de  l'engrenage  qui  comprend  une  grande  roue 
menant  une  petite  ; 

e'  la  raison  inverse,  égale  à  -,  de  l'engrenage  dans  lequel 

une  petite  roue  mène  une  grande. 

Nous  appliquerons  au  tiain  épicycloîdal  la  formule  de 
WUlis.  Si  l'on  considère  d'abord  le  train  formé  de  la  petite 
roue  0  menant  la  grande  roue  C,  la  formule  donnera 


Si  l'on  considère  ensuite  le  train  formé  par  la  grande  roue 
0  menant  la  petite  roue  C,  on  aura  de  mâme 


De  plus,  les  trains  de  roues  déniées  formés  par  les  roues  0' 
et  0  donnent 


Substituons  ces  valeurs  de  u  et  u,  dans  les  équations  des 
trains  épicycloidaux.  Il  viendra 

«'-Q  =  .(«  -Q)=<(a.'-n). 

Donc 


J 
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et 

^       (tf  —  h)ttF       a  —  h  ,      ^ 

û  =  -, —  = r»    puisque    «'=  I. 

Le  rapport     ,  est  constant.  C'est  le  rapport  entre  l'angle 

décrit  par  le  bras  porte-train  OC  et  l'angle  de  déplace- 
ment relatif  de  l'une  des  roues  0'  par  rapport  à  l'autre.  Le 
déplacement  angulaire  du  bras  OC  peut  servir  à  mesurer  le 
glissement  relatif  d'un  essieu  solidaire  de  la  gi'ande  roue  0\ 
par  rapport  à  la  jante  du  même  essieu»  qui  fait  corps  avec  la 
petite  roue  O'  :  ce  qui  fournit  l'un  des  fadeurs  du  travail  à 
évaluer. 

Les  rapports  e  et  e',  qui  sont  réciproques,  s'expriment  au 
moyen  des  rayons  des  deux  roues  ;  on  a  en  eflet 

R 

f  = — I 

r  ♦ 


•'=-s' 


et 


,      r       R      r»  — R« 


R      r  Rr 


Donc  enfin,  en  valeur  absolue, 

Q  Rr 


a  — 6      R«  — r* 


REMARQUES   SUR   LA  MANIÈRE  DE   TROUVER   LES  TANGENTES 

DE  CERTAINES   COURBES* 

26.  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  courbes  (a)  et  (6)  et  un 
point  0,  on  mène  par  le  point  une  transversale  OAB,  et  on 
porte  à  partir  du  point  0  une  longueur  OC  égale  à  la  partie 
K&  interceptée  sur  les  transversales  par  les  deux  courbes.  On 
demande  de  mener  la  iangente  au  lieu  du  point  C. 

On  suppose  connues  les  tangentes  aux  courbes  (a)  et  (6). 


REMARQDES  SUR  LES  TANGENTES  BE  CEBTAHraS  COUBBM. 
Soit  0  l'angle  que  fait  la  transversale  avec  un  axe  polaire- 


arbitraire  ;  soient  r  =  OA, 


:  OB  les  rayons  vecteurs  cor- 
respondants à  cet  angle  dans 
les  deux  courbes.  Appelons  p 
11!  rayon  vecteur  OC 

Si  l'on  sait  mener  les  tan- 
gentes en  A  et  en  B  aux  deux 
courbes,  on  peut  mener  aussi 
les  normales  AD,  BE.  et  dé- 
terminer sur  la  perpendicu- 
"*■  "■  laire  à   OA,    menée    par  le 

point  0,  les  longueurs  CD,  OE,  qui  sont  les  sous-normales 

polaires.  On  sait  qu'on  a 


J 


et  ED,  pris  dans  le  sens  ED,  est  la  sous-normale  polaire  du 
lieu  du  point  C.  Si  donc  on  prend  OF  —  ED  sur  le  prolonge- 
ment de  OE,  on  n'aura  qu'à  joindre  FC  pour  avoir  la  normale 
au  lieu  du  point  C. 

Relativement  au  sens  dans  lequel  il  faut  porter  cette  dif- 
férence r'  —  r,  on  peut  remarquer  que  dp  a  le  signe  de 
d/  —  dr,  c'est-à-dire  que,  si  le  segment  AB  diminue  quand 
la  transversale  tourne  de  l'angle  positif  (/Q  autour  du  point  0, 


j^  est  négatif:  c'est  donc  le  sens  négatif,  ou  le  sens  de  E  vers 

D,  qu'on  doit  adopter. 

M.  Gobierre  de  Longchamps,  qui  a  traité  le  même  proUème, 
en  a  donné  une  solution  élégante. 

Soient  AM  la  tangente  à  la  courbe  (a)  menée  au  point  A; 

BH  la  tangente  à  la  courbe  {b)  menée  au  point  It. 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  M. 

Si  Ton  prend  sur  le  prolongement  de  MB  une  longueur 


REXARQUES  SUR  LES  TANGENTES  DE  CERTAINES  COURBES.  43 

BN  =  BM,  et  qu'on  joigne  BC,  on  aura  la  tangente  en  C  au 
lieu  du  point  C. 

Cette  propriété  du  lieu  du  point  C  peut  se  démontrer  direc- 
tement à  l'aide  des  transver- 
sales.  Menons  un  rayon  vec- 
teur OC'A'fi',  infiniment  voisin 
du  premier. 

Les  points  C\  k\  B',  pris  à 
la  rencontre  avec  les  tangentes, 
appartiendront  aux  courbes. 
Considérons  le  triangle  OBB', 
coupé  par  les  transversales 
AA^M,  C'CN  ;  on  aura  les  deux  „    .w 

.         ..  Fig.  ». 

équations 

0AXA'B'XMB  =  ABX0A'XMB', 
0CXC3'XNB=:CBX0C'XNB'. 

Mais  on  a  oc  =  AB  et  par  suite  OA  =  CB,  et  de  même 
OC'  =  A'B'  et  OA'  =  C'B'. 

Si  donc  on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  équations, 
et  qu'on  supprime  dans  les  deux  membres  les  facteurs  égaux, 
il  viendra  simplement 

lIBxNBssMB'xNB', 

ou  bien 

MB  _nb;. 
Sr  —  NB' 

ce  qui  montre  que  le  point  M  partage  le  segment  BB',  pris 
dans  le  sens  BB',  dans  le  même  rapport  que  le  point  N  par- 
tage le  segment  BB^  pris  dans  le  sens  B'B.  On  passera  donc 
du  point  M  au  point  N  en  renversant  le  segment  BB'  bout  pour 
bout»  ce  qui  revient,  à  la  limite,  quand  B  et  B'  coïncident,  à 
prendre  BM  =  BM,  ainsi  que  l'indique  la  construction  de 
M.  de  Longchamps. 

On  remarquera  que  les  deux  tangentes  AM,  BM  n'inter- 
viennent pas  de  la  même  manière  dans  la  détermination  de 
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la  Iroisième  tangente  CN.  La  figure  montre  que  les  segments 
égaux  et  contraires  BM,  BN  doivent  ôlre  porlés  sur  la  tan- 
gente menée  à  l'extrémité  du  segment  AB  qui  correspond  à 
l'extrémité  C  du  segment  égal 
OC,  en  supposant  que  l'on  fasse 
glisser  le  segment  AB  le  long 
du  rayon  vecteur  jusqu'à  ce 
que  le  point  A  soit  amené  au 
point  0. 

Si,  au  contraire,  on  amenait 
le  point  B  à  coïncider  avec  le 
point  0,  le  point  A  deviendrait 
le  point  C,  qui  décrit  la  courbe  au  delà  du  pôle  ;  alors  il  fau- 
drait prendre  les    segments  égaux   sur  la    tangente  à  la 
courbe  (a),  porter  AP  =:  AM,  et  join- 
dre CP  pour  avoir  la  tangente  cher- 
chée. 

La  conchoïde  ordinaire  est  un  cas 
particulier  de  l'une  des  courbes  (a) 
ou  {b},  quand  on  suppose  constant  te 
segment  intermédiaire  AB,  et  que 
l'autre  est  une  figure  droite. 

Dans  ce  cas  le  lieu  du  point  C  de- 
vient une  circonférence  dont  le  pôle 
0  est  le  ccnlrc.  Comme  on  connaît  les 
tangentes  à  la  circonférence  et  à  la 
droite,  la  tangente  i  la  conchoïde  s'en 
déduit. 

Si  l'on  mène  CN  perpendiculaire 
au  rayon  OC,  comme  ta  droite  AM  est 
sa  propre  tangente,  la  tangente  cnB  à 
la  conclioîde  est  la  droite  MB.N  menée 
par  B  de  telle  sorte,  que  ce  point  soit  le  milieu  de  la  por- 
tiwi  inscrite  dans  l'angle  MIF.  11  suffira  pour  la  construire  de 
mener  BF  parallèle  à  la  droite  (a)  et  de  joindre  le  point  B  au 
point  N,  pris  en  faisant  PN  =  IF. 


Fig.  îi- 


j 
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Fig.  ». 


SUR  LES.  OVALES  DE  DESGARTES. 

27.  Soient  A  et  B  deux  poiats  fixes,  et  M  un  point  mobile 
assujetti  à  la  condition  suivante  :  Si  l'on  appelle  r  et  r'  les 
distances  MA,  MB  du  point  mobile  à  chacun  des  points  fixes, 
on  a  constamment  entre  ces  dis- 
tances la  relation 

a,  6  étant  des  constantes.  Le  lieu 
du  point  M  ainsi  défini  est  un 
Ovale  de  Descaries. 

U  est  aisé  de  reconnaître  qu'il  existe  en  général  un  troi- 
sième pôle  C,  situé  sur  la  droite  AB,  et  tel  qu'on  ait  aussi  une 
relation  linéaire  entre  les  distances  du  point  M  au  point  A  et 
au  point  C,  ou  au  point  B  et  au  point  C. 

Soit  AB  =  /  la  distance  des  pôles  donnés  ;  appelons  0 
l'angle  ilAB  ;  r  et  0  seront  les  coordonnées  polaires  du  lieu 
du  point  M.  Or  le  triangle  MAB  donne  l'équation 

Dans  cette  équation,  remplaçons  /  par  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  r,  tirée  de  l'équation  (1).  U  vient 


^iriîry  =  r«  + /«  —  2/r  cos  0, 


ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  à  r, 
équation  polaire  du  lieu.  Elle  est  de  la  forme 

(3)  r»  +  2(Mco80  — N)r  +  P  =  0; 

toute  équation  de  cette  forme  sera  transformable  dans  l'équa- 
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b    C 


tion  (1)  ;  il  suffit  en  effet  de  déterminer  les  rapports  -,  -  et  la 
distance  2,  de  manière  qu'on  ait  les  égalités 

a*  —  6* 


P  = 


a*  — 6« 


Soit,  pour  abréger, 


h 
a 


-=P» 


a      ^ 


Il  viendra 


9«  -P«p. 


M(l 

:N(l 
:P(l 


Entre  ces  trois  équations,  éliminons  p  et  q.  On  tire  de  la 
première 


p*  = 


MH-/' 


de  la  seconde  * 


et,  substituant  dans  la  troisième,  il  vient 


N«^ 


W 


VI 


(MH-/)*      (M  4-/)  "M 4-/' 

équation  qui  fera  connaître  /.  Il  vient,  en  supprimant  le  fac- 
teur /, 

N*/  — M/(M  +  /)=P(M  +  /), 

OU  bien 

M«  —  N*  -i-  P 
i'-h- ^-^^  /  +  P    =0, 

équation  du  second  degré  qui  aura  deux  racines  réelles,  s'il 
existe  un  point  B  réel  satisfaisant  à  l'équation  (i). 
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L'une  sera  la  longueur  AB  et  fera  connaître  le  point  B; 
Tautre,  si  elle  diffère  de  la  première,  fera  connaître  le  troi- 
sième pôle  C.  On  a 

M»  — N« 


2M 


±i:±V^"''-;;+''''-p. 


Le  point  C  peut  coïncider  avec  le  point  B.  11  peut  aussi 
coïncider  avec  le  point  A,  si  l'on  trouve  /  =  0  ;  cela  suppose 
P=0. 

Dans  ces  deux  cas»  l'ovale  a  encore  trois  pôles,  mais  deux 
sont  confondus  en  un  seul. 

L'équation  polaire  de  la  courbe,  dans  le  cas  (rti  P  =  0, 
devient 

r  =  SN  — 2MC08  9, 

équation  d'un  limaçon  de  Pascal.  On  a  alors  c  =  bl^  et 
Téquation  (1)  prend  la  forme 

ar-{-hf^  =bl 

ou 

Si  (^  point  B  comme  centre  on  décrit  une  circonférence 

avec  BA  pour  rayon,  cette  équation 

1              .     r    ^      MA 
montre  que  le  rapport  . ,  =  jj^ 

est  constant  pour  tous  les  points  du 

lieu. 

En  général,  il  existe  trois  pôles 
distincts  A,  B,  C,  en  ligne  droite,  et 
si  Ton  appelle  r,  r',  r^  les  trois 
distances  MA,  MB,  MC,  le  lieu  pourra 
être  représenté  par  Tune  des  trois  équations, 

ar    -f  tr*  =c, 
aV  -f  yr^  =  c', 


Fig.  29. 


bu  une  combinaison  de  ces  équations. 
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Soit  MH  la  normale  à  la  courbe  au  point  M,  et  soit  H  le 
point  où  elle  coupe  Taxe  AC.  On  obtiendra  la  direction  de  la 

normale  en  composant  au 
point  M  deux  forces,  respec- 
tivement égales  aux  coeffi- 
cients a  et  6,  appliquées  sui- 
vant MA  et  MB .  On  l'obtiendra 
également  en  composant  au 
même  point  deux  •  forces 
égales  à  a' et  &',  dirigées  sui- 
vant MA  et  MC,  et  enfin  en  composant  deux  forces  égales  à 
a"  et  b'y  dirigées  suivant  MB  et  MC.  Du  point  M  abaissons 
des  perpendiculaires  sur  les  directions  de  ces  diverses  forces. 
Soient  p,  p\  jf  les  dislances  du  pied  N  de  la  normale  aux 
trois  rayons  MA,  MB',  MC.  Le  théorème  des  moments,  appli- 
qué successivement  aux  trois  groupes  de  composantes,  don- 
nera les  relations 

y' a'  = —pfb\  le  point  H  étant  en  dehors  du  segment  BC, 


Ji%.  30. 


et 


jifa"  s^pL", 


Si  on  les  multiplie  membre  à  membre,  le  produit  pp'p" 
disparait  comme  facteur  commun,  et  Ton  a  une  relation  entre 
les  six  coefficients  des  trois  rayons  r,  r^yi^y 


ou  bien 


fla'a''=  — WM, 


On  arrive  au  môme  résultat  en  observant  que  la  troisième 
équation  doit  résulter  de  l'élimination  de  r^  entre  les  deux 
premières.  Il  vient,  en  faisant  cette  opération, 


at^r  —  66  V  =ica'^  <fb. 
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qui  doit  coïncider  avec  la  troisième  équation, 
On  doit  donc  avoir 

ce  qui  donne  d'abord  la  relation 

lia  V=  — 6^6*. 

et  de  plus  Tégalité 

^ S?       "•  bP       * 


qui  fait  connaître  la  constante  c^. 


Y.  —  nie.  00UJGXO5. 


CHAPITRE  IL 


QUESTIONS  SUR   LA  STATIQUE. 


COMPOSITION   DES    FORGES    PARALLÈLES. 

28.  Soient  deux  forces  parallèles  et  de  mfime  sens  P  et  Q, 
appliquées  en  A  et  B»  à  composer  en  une  seule. 

La  résultante  R  est  égale  à  la 
somme  P  H-  Q.  Il  reste  à  chercher 
son  point  d'application.  La  méthode 
suivante  conduit  ti^  rapidement 
au  résultat. 

Portons  PCy  =  BQ  sur  le  prolon- 
gement de  la  force  P,  de  manière  à 
avoir  en  AQ'  la  somme  Ph-Q=R. 
Joignons  (^B,  et  menons  par  le  point  Q  une  parallèle  à  BQ', 
parle  point  Q'  une  parallèle  à  AB.  Ces  deux  droites  se  cou- 
peront en  un  point  R;  si  l'on  mène  RI  parallèle  aux  forces 
P  et  Q,  le  point  I  sera  le  point  d'application  cherché,  et  IR  la 
résultante  en  vraie  grandeur. 
En  effet,  on  a 

IR  =AQ'=R. 


Kig.  31. 


On  a  aussi 


HR  =  BQ  =  Q. 
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et  par  conséquent 

Les  triangles  BIH,  BAQ"  donnent  Ici  proportion 

5L-IL 
c'est-à-dire 

BI  =  ABX     ^ 


P+Q 


Le  point  I  partage  donc  la  distance  AB  dans  le  rapport 
inverse  des  forces  adjacentes,  ce  qui  définir  le  point  d'appli- 
cation de  la  résultante. 

On  peut  remarquer  que,  si  Ton  joint  PU,  les  surfaces  des 
deux  parallélogrammes  AIHP,  BQRH  sont  équivalentes.  Cette 
égalité  revient  à  la  relation 

QXIB  =  PXAI 

entre  les  moments  (obliques)  des  forces  P  et  Q  par  rapport  au 
point  I,  qui  appartient  à  leur  résultante. 

La  même  construction ,  opérée  dans  Tordre  inverse ,  per- 
met de  décomposer  une  force 

IR  donnée  en  deux   compo-  ,  ^        ^^^-^^"J 

santés  P  et  Q,  appliquées  en  '  ^~^  ^  " 

des  points  donnés  A  et  B. 

Elle  s'étend  d'ailleurs  à  au-      A .--"-'  '"  I 
tant  de  forces  parallèles  qu'on 
voudra.  Elle  convient  égale-  '^'^  '** 

ment  au  cas  où  l'on  aurait  à  composer  deux  forces  paral- 
lèles P  et  Q  agissant  en  sens  contraires. 

On  prendra  PQ'  =  BQ,  et  le  reste  AQ'  sera  la  grandeur  de 
la  résultante  R.  On  joindra  BQ',  on  mènera  QR  parallèle  à 
(yB,  jusqu'à  la  rencontre  en  R  avec  la  droite  Q'R  parallèle 
à  AB.  Puis  on  mènera  RI  parallèle  aux  forces.  Le  point  I  sera 
le  point  d'application  cherché;  il  passe  à  l'infini  dans  le  cas 
du  couplei  où  P = Q. 


T 

B 
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On  a  en  effet 

in-AQ'=ii 

et 

III  =AP  =P. 

Les  triangles  lîAQ',  BlU  donnent  la  proportion  -^  ^  —,  ou 

p 
bien  BI  =  ABXii — 7-..  égalité  conforme  à  la  définition  du 

point  I. 

On  trouvera  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussi'es,  juil- 
let 1885,  n°  Î18,  l'application  de  ces  règles  à  la  construction 
du  polygone  des  moments  tlécliissants  des  poutres,  dans  Je 
cas  des  charges  discontinues. 


ÉOtiiuBnE  iKTÉRiËun  D'l;^  sïsrÈaE  articulé. 


29.  Le  système  articula  dont  nous  allons  nous  occuper 
est  formé  de  deux  contours  polygonaux,  dont  les  côtés,  ^gaux 


a  8 


I 


entre  eux,  ABCD...,  abcd....  sont  articulés  aux  points  B,  C..., 
b,c...,  ainsi  qu'aux  points  0,  0',  0"...,  où  ils  se  coupent  mii- 
luellement  en  deux  parties  égales.  Le  système  ainsi  formé  est 
susceptible  de  déformation  :  il  s'allonge  en  diminuant  de  hau- 
teur, quand  on  le  développe  en  éloignant  les  sommets  voi- 
sins; il  se  contracte  en  augmentant  de  hauteur,  quand  on  en 
rapproche  les  sommets. 
Kous  supposerons  que  le  point  A,  cxlrémité  supérieure  du 
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polygone,  soil  arliculé  en  un  point  fixe,  et  que  le  point  a, 
extrémité  inférieure,  soit  assujetti  à  glisser  sans  frottement 
le  long  de  la  verticale  du  point  A.  Dans  ces  conditions,  la 
déformation  du  système  articulé  consene  le  niveau  de  la 
ligne  A6CdE...9  qui  contient  les  sommets  supérieurs,  tandis 
que  la  ligne  aBcDe...  des  sommets  inférieurs  variera  de  hau- 
teur avec  le  point  a. 

On  suspend  un  poids  donné  P  à  Tun  des  sommets  supé- 
rieurs. La  déformation  du  système  n'altérant  pas  le  niveau 
du  point  d'application  du  poids  P,  il  y  a  équilibre,  pourvu 
qu'on  fasse  abstraction  du  poids  propre  du  système,  ce  que 
nous  supposerons  ici.  Cela  étant,  on  demande  la  distribution 
des  efforts  dans  les  divers  côtés 
du  polygone,  et  la  charge  des 
points  d'appui  A  et  a. 

Nous  supposerons  successive- 
ment que  le  système  comprend 
2,  3,....n  sommets  supérieurs, 
A,  bf  C,  d,... 

1^  S'il  n'y  a  que  deux  sommets 
supérieurs,  A  et  (,  on  peut  sup- 
primer, sans  rien  changer  à  l'é- 
quilibre, la  moitié  OB  du  côté  AB, 

puisque  celte  moitié  ne  reçoit  aucune  force.  On  est  ramené 
à  l'équilibre  d'une  tige  ab,  chargée  en  b  d'un  poids  P, 
appuyée  en  a  contre  une  droite  verticale  qui  développe,  par 
hypothèse,  une  force  normale  G,  et  soutenue  en  son  milieu  0 
par  une  bride  AO,  articulée  au  point  fixe  A.  La  bride  AO  n'est 
soumise  à  aucune  force  entre  les  points  A  et  0  ;  donc  elle 
transmet  intégralement  au  point  0  du  côté  ab  la  force  F 
qu'exerce  sur  elle  le  point  fixe  A.  En  résumé,  la  force  P  est 
tenue  en  équilibre  par  deux  forces  F  et  G,  dont  les  directions 
sont  connues.  On  trouvera  ces  deux  forces  en  décomposant  la 
force  BP,  transportée  au  point  commun  aux  trois  forces,  sui- 
vant les  directions  AB  et  aB.  On  obtient  ainsi  les  composantes 
G  et  F;  la  seconde  fait  connaître  la  tension  de  la  bride  AO. 


Fig.  34. 


^:. 


5*  ÈoriLrBHE  intérieur 

2°  S'il  y  a  Irois  sommels  sup<?rieurs  A,  b,  C,  on  pourra 
encore  supprimer  la  moitié  de  la  bride  bc,  el  la  n'-duire  à  la 
partie  bO'. 

Le  poids  P  est  tenu  en  étiuilibre,  d'une  part,  par  les  forces 
développées  aux  points  A  et  a,  el  d'autre  pari  par  les  forces 
dèveloppLVs  aux  poinls 
6  el  B.  l'n  raisonne- 
ment identique  à  celui 
qui  a  élé  fail  pour  le 
cas  précédent,  montre 
quela  force  développée 
au  point  &  a  la  direc- 
""'  "*  tion&0',carcetleforcc 

doit  agir  en  0'  sur  la  barre  CB,  cf.  comme  il  n'y  a  pas  de  force 
appliquée  entre  b  cl  0',  elle  transmet  au  point  0'  de  la  barre 
CB  la  force  qui  est  exercée  sur  elle  au  point  b  par  la  barre 
ab.  Celte  force  a  donc  la  direction  60'.  On  trouvera  les 
deux  forces  développées  aux  sommets  b  et  B,  en  décomposant, 
suivant  les  directions  cb,  cB,  le  poids  P  transporté  en  c,  où  sa 
direction  rencontre  la  direction  fcO'  prolongée;  ce  qui  fail 
connaître  la  force  K  développée  en  B,  et  la  force  li  déïe- 
loppée  en  b  suivant  la  dii-eclion  60'.  On  voit  que  les  forces 
développées  en  B  sont  horizontales.  Les  forces  K'  et  11',  égales 
respectivement  à  K  et  li,  mais  agissant  en  sens  contraire, 
sont  les  actions  subies  par  les  barres  \B  et  ab  aux  poinls 
B  et  b.  On  décomposera  de  même  le  poids  P,  transporté  en  c, 
suivant  les  directions  cA,  ca,  ce  qui  donnera  les  composantes 
F  et  G,  ù  appliquer  en  les  changeant  de  sens  aux  poinls  A  eto. 
Si  l'on  compose  ensuite  BK'  el  AF,  qui  agissent  sur  la  barre 
AB,  la  résultante,  qui  passe  forcément  au  point  c,  passera 
aussi  au  point  0;  car  elle  est  tenue  en  équilibre  par  la  force 
T  développée  en  ce  point,  et  provenant  de  la  barre  ab  qui  s'y 
assemble;  elle  a  donc  pour  direclion  la  droite  cO.  On  trou- 
verait, par  la  même  raison,  cette  même  force  T.  en  composant 
au  point  c  les  deux  forces  611'  et  aG,  appliquées  i\  la  barre  ai; 
la  force  T',  égale  et  contraire,  les  lient  eu  équilibre. 
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3^  Supposons  qu'il  y  ait  quatre  sommets  supérieurs.  Nous 
pourrons  étendre  à  ce  cas  la  solution  qu'on  vient  d'obtenir. 

Remarquons  que  l'on  peut  résoudre  le  second  cas  en 
appliquant  au  dernier  morceau  ftO'BC  du  système  articulé  la 
solution  du  premier  cas  ;  cela  revient  à  regarder  le  sommet  b 


P"    H  "s    ' 


Fig.  36. 


comme  fixe,  et  le  sommet  B  comme  mobile  sans  frottement 
le  long  de  la  verticale  du  point  b.  On  achèvera  la  solution  du 
second  cas  en  répétant  la  solution  du  premier,  appliquée  aux 
points  d'appui  A  et  a.  Toutes  les  forces  trouvées  passent 
par  le  point  c. 

L'analogie  conduit  à  étendre  la  même  solution  de  proche 
en  proche.  L'équilibre  intérieur  du  morceau  CO^cd  est 
connu  par  le  premier  cas,  l'équilibre  intérieur  du  morceau 
bcdBCO"  sera  de  même  connu  par  le  second  ;  enfin  l'équilibre 
intérieur  de  l'ensemble  s'obtiendra  par  le  même  raisonnement 
que  l'équilibre  du  premier  cas  ou  du  second,  c'est-à-dire  en 
décomposant  le  poids  P,  appliqué  en  D,  suivant  les  droites  DA, 
Ha.  On  trouve  de  même  les  forces  K,K',  H,H'  R,R',  S,S',  déve- 
loppées aux  sommets  c,  C,  B,  6,  en  décomposant  P  suivant  les 
droites 

De,        DC, 
D6,        DB. 

Ensuite  on  ti*ouvera  les  réactions  mutuelles  développées 
dans  les  articulations  0  et  O',  en  composant  ensemble 

AF  et  BR'    ou    aG  et  6S,  pour  ayoir  T, 
6S  et  cK'    ou    CU'  et  BR  pour  avoir  T'. 
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Les  réactions  T  et  T'  passent  aussi  par  le  point  D. 
Cette  solution  est  jïénérale  et  s'étend  à  autant  de  sommets 

qu'on  voudra. 


COt>ITREPO[ltS    COMPENSATEUR    DU    POIDS   DES  CABLES,    DANS    LES 
tIAClUKES    d'eKTIIACTIO». 


30.  On  se  sert  dans  les  mines  de  machines  d'eitrnction  pour 
L'iever  les  bennes  pleines  du  fond  des  puits  jusqu'au  niveau 
du  sol,  et  pour  descendre  du  même  coup  les  bennes  vides.  Les 
-  bennes  sont  suspendues  aux  deux  extrémités  d'un  câble,  qui 
s'enroule  sur  un  tambour,  placé  au-dessns  de  l'oritice  du 
puits,  et  auquel  une  macliine  5  vapeur  donne  un  mouvement 
de  rotation,  dans  un  sens,  puis  dans  un  autre,  suivant  que 
la  benne  pleine  occupe  l'une  ou  l'autre  eslrémilé. 

La  profondeur  des  puits,  qui  atteint  aujourd'hui  plusieurs 
centaines  de  mètres,  oblige  à  donner  de  très  grandes  sections 
aux  câbles,  ce  qui  entraine  pour  eux  un  poids  ronsidérable 
par  métré  courant.  Si,  en  effet,  on  désigne  par  l  la  longueur 
maximum  du  câble  quand  il  descend  jusqu'au  fond  du  puits, 
parp  son  poids  pai  mètre  courant,  par  P  le  poids  de  la  benne 
vide,  et  par  Q  le  poids  de  son  chargement,  la  section  la 
plus  élevée  du  câble  porte  comme  poids  maximum  la  somme 
P  +  Q  -f-  p/;  si  l'on  divise  cette  somme  par  la  tension-limite 
K  qu'il  est  prudent  de  faire  porter  à  la  matière  du  câble 
avec  sécurité  pour  le  service,  on  aura  la  section  u  qu'il  est 
nécessaire  d'assurL-r  au  câble.  On  a  donc 


Mais  le  poids^  par  mèlre  courant  est  le  produit  de  lu  section  u 
par  le  poids  spécilique  IT  de  la  maliùrc  composant  le  cilbK-. 
On  a  donc  l'équalion 

p  +  0  +  n«(  =  Ki... 


J 
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d'où  Ton  déduit 

P-f  Q 

quantité  qui  grandit  de  plus  en  plus  avec  /,  et  qui  deviendrait 
même  infinie  si  Ton  poussait  la  profondeur  du  puits  jusqu'à 

la  limite  -• 

Il  résulte  de  là  une  difficulté  pour  le  jeu  de  la  machine 
élévatoire. 

Considérons  la  benne  pleine  au  fond  du  puits,  mais  déjà 
soulevée  pour  commencer  son  mouvement  ascendant.  De 
l'autre  côté  du  câble  nous  avons  la  benne  vide,  qui  com- 
mence à  descendre  au  bout  d'un  tronçon  de  cable  très  court. 
U  en  résulte  que  la  puissance  motrice  doit  à  cet  instant 
faire  équilibre  à  la  force  (P  +  Q  +  pi)  agissant  dans  le  sens 
rétrograde,  et  à  la  force  P  dans  le  sens  direct.  Si  Ton  appelle 
R  le  rayon  du  tambour,  la  machine  élévatoire  doit  dévelop- 
per à  cet  instant  un  moment  égal  à 

(Q  +  i'flR. 

Au  contraire,  si  l'on  prend  les  derniers  instants  de  Tascen- 
sion  de  la  benne  pleine,  la  longueur  /  du  câble  est  passée  de 
l'autre  côté,  le  poids  P  -f-  Q  est  la  seule  force  résistante,  et 
le  poids  moteur  est  devenu  P  +  ;>/  ;  la  différejice  des  moments 
donne 

(Q  ^pl]  R, 

de  sorte  que  l'effort  de  la  machine  varie,  aux  deux  extrémités 
de  la  course,  dans  le  rapport  de  Q  -h p/  à  Q  —  pi;  celte  der- 
nière expression  est  généralement  négative  lorsque  la  lon- 
gueur /  est  un  peu  grande,  ce  qui  entraine  une  grande  valeur 
aussLpour  p. 

Le  travail  de  la  machine  serait  donc  très  irrégulier;  la 
vitesse  d'élévation  commencerait  par  être  très  faible,  puis 
elle  irait  s'accélérant  jusqu'à  la  fin.  De  là  des  forces  d'inertie 
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développées  dans  le  système  en  mouvement,  et  des  augmen- 
tations notables  des  tensions  calculées  à  Télat  statique.  Il 
importe  de  compenser  ce  poids  des  câbles,  qui  tanlôt  s'ajoute, 
tantôt  se  retranche  du'poids  utile  Q.  On  peut  y  parvenir  de 
diverses  manières.  Nous  n'en  citerons  qu'une. 
Nous  ferons  abstraction  des  bennes  et  de  leur  chargement. 


Fig.  37. 

Les  deux  bennes  se  font  équilibre.  Quant  au  chargement  Q, 
l'élévation  qu'on  lui  donne  représente  un  travail  constant 
pour  tous  les  éléments  de  la  course.  C'est  le  travail  utile  de 
la  machine  élévatoire. 

On  se  servira,  pour  la  compensation,  d'un  contrepoids  qui 
descendra  ou  montera,  suivant  qu'il  y  a  à  produire  dans  la 
machine  un  excès  de  travail  moteur,  ou  un  excès  de  travail 
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résistant.  Ce  contrepoids  ne  devra  ni  monter,  ni  descendre, 
lorsque  les  deux  brins  du  câble  se  feront  équilibre  ;  les  deux 
extrémités  du  câble  sont  alors  à  la  même  hauteur.  En  même 
temps  le  contrepoids  doit  occuper  le  point  le  plus  bas  de  sa 
trajectoire. 

Soit  AA'  le  tambour  sur  lequel  s'enroule  le  câble  BAA'B^  et 
qui  est  mobile  autour  de  l'axe  projeté  en  0;  nous  le  suppo- 
serons en  mouvement  dans  la  direction  de  la  flèche  /*.  11  y  a 
équilibre  pour  le  câble  lorsqu'il  est  dans  la  position  BAA'B'  et 
que  ses  deux  exirémités  sont  à  la  même  hauteur.  Soit  MAAH' 
une  autre  position  quelconque»  définie  par  la  longueur 

a:  =  BM=B'M'. 

Le  contrepoids  S  est  attaché  à  la  poulie  h,  qui  est  soutenue 
par  la  corde  cdd'c%  laquelle  s'enroule,  suivant  une  loi  qu'on 
définira  plus  loin,  sur  un  second  corps  tournant  EO'F/.  Lors- 
que le  câble  est  dans  la  position  d*équilibre,  la  poulie  h  et  le 
poids  S  doivent  occuper  leur  position  la  plus  basse  ;  le  centre 
de  la  poulie  est  en  g^  et  les  brins  qui  la  soutiennent,  ab.  Va! y 
sont  également  distants  de  la  verticale  passant  par  le  point  0'. 
Soit  %  la  distance  verticale  parcourue  par  le  centre  h  de  la 
poulie,  à  partir  de  sa  position  la  plus  basse  9,  lorsque  le  câble 
a  la  position  MAA'M'. 

Les  deux  corps  tournants  0  et  0'  sont  reliés  ensemble  par 
une  courroie  sans  fin  IIH%  qui  assure  entre  eux  une  raison 
connue  s.  Si  Ton  fait  tourner  le  tambour  autour  de  Taxe  0, 
d'un  angle  dO  dans  le  sens  de  la  flèche,  le  corps  tournant  0' 
tournera  autour  de  son  axe  0'  d'un  angle  d%  =  ecfô.  Soit  R  le 
rayon  du  tambour,  r  et  r'  les  bras  de  levier  O'c,  OV,  des 
tensions  développées  dans  les  brins  cd,  cfd'  qui  soutiennent 
le  poids  S. 

La  rotation  dô  du  tambour  entraine  le  passage  du  câble  de 
la  position  MAA'M'  à  la  position  infiniment  voisine  mAA'm'.  Le 
travail  correspondant  peut  être  regardé  comme  résultant  du 
passage  de  l'élément  de  câble  Mm  dans  la  position  Wm'  ;  il 
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est  égal  au  produit  pdx  x  2x  du  poids  de  rélément  par  la 
hauteur  dont  il  s'abaisse.  La  rotation  da  du  second  corps 
tournant  enroulera  une  longueur  rd%  du  brin  montant  de,  et 
déroulera  une  longueur  r^da,  du  brin  descendant.  Elle  dimi- 
nue donc  la  longueur  libre  de  la  corde  cdd'c'  de  la  diffé- 
rence (r  —  r')  da,  et  cette  diminution  porte  également  sur  les 

deux  brins  ;  d'où  résulte  pour  la  poulie  A,  et  pour  le  poids  S, 

1 
une  élévation  égale  à  ^  (r  —  r')  da.  Le  travail  correspondant 

1 
est  donc  égal  à  —  ô  S  (^  —  r')  da,  en  négligeant  le  travail 

du  poids  de  la  corde.  L'équation  de  la  compensation  est  donc 

(1)  2|i«/a:  — |s(r-  ')rf«  =  0. 

On  a  entre  a:  et  a  la  relation 


Donc 


2/>a:£tc-is(r-r')XÎ^  =  0. 


équation  satisfaite  si  l'on  a 


;^) 


,/  —  ^p^^ 


Nous  compterons  les  angles  0  et  les  angles  a,  qui  définissent 
la  position  des  corps  tournants,  à  partir  delà  position  que  ces 
corps  occupent  quand  x=  0;  de  sorte  que  les  variables  0, 
a  et  a;  s'annulent  ensemble,  et  changent  ensemble  de  signe. 
On  aura 


o  =  - 
et 

ex 
R 


La  quantité  2,  dont  s'élève  la  poulie  h  au-dessus  du  point 


DANS  LES  MACHINES  D'EXTRACTION.  CI 

le  plus  bas  9  de  sa  coarse ,   est  donnée  par   l'équation 

f  —  v' 
Observons  que  — ^ —  est  la  moyenne  arithmétique  des 

ordonnées  (Kc, — (Ycf^  des  brins  qui  portent  la  poulie  A, 
ces  ordonnées  étant  comptées  horizontalement    partir   du 

centre  Qf  ;  — 5 —  est  donc  l'ordonnée  du  point  h ,  centre 

de  la  poulie,  qui  se  projette  sur  l'horizontale  au  milieu  de 
l'intervalle  ce'.  Désignons-la  par  y.  Remplaçons  dans  l'équa- 

lion  précédente  — ^ —  P^^  î/»  ^*  P*^^  sa  valeur  e  -^  /  et  dx 

par  sa  valeur  en  fonction  de  — ^ — >  ou  de  t/,  déduite  de 
l'équation  (2).  Il  vient  d'abord 


_2/>Rx 


puis 


Donc 


2pR  dx      2pR       R</a      2oR«  , 


et  enfin 

équation  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  la  poulie. 

Il  reste  à  montrer  comment  on  réalise  l'enroulement  des 
brins  cdj  cfi. 

Le  second  corps  tournant  (y  a  la  forme  d'un  double  cône  de 
révolution,  symétrique  par  rapport  au  plan  ee*  de  la  grande 
base  commune  aux  deux  cônes  partiels.  L'un,  celui  qui  est  en 
avant  sur  la  figure,  sert  à  l'enroulement  du  brin  cd  ;  l'autre, 
en  arrière,  est  destiné  à  recevoir  le  brin  dd'.  On  trace  à  la  sur- 
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face  de  ces  cùnes  une  rainure  de  faible  profondeur,  dans  la- 
quelle les  brins  viennent  s'aiipliqucr.  Lorsque  le  ciible  prinrl- 
pal  est  dans  sa  position  d'équilibre,  la  poulie  g  est  au  point 
le  plus  bas,  diins  sa  position  moyenne  ;  et  les  brins  se  déta- 
chent du  double  cùne  aux  points  a  et  a',  milieux  dcsgénéra- 
Irii^es  horizontales.  Ces  points  se  transportent  de  «  en  c  et  de 
a'  en  c'  le  long  des  mêmes  génératrices,  quand  on  fait  tourner 
le  double  cane  dans  le  sens  indiqué,  ce  qui  assure  à  la  diffé- 
rence r  —  r'  la  valeur  nécessaire  pour  l'équilibre.  Cherchons 
la  courbe  suivant  laquelle  il  faut  tracer  la  rainure  qui  con- 
duit le  brin. 
La  différence  r^r'  est  une  fonction  lîncuirc  àex,  ou  de  a; 

on  a,  en  effet,  par  l'équation  (2),  où  l'oii  remplace  x  par  — . 


On  pourra  donc  exprimer  r  et  r'  par  des  fonctions  linéaires 
do  l'angle  a,  telles  que  la  différence  reproduise  la  fonction  (4). 
Soit  r„  la  valeur  commune  à  r  et  à  r'  lorsque  la  poulie  est  au 
point  le  plus  bas  ;  on  devra  poser 

en  distiguant  les  deux  angles  «  et  a  —  t:,  qui  définissent  les 
directions  des  deux  rayons  r  et  i-',  portés  en  sens  contraires 
sur  la  même  droite  à  partir  du  point  0'.  Il  viendra,  en  retran- 
chant, 


et  par  suite 


ce  qui  donne 
(S) 


équation  de  la  spirale  d'Archiméde,  suivant  laquelle  les  deux 


APPROFO?a)ISSElENT  Vm  PUITS  DANS  UN  TERRAIN  HOMOGÈNE.      65 

rainures  tracées  sur  le  double  cône  doivent  se  projeter  sur 
le  plan  de  la  base  commune  ee^. 

Le  brin  qui  quitte  la  rainure  pour  tomber  à  peu  près  verti- 
calément,  ne  lui  est  pas  tangent.  Il  en  est  de  même  pour  la 
corde  qui  se  détache  d'un  cylindre  où  elle  est  enroulée  sui- 
vant les  spires  jointives  d'une  hélice.  Le  dernier  élément  du 
contact  entre  la  corde  et  le  cylindre  n'a  généralement  pas  la 
direction  de  la  partie  libre.  La  raideur  de  la  corde  intervient 
alors  pour  assurer  un  raccordement  continu  entre  l'hélice  et 
cette  direction. 

Les  brins  rfc,  dV  sont  enroulés  chacun  sur  son  cône  à 
partir  des  sommets  (Y  et  0^,  de  manière  que  le  mouvement 
de  rotation  de  l'ensemble  des  cônes  autour  de  l'axe  O'O^  suf- 
fise pour  enrouler  l'un  des  brins  et  dérouler  l'autre.  Ce  sys- 
tème forme»  en  définitive,  une  sorte  de  treuil  chinois  à  rayons 
variableê  (t.  I,  g  295  ;  t.  H,  §  273). 


TRAVAIL  DE  l'aPPROFONDISSEBIENT  d'uN  PUITS   DANS   UN    TERRAIN 


HOMOGÈNE. 


O   B 


31.  Soit  ABCD  un  puits  à  section  constante,  ouvert  dans 
un  terrain  homogène. 

Appelons  S  la  section  du  puits, 

2  sa  profondeur  actuelle  OM,  mesurée 

sur  l'axe  vertical  OZ  à  partir  du 

niveau  du  sol  au  point  0. 

Pour  approfondir  le  puits  de  la  quantité 

B!M'  =  d5,  il  faut  produire  successivement 

deux  quantités  de  travail  : 

1*  Le  travail  de  l'approfondissement,  qu'on 
peut  regarder  comme  proportionnel  au  volume  CdWC 
désagréger; 

2*  Le  travail  de  l'enlèvement  des  matériaux  produits  par 
cette  première  opération,  qu*on  doit  élever  jusqu'au  niveau 


c 


M'  D' 

Fig.  38. 


a 
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du  sol,  OÙ  nous  supposerons  qu'on  trouve  à  proximilé  un  lieu 

de  dépôl. 

On  représentera  le  premier  travail  parle  produit  KSi/s,  en 
appelant  K  le  travail  correspondant  au  déblai  d'un  mètre 
cube  du  terrain  dans  lequel  on  opère;  le  second  sera  repré- 
senté par  le  produit  IlSdî  xz,  en  appelant  n  le  poids  spéci- 
fique du  déblai  formé  en  CD,  qu'on  élève  à  la  hauteurs. 

On  a  donc,  en  appelant  T  le  travail  de  rapprofondissement, 

rfr  =  KSrfi-i-nsi'/i, 

cl  par  suite,  en  intégrant,  et  en  observant  que  T^O  lorsque 
la  profondeur  z  est  nulle, 

où  s  devra  recevoir  la  valeur  de  la  profondeur  totale  à  laquelle 
on  doit  atteindre.  T  croit  avec  î  suivant  une  loi  parabolique. 
Si  l'on  divise  par  cette  profondeur  totale  z,  on  a 


équation  qui  donne  le  travail  moyen  par  mètre  de  profon- 
deur. On  voit  que  ce  travail  moyen  croit  avec  la  profondeur 
totale. 
La  formule  obtenue  suppose  que  la  pesanteur  reste  la  même 
en  lout  point  de  la  profondeur  totale.  Pro- 
posons-nous de  voir  comment  elle  devrait 
être  modiCée,  si  l'on  avait  à  tenir  compte 
des  variations  de  g  aux  divers  points  de  la 
verticale  OZ. 

Considérons  une  masse  m  prise  en  Mi  la 

profondeur  z  au-dessous  du  sol ,  et  supposons 

celte  masse  mobile  le  long  do  la  verticale  MO. 

"*  ""'  four  définir  ses  diverses  positions,   nous 

appellerons  a'  la  profondeur  à  laquelle  elle  se  trouve  en  un 

point  quelconque  de  son  trajet.  Le  poids  de  la  masse  m  varie 
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du  point  M  au  point  0.  Soit  g  l'accélération  due  h  la  pesan- 
teur à  la  distance  z'  du  sol.  La  force  étant  m^,  le  travail  corres- 
pondant à  l'ascension  —  dz'  est  le  produit  —  mgdz\  et  le 
travail  total  sera  par  conséquent  • 

—  /         mgdjf  s  m  /   gdz'  « 

en  faisant  sortir  du  signe  fie  facteur  constant  m.  Si  nous 

admettons  l'homogénéité  du  globe  terrestre,  g  varie  propor- 
tionnellement à  la  distance  au  centre,  et  l'on  a,  en  appelant  a 
le  rayon  de  la  sphère  terrestre ,  l'équation 


9  =  9oX 


('-3 


qui  donne  g =g^  pour  2=0,  c'est-à-dire  au  niveau  du  sol,  et 
g=0  au  centre  de  la  terre. 
On  a  donc 

résultat  qu'il  faudra  prendre  entre  les  limites  0  et  z.  11  vient 
donc  pour  le  travail  de  l'ascension 


a« 


»i^o5  — m^ogj' 


Le  produit  mg^  est  le  poids  de  la  masse  m  au  niveau  du  sol. 
Le  poids  du  volume  CDIXC  s'exprimait  tout  à  l'heure  par 
USdz;  ce  produit  exprimera  maintenant  le  poids  qu'aurait  le 
volume  de  déblai  ramené  au  point  0 ,  et  le  travail  de  l'élé- 
vation du  morceau  CDD'C  est  par  conséquent 


nsrf,(.-g). 
On  aura  donc 


dT  =  KSrfa  +  nsrfi  ^3  -  ^Y 


T.  —  nie,  COUJ63IO!l. 
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ce  qui  donnera,  en  intégrant  de  nouveau. 


n'"-îèy 


le  dernier  terme  est  généralement  né9:ligeable.  h  cause  de 
la  grandeur  du  rayon  a  par  rapport  à  la  profondeur  :. 

On  a  supposé  la  section  constante,  comme  cela  a  lieu  bitbi- 
tuelleraent.  On  pouiTait  aussi  bien  admettre  que  S  varie  en 
fonction  de  z,  suivant  une  loi  donnée.  Alors  l'intégration  qui 
fait  passer  de  </!  à  T  devrait  porter  sur  le  facteur  S,  et  l'on 
aurait,  en  supposant  que  la  pesanteur  conserve  sa  valeur  sur 
tout  le  parcours  OM, 


=  K  r&/;  +  n  Tsidi. 


,  dT 


Le  rapport  -7^=  S(K-|- fl:)  représente,  pour  chaque  pro- 
fondeur ::,  la  difficulté  d'un  approfondissement  égal  à  l'unité 
de  longueur.  Si  S  est  constant,  elle  croît  avec  la  profondeur 
suivant  les  ordonnées  d'une  droite.  Mais  on  pourrait,  en  ren- 
dant S  variable,  faire  en  sorte  que  cette  diftîculté  soit  con- 
stante. 11  sulïirait  en  effet  pour  cela  de  régler  les  sections  de 
manière  à  rendre  le  prod  uit  S  |K  -1-  II:-)  constant,  S  et  ;  sont 
alors  les  coordonnées  des  points  d'une  hyperbole. 


COURBES    FUMCULAIRES. 


32.  On  trouvera  dans  les  volumes  de  Rouen  et  de  Blois  des 
Comptes  rendvs  de  l'Association  française  pour  ravancemetU 
des  sciences  quelques  recherches  sur  les  courbes  funicu- 
laires, que  nous  nous  bornerons  ici  à  mentionner  sommaire- 
ment. 

Congrès  de  Rouen,  séance  du  17  août  1885  :  Chaîri^te 
d'égale  résistance.  L'équation  de  celte  courbe,  où  la  tension 


COURBES  FUNICULAIRES.  07 

>ar  unité  de  section  est  la  même  en  tout  point  du  fil,  est  en 
coordonnées  rectangulaires 


X  9 

co8-  =  e-;. 


Congrès  de  Blois^  séance  du  5  septembre  1884  :  Forme 
d'équilibre  (Tun  fil  homogène,  dont  tous  les  éléments  sont 
sollicités  par  des  forces  attractives  émanant  d'un  centre 
fixe,  inversement  proportionnelles  aux  [carrés  des  dis- 
tances à  ce  centre. 

L'équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  est 

Cdr 


rV(Br  — A)*  — G*' 


on  reconnaît  qu'il  y  a  trois  genres  de  courbes  distincts*  sui- 
vant qu'on  a  C<A,  C=A,  C>  A.  Les  arcs  de  ces  trois  genres 
de  court>es  s'expriment  par  une  même  fonction  analytique. 


CHAPITRE  III. 

QUESTIONS  SUR   LA   DYNAMIQUE  ET   LA  MÉCANIQUE 

DES   FLUIDES. 


MOUTEMEMT  DES   PROJECTILES  DANS   UN  MILIEU  DOrTT  LA   RÉSISTANCE 

EST   PROPORTIONNELLE   A   LA   VITESSE. 


33.  On  a  traité  (t.  III,  §26)  la  question  générale  du  mouve- 
ment d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant,  lorsque  In 
résistance  est  donnée  par  une  fonction  quelconque  de  la 

vitesse.  Nous  supposerons  ici 
que  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  vitesse.  Alors  le 
problème  se  simplifie  notable- 
ment. 

Soit  1i*v  la  résistance  du  mi- 
lieu, rapportée  à  l'unité  de 
masse  du  projectile.  Les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  maté- 
riel au  point  M  sont  la  pesan- 
teur g,  et  la  résistance  K'r; 
celle-ci,  projetée  sur  les  axes,  donne  les  composantes  K'r, 

et  K*r. ,  ou  K*  -^i  K*  -t^*,  qu'il   faut   prendre  négativement. 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

d*x_         dx 

.^^    —  "^^  H     ~TT  ' 


7 

N 

/'■■■■ 

M^ 

9 

^ 

0 

i» 

X 

Z' 

Fig.  40. 


(t^z 


dz 


x/i«  — ~*^*:77"~î'» 


dl* 


di 
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équations  qu*on  peut  intégrer  séparément,  car  la  première  ne 
renferme  que  x,  la  seconde  que  z. 

On  a,  en  faisant  une  première  intégration, 

jj-  =  C-K«*, 

(2)  { 2 

La  première  donne  la  composante  horizontale  de  la  vitesse; 
pour  x=Of  c'est-à-dire  au  point  de  départ  0  du  projectile, 
elle  doit  donner  la  composante  horizontale  de  la  vitesse  initiale, 
r^  sin  0^.  On  a  donc  C  =  v^  sin  O^.  De  môme  au  point  0  on  a  à 
la  fois  2=0  et  /  =  0,  et  C  est  égal  à  la  composante  verticale 
de  la  vitesse  t;^,  ou  à  t;^  cos  %.  Les  deux  constantes  sont  donc 
déterminées. 

Les  variables  se  séparent  dans  la  première  équation. 

On  a,  en  effet, 

dx  \  dx 


dl=z 


C  — K^aj^K'C 


ce  qui  donne  en  intégrant 


<=Ci~k)giiép.  (p  — *)> 


équation  qui  doit  donner  ^=  0  pour  x=0;  par  conséquent 

1  C 

la  constante  C  a  pour  valeur  iT^log  nép.  n^,  et  l'équation 

devient 

/     ^    \ 

(3)  <  =  jiïognép.  f   -g j=plognép.  ^_^^^» 


ou  bien 


gî-« 


x  =  ^,{i^e'^% 


La  seconde  équation  est  une  équation  différentielle  linéaire 
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du  premier  ordre,  à  coefficients  constants,  qu'on  peut  écrire 


dz 


dl 


f  K«j=îC— ^<. 


On  cherchera  d'abord  une  solution  qui  satisfasse  à  cette 
équation  avec  son  second  membre;  on  trouve  aisément 


9_9_s, 


on  en  déduit,  en  effet, 


''-"K5+K*'"K*' 


dz g 

dî""!^ 


Multipliant  la  première  par  K'  et  ajoutant  à  la  seconde,  on 
retombe  sur  F^ualion  donnée. 
On  posera  ensuite 

u  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 


g5+KU=0. 


privée  de  second  membre.  On  aura 

en  appelant  A  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
Donc  enfin 

K«  +  K*      K«'+^''        • 


Celte  équation  jointe  à  l'équation  (3)  définit  le  mouvement. 
On  déterminera  la  constante  A  en  faisant  / = 0 .  On  doit  avoir 
s  =  0.  Donc 


et 


g  +  |i+A  =  0 


A  =  -(gi+|i| 
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et  il  vient  pour  Téquation  définitive  'qui  donne  z  en  fonction 
de/, 

L'équation  (3)  montre  que  la  courbe  a  une  asymptote  ver- 

C 
ticale,  ^=îF?»  limite  de  Tabscisse  x  lorsque  le  temps  t  croit 

indéfiniment. 
Le  point  le  plus  haut  de  la  trajectoire  s'obtiendra  en  faisant 

dz 

'n  =  0;  ce  qui  donne  pour  déterminer  t  l'équation 


ou  bien 


y  +  C'K«' 


9 


et 


i=^lognép.  (i  +  ^^J. 

Le  maximum  de  z  est  donc  égal  à  la  fonction 


f) 


34.  Au  lieu  de  décomposer  le  mouvement  suivant  les  axes 
OX,  OZ,  on  peut  le  décomposer  suivant  les  axes  ON,  OZ',  dont 
le  premier  est  la  tangente  à  la  trajectoire  au  point  de  départ, 
et  le  second  la  verticale  descendante. 

La  droite  ON  a  pour  équation  dans  le  système  primitif  des 
coordonnées 

et  les  abscisses  PN= a/  comptées  sur  Taxe  ON  seront  égales  à 

X 

sinO^ 


;  comme  on  a 


x=^,(l -*-*•'), 
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et  que  C  esl  égal  à  v^  sJn  %,  on  voit  que  l'on  aura 

équation  qui  ne  renferme  plus  l'angle  0^. 
On  a  de  plus 

^  j  col  Bo  —  - 

-'■=^l'--''-(r.+*)"-'-"''+&'- 

Cette  expression  est  susceptible  de  réduclion,  en  observant 
que  C  =  V(,  cos  0„.  Il  vient  en  effet 

m  ..=i,-i  „_.-.,. 

équation  dans  laquelle  l'angle  0,  a  aussi  disparu.  Les  deux 
équations  (5)  et  (6)  définissent  le  mouvement,  aussi  bien  que 
les  équations  (3)  et  (4);  mais  elles  ne  contiennent  pas  ti'ace 
de  l'angle  6^,  implicitement  donné  par  la  direction  de  Is 
première  tangente  ON;  la  première  contient  seule  la  vitesse 
initiale  v^. 

II  résulte  de  \h  que,  si  on  lance  au  point  0  simultanément 
divers  projectiles  pour  lesquels  la  conslanle  K'  soit  la  même, 
et  qu'on  fasse  varier  de  l'un  h  l'autre  l'angle  0„,  si  l'on 
décompose  le  mouvement  de  chacun  suivant  la  tangente  à  ta 
trajectoire  pu  point  0  et  la  verticale,  les  espaces  parcouru» 
suivant  ces  deux  directions  seront  respectivement  égaux  en 
leinps  égaux  pour  tous  les  projectiles.  Cette  propriété  des 
courbes  balistiques  a  été  découveric  par  M.  le  colonel  Astier. 
Elle  peut  se  démontrer  géomélriquement. 

Décomposons  la  vilesse  v  du  mobile  en  deux  composantes 
parallèles  aux  axes  ON,  OZ';  soient  v^,  v,.  les  deux  compo- 
santes. Appelons  j,.,  j..  les  accélérations  projetées  sur  les 
mêmes  axes.  Nous  aurons 


y.'=ff— K'i'. 


J 
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équations  de  deux  mouvements  rectiiignes  qui  peuvent  se 
traiter  à  part,  indépendamment  l'un  de  Tautre.  Le  mouve- 
ment suivant  ON  sera  le  mouvement  d'un  point  qui  part  avec 
la  vitesse  v^,  et  n'est  soumis  qu'à  la  résistance  du  milieu 
proportionnelle  à  sa  vitesse;  le  mouvement  suivant  01'  est  le 
mouvement  d'un  point  qui  part  du  repos,  et  qui  tombe  sous 
Faction  de  la  pesanteur,  en  subissant  la  résistance  du  milieu. 
Ces  deux  mouvements  sont  entièrement  définis,  et  définis  de 
la  même  manière,  quelle  que  soit  la  direction  initiale  du  tir, 
pourvu  que  les  constantes  K'  et  v^  soient  les  mêmes.  Donc  les 
mouvements  suivant  les  droites  ON  et  OZ'  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  mobiles,  qui  parcourent  en  temps  égaux  les 
mêmes  espaces  en  projection  sur  ces  deux  directions. 

On  a  vu  (t.  III,  §  30)  qu'en  supposant  la  résistance  de  l'air 
exprimée  par  la  fonction  Av'  -f-  Br*  de  la  vitesse,  les  baisses 
du  projectile,  comptées  verticalement  à  partir  de  la  ligne  de 
tir^  ne  sont  pas  sensiblement  influencées  par  les  variations  de 
l'inclinaison  initiale.  On  voit  que  cette  propriété,  qui  n'est 
qu'approximative,  et  qui  suppose  un  tir  presque  horizontal, 
devient  rigoureuse  quand  on  admet  que  la  résistance  est  pro- 
portionnelle à  la  vitesse. 

CAS   PARTICUUER   DU  MOUVEMENT  d'uN    POINT    SUR   UNE   CIRCONFÉRENCE 
ET  DU  MOUVEMENT  PROJETÉ   SUR    UN   DIAMÈTRE. 


35.  Soit  M  un  point  qui  décrit  la  circonférence  AMO  en  fai- 
sant des  aires  égales  en  temps 
égaux  autour  du  point  0,  pris  sur 
cette  circonférence.  Cherchons 
l'accélération j  de  ce  mouvement. 
Elle  a  la  direction  MO  en  vertu  du 
théorème  des  aires. 

Soient  C  le  centre  de  la  circonfé- 
rence, CM  =  a  le  rayon  ;  0  l'angle 
MOC  qui  définit  la  position  durayon  ^'^-  *** 

vecteurOM.  Nous  désignerons  par  r  la  longueurOMdecerayon, 


fm  M  cslccair  àîfi — BL  im 
dip(CflBr<l.  gai ^  jBmfiBft  £  QL 
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On  ne  peut  pas  affirmer,  par  exemplet  que  le  mobile  parvenu 
en  0  avec  une  vitesse  infinie  traversera  le  point  0  pour  décrire 
la  demi-circonférence  inférieure.  Nous  le  montrions  en  étu- 
diant le  mouvement  du  point  P,  projection  du  point  M  sur  le 
diamètre  OA. 
Soit  en  effet  x  =  OP.  On  aura  pour  l'accélération/ 

<^t  par  conséquent 


On  a  de  plus 


el 


Donc 


par  suite 


xzsrùMê 
x=3«ooiF#; 


/= 


Il  résulte  de  là  que  le  point  P  a  une  accélération  propor- 
tionnelle à  l'inverse  du  carré  de  la  distance  OP,  ou,  si  l'on  veut, 
qu'il  subit  de  la  part  du  pomt  0  l'attraction  newtonienne. 

L'accélération  /  est  donc  infinie  au  point  0.  Or  il  est  évi- 
dent d'après  la  figure  que  le  point  P,  parvenu  en  0,  ne  passe 
pas  au  delà  de  ce  point,  mais  qu'il  rétrograde  le  long  du  dia- 
mètre Oâ,  et  cela,  que  le  point  M  parcoure  l'une  ou  l'autre 
des  demi-circonférences  que  ce  point  0  sépare. 

La  vitesse  v'  du  point  P  est  d'ailleurs  infinie  au  point  0.  Car 
t/  est  la  projection  sur  OA  de  la  vitesse  v,  laquelle  fait  avec 

OÂ  un  angle  égal  à  ^  —  20.  On  a  donc 

produit  qui  devient  infini  au  point  0,  pour  0=  ^ 
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Voilà  donc  un  point  P  (jui  parvient  au  point  0  avec  une  vi- 
tesse infinie  dans  le  sens  PD,  et  qui  est  réfléchi  dant  le  sens 
OP  avec  une  vitesse  égale,  comme  s'il  avait  choquô  en  0  un 
ressort  de  puissance  infinie.  Cel  exemple  montre  que  la  vitesse 
peut  changer  de  sens,  au  point  de  vue  analytique,  aussi  bien 
en  passant  par  l'infini  que  par  zéro  ;  il  monti'e  aussi  que  la  loi 
de  l'inertie,  démonliiie  par  des  expériences  où  les  vitesses  et 
les  forces  restent  toujours  (inies.  ne  peut  ôtrc  étendue  au  cas 
fictif  où  elles  auraient  des  \aleurs  infiniment  grandes. 

Le  mouvement  du  point  P,  qui  est  soumis  à  ralIraclioD 
newtonienne  du  point  0.  est  en  réalité  un  mouvement  ellip- 
tique qui  s'opère  dans  une  ellipse  infiniment  aplalic  ayant  ses 
foyers  en  0  et  A.  Le  résultat  donné  par  l'analyse  est  donc  un 
résuKat-limile.  qui  s'esplique  de  lui-même. 

Pour  en  revenir  au  premier  problème,  on  voit  que,  puisque 
le  mouvement  du  point  P  change  de  sens  en  atteignant  le  point 
0,  rien  ne  prouve  que  le  mouvement  du  point  M  n'en  ferait 
pas  autant  eu  arrivant  au  même  point  ;  la  continuité  étant 
rompue,  on  ne  peut  rien  affirmer  sur  ce  qui  se  passenï^^^ 
le  mouvement  du  mobile  M  demeure  indéterminé.       ^^H 
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ô6.  Lorsqu'un  système  solide  est  en  mouvement,  il  existe, 
dans  chaque  position  du  système,  un  plan  qui  est  parallèle 
au  plan  homologue  dans  une  position  antérieure  (t.  t,  tj  31S|. 
M.  J.  Bertrand  a  découvert  une  propriété  analogue  pour  le 
mouvement  d'un  système  quelconque,  sauf  à  considérer 
deux  positions  infiniment  voisines,  et,  au  lieu  d'un  plan 
indéfini,  un  élément  plan  infiniment  petit.  Le  Uiéorëme  a 
alors  t'énonce  suivant  : 

Dans  tout  syslirme  en  mouvement,  il  existe  à  chaque 
instant  et  tti  chaque  point  du  système  un  élément  plan  don/ 
les  molécules  se  transportent,  au  bout  d'un  temps  infinimenl 
petit,  dans  un  plan  parallèle  à  cel  élément. 


DUN  SYSTÈME  MATÉRIEL  QUELGO.NQUE.  77 

Rapportons  les  positions  successives  du  système  à  trois 
axes  fixes  rectangulaires,  OX,  OY,  OZ. 

Soit  À  un  point  du  système,  x,  y,  z  ses  coordonnées  à 
répoque  /;  Y  sa  vitesse,  dont  les  composantes  suivant  les 
axes  seront  ti,  v,  w.  Imaginons  au- 
tour du  point  A  un  élément  plan  P 
infiniment  petit;  soit  N  la  normale 
à  cet  élément.  Prenons  dans  Tinlé- 
rieur  de  l'élément  un  second  point 
A',  qui  aura  pour  coordonnées 
^H-Ç»  y  +  TQ»  2  +  Çf  expressions 
où  Ç,  y;,  C  ont  des  valeurs  absolues 
infiniment  petites.  Soit  Y'  la  vitesse 
en  ce  point,  et  u\  v\  w'  ses  compo- 
santes. Le  mouvement  du  système 
est  supposé  soumis  à  la  loi  de  continuité,  et  ti,  v,  w  sont  des 
fonctions  de  x,  i/,  2,  qui  deviennent  respectivement  égales  à 
u\  v\  w*  quand  les  coordonnées  reçoivent  les  accroissements 
infiniment  petits  Ç,  y;,  C- 

Si  lés  molécules  contenues  dans  Télément  plan  se  trouvent 
au  bout  du  temps  dt  dans  un  plan  parallèle,  les  projections 
des  vitesses  Y  et  V'  sur  la  normale  N  doivent  être  égales.  Or, 
en  appelant  a,  ^,  y  les  angles  que  fait  la  normale  N  avec  les 
trois  axes,  on  a  pour  la  vitesse  Y  estimée  suivant  la  direc- 
tion N, 

(l)  U  =  uc0SaH-t;cO8^+irC08y. 

On  doit  d'ailleurs  exprimer  que  Tangle  des  directions  N 
et  AA'  est  droit,  puisque  N  est  normale  au  plan  P  qui  con- 
tient AA';  donc 


Fig.  42. 


(2) 


ÇCOS«4->7COS^4-ÇC08y  —  0. 


La  vitesse  Y',  estimée  aussi  suivant  la  normale,  doit  éh*e 
encore  égale  à  U.  Mais  U  est  une  fonction  de  Xj  y,  2,  qui 
s'accroit  de 
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quand  les  variables  s'accroissent  de  Ç,  y;,  C,  en  négligeant  les 
puissances  de  ces  accroissements.  On  aura  donc 

pour  la  condition  du  parallélisme  des  deux  plans.  La  direc- 
tion AA'  étant  arbitraire  dans  le  plan  P,  on  peut  prendre 

arbitrairement  l'un  des  rapports  |  ;  les  deux  équations  (2)  et 

(3)  doivent  s*accorder  pour  donner  la  même  valeur  à  l'autre 

r 
rapport  |.  L'équation  de  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 


du 

rfU 

lOJ 

di 

^      dy      _ 

dz 

cosa 

cos^ 

COSy 

OU  bien,  en  développant  les  dérivées  au  moyen  de  l'équation  (1), 

du  dv  dw  du  dv  dw 

di  *^d]i  '  dx      __  dy^       ^dy^        '  dtf 


COS  9C  cos  ^ 

du  ,        ^dv  ,  dw 

COS  «  -7-  +  COS  S  ^7-  +  COS  y  :7- 
di  ^  di  dz 

COSy  ' 

Ces  deux  équations,  jointes  à  la  relation 

définissent  les  trois  cosinus,  c'est-à-dire  l'orientation  à  donner 
à  l'élément.  Il  reste  à  faire  voir  que  l'on  trouvera  toujours 
pour  les  angles  a,  ^,  y  ^^^  valeurs  réelles. 

Soit  X  la  valeur  commune  aux  trois  membres  de  la  double 
équation  (4).  On  pourra  les  écrire  sous  la  forme 

(du     .\  ,     dv        ^  ,     dw  ^ 

tK\  1    du  ,  /dv      A       ^  ,     dw  _ 

(5)  j    gjcos«         +^^^_ijcosp+    ^cosy  =  0, 

du  i     dv        ^  ,    /dw      A  ^ 

gjCOS.  +    gjccp  +  ^_  _aj  cOSy  =  0. 
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et,  pour  que  ces  équations  fassent  connaître  les  rapports  des 
cosinus,  et  qu'elles  admettent  d'autre  solution  que  la  solution 
impossible  qui  consisterait  à  annuler  les  trois  cosinus  à  la 
fois,  il  est  nécessaire  et  il  sufBt  d'hier  à  léro  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues,  ce  qui  donne  l'équation 
du  troisième  degré  en  X  : 


(6) 


du          d» 

dw 

Sx          dx 

a? 

du          dv 

dw 
dy 

dy*        dy" 

du          dp 

dw 

dz*         Tz 

ST 

— i 


-(!-')  (^')(S-')-(S-')^'S 

(dv \dwdu       (dw       \  rfurf» 
dy       Jdxdz       \dz        /  dy  dx 

rfurfprfic  dudv^dw ^ 

dydzdx     "*      dzdxdy 

L'équation  (6),  étant  du  troisième  degré  en  X,  a  toujours  au 
moins  une  racine  réelle,  et  elle  peut  aussi  en  avoir  trois.  A 
chaque  racine  réelle  correspond  une  détermination  réelle 
des  coefficients  de  l'équation  (5),  à  laquelle  correspondent 
des  valeurs  réelles  des  rapports  des  cosinus,  et  enfin  des 
valeurs  réelles  et  admissibles  pour  les  cosinus  eux-mêmes, 
puisque  la  relation  cos'a  -h  cos*  p  -t-  cos'y  =  i  les  assujettit 
tous  les  trois  à  être  numériquement  moindres  que  l'unité. 
Donc  enfin  il  y  a  en  chaque  point  un  ou  trois  systèmes  de 
valeurs  réelles  des  nngles  a,  ^,  y  qui  définiront  l'orientation 
de  l'élément  P. 

37.  L'existence  du  plan  P  une  fois  constatée,  prenons  ce 
plan  pour  plan  des  XOY.  On  devra  avoir  alors  pour  les  angles 

qui  définissent  la  normale  N,  a  =  ^  =  -^j  y  =  0 ,  ce  qui  en- 
traine cos  a  =cos^=0,  cosy=1,  valeurs  qui,  substituées 
dans  les  équations  (5),  donnent 

dw     g.   dw     gy     .    dw      .      f. 
dx  dy  dz 
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L'équation  (6)  se  simplifie  dans  cette  hypothèse,  et,  après 

suppression  du  facteur -j X,  donne  pour  les  autres  racines 

une  équation  du  second  degré  qui  conduit  à  la  double  valeur  : 


dv 
dx 


Ces  deux  racines,  qui  peuvent  être  imaginaires,  sont  néces- 
sairement réelles  lorsque  j-  et  -r-  sont  de  même  signe  ;  car 

alors  la  quantité  sous  le  radical  est  positive.  S*il  en  est  ainsi, 
à  ces  deux  nouvelles  valeurs  réelles  de  X  correspondent  deux 
couples  de  valeurs  réelles  des  angles  a,  ^,  y*  qui  définissent 
les  deux  autres  plans  dont  le  parallélisme  est  conservé  dans 
le  mouvement  du  système. 

Il  peut  arriver  que  ces  trois  plans  soient  rectangulaires,  et 
alors  on  peut  prendre  des  plans  parallèles  pour  plans  coor- 
donnés. 11  faut  alors  que  les  équations  (5)  soient  satisfaites 
pour  les  trois  systèmes  d'angles 

«  =  5'  ^  —  5'  7=0. 

Or  nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  la  dernière  hypothèse 
entraîne  les  conditions 

dw  __  ^      *'*''_  A 
dx         '     dy 

Les  deux  premières  entraîneront  de  même  les  conditions 

^-0     --0 

dx  ""'     du-^' 

Ces  six  équations  de  condition  expriment  que  la  fonction 
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udx -b  vdy  +  tvdz  est  une  différenlielle  exacte,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  une  fonction  9  des  coordonnées  x,  y^  2,  dont  les 
dérivées  partielles  sont  respectivement  égales  aux  compo- 
santes II,  Vy  w  de  la  vitesse  V  du  point. 

La  fonction  difTérentielle  udx  +  vdy  +  wdz  exprime  le  tra- 
vail élémentaire  d'une  force  dont  les  composantes  seraient  u, 
«,  u»,  c'est-à-dire  d'une  force  égale  à  V,  lorsque  son' point  d'ap- 
plication subit  un  déplacement  ds  dont  les  composantes  sont 
dx,  dy,  dz.  S'il  existe  une  fonction  9  des  coordonnées  telle 
^^e  la  différentielle  de  9  soit  égale  à  cette  fonction 

udx  -}-  vdy  -{-  icrfs, 

le  travail  total  de  la  force  V,  pour  un  parcours  quelconque  de 
son  point  d'application,  ne  dépendra  que  des  deux  points  ex- 
trêmes de  ce  parcours,  et  sera  indépendant  du  b*ajet  intermé- 
diaire. Mais  alors  l'intégrabilité  de  la  fonction 

vdx  4-  vdy  -f-  vjdz 

subsiste  quels  que  soient  les  axes  rectangulaires  auxquels  on 
rapporte  les  positions  du  système.  Il  résulte  de  là  que  la  pro- 
priété analytique  de  la  fonction 

udx  +  vdy  -f-  im/s, 

bien  qu'elle  ait  été  reconnue  en  faisant  usage  d'un  sys- 
tème d'axes  particulier,  subsiste  encore  pour  tout  autre 
système  d'axes.  Elle  suppose  d'ailleurs  un  cas  très  particu- 
lier :  1*  les  trois  racines  de  l'équation  en  X  doivent  être 
réelles;  2""  les  trois  plans  correspondants  à  ces  trois  racines 
doivent  être  rectangulaires. 

Continuons  à  prendre  le  plan  XOY  pour  le  plan  P  de  l'élé- 
ment qui  conserve  son  parallélisme,  et  projetons  sur  ce  plan 
le  mouvement  des  molécules  qui  le  traversent.  11  suffira 
d'étudier  les  variations  des  coordonnées  a;  et  t/  de  ces  molé- 
cules. 

▼.  —  VÈC.  COLUGIK».  G 
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Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  A  traversé  à 
répoque  t  par  une  molécule  ;  on  fait  abstraction  de  la  troi- 
sième coordonnée.    Au    bout  du 
X    temps  dlf  les  coordonnées  de  la 
même  molécule  seront 

x  +  udl,     y-\-vdt. 
'^^l ^^ 

Soient  de  môme  x4-Ç,  y-t-tj 
^^*  ^'  les  coordonnées,  à  l'époque  ^  de  la 

molécule  qui  passe  en  A',  les  différences  Ç  et  yj  étant  infini- 
ment petites.  Elles  deviennent,  au  bout  du  temps  d/. 


et 


Soit  a  l'angle  que  fait  à  l'époque  i  la  droite  AA'  avec  l'axe 
OX.  On  aura  à  l'époque  t 


tanga=|>     ou  bien    a=arctang^i 


et  à  l'époque  /  4-  d<  l'angle  sera  devenu  a  +  à%. 
On  aura  pour  la  variation  c/a  de  l'angle 

■"  ?  +  >»• 

Donc  enfin 

dftj^  Tx'^'^^\Til''Tx)'"^  dj 
dt  Ç*  +  ,« 

rf»       ,     ,  [dv      dv\  du  .  ^ 

=  ^  cos  'a  -f  (  T T-  j  cos  rt  Sin  a  —  ^  8in"  a. 


Telle  est  l'expression  de  la  vitesse  angulaire  de  la  droite 
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AA'  autour  du  point  A  supposé  fixe.  Si  sur  la  direction  AA'  on 
porte  une  longueur  r  inversement  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  la  vitesse  angulaire  prise  positivement,  il  viendra, 
en  prenant  le  signe  convenable  pour  le  premier  membre, 


!</»,,  [év     du\  du  .  ^ 

P  =  5;^«>8««-f^^-3jjco8«8in«-3j^sin««. 


OU  bien 


dv   ^      ,      ,  /dv      du\   .  .  du  ^  .  ^  ,. 

j-  r«  cos*  «  +  (t ^jr«C0Sa«iilfle  —  ^  r«8in»  a  =  =fc  1  ; 

si    l'on  pose  rcosa  =  X,  rsina^Y,  il  vient  Téquation  en 
coordonnées  rectangles 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  second  ordre 
ayant  son  centre  au  point  A.  C'est  une  ellipse  lorsqu'on  a 


fdv      du\ ^      .dv  du 
\dtf     dx)  ^    dxdy 


Alors  -t:  conserve  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs 

de  a,  et  toutes  les  droites  AA'  tournent  dans  le  même  sens 
pendant  le  temps  dt  autour  du  point  A  supposé  fixe.  Si,  au 
contraire,  on  a 


(dv ^V^^l  — '^ 
Ty     dx)  ^^dx'dy 


la  courbe  représentative  des  valeurs  de  -^  représente  une 

hyperbole,  en  prenant  le  signe  supérieur,  et  une  seconde 
hyperbole,  située  dans  les  angles  des  asymptotes  que  la  pre- 
mière laisse  vides,  si  l'on  prend  l'autre  signe.  Dans  ce  cas, 
les  molécules  A'  situées  dans  les  angles  des  asymptotes 
opposés  par  le  sommet  tournent  dans  un  sens  autour  du 
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point  A,  tandis  que  les  molécules  situées  dans  les  deux  autres 
angles  tournent  autour  du  mf^uic  point  en  sens  contraire.  Les 
molécules  situées  sur  les  asymptotes  ne  tournent  pas.  On 
remarquera  que,  dans  ce  d  ernier  cas,  les  racines  de  l'équalion 
(7)  sont  réelles,  et  qu'alors  il  existe  en  un  môme  point  trois 
éléments  plans  qui  restent  parallèles  à  eux-mêmes  dans  le 
déplaccmenl  commun  du  système,  pendant  un  temps  infini- 
ment petit. 

Ces  résultats  rentrent  dans  la  théorie  que  l'on  a  nommée 
récemment  Cinêmalique  des  fliiiths'. 


LIGNES    GÉODÉSIQUES    u'uVE    i 


:    DE    BÉVOLtmOH. 


58.  Si  la  surface  de  révolution  est  un  cylindre  droit  à  base 
circulaire,  clic  est  dèveloppable,  et  les  lignes  géodésiqucs  se 
transformeront  sur  le  plan  en  lignes  droites,  Réenvcloppées 
sur  le  cylindre,  elles  dessineront  des  hélices  et,  comme  cas 
particulier,  des  génératrices  rcctilignes  ou  des  cercles  de  sec- 
tion droite.  Nous  Écarterons  ce  cas,  où  la  solution  est  conaue 
à  priori. 

Soit 


(I) 


?(-■) 


fi^^T?) 


l'équation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ; 
■T,  !/,  :  sont  les  coordonnées  d'un  point,  et  r  sa  distance  à 
l'axe  OZ. 

Imaginons  qu'un  point  M  parcoure  cette  surface  sans  frot- 
tement, et  sans  Cire  soumis  è  aucune  force  autre  que  la  réac- 
tion normale.  Il  décrira  une  ligne  gdodésique  (l.  lïi,  ^  80). 

La  normale  à  la  surface  rencontre  l'axe;  donc  le  théorémp 
des  aires  est  applicable  en  projection  sur  le  plan  XOY.  Appelons 

1.  Voir  à  ce  imet  une  noie  da  notre  Uydraaliqur  [3'  i-dition,  page  S0.  — 
Piris,  Dunod,  ISSO),  où  l'on  trauier*  un  beiu  théorâme  sur  le  uiouvement  per 
nuoeot,  dil  i  I.  F.-G.-W.  Baelir,  profoueur  à  l'Ëcole  poljiectuiiquc  de  Delfu 


J 
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6  l'angle  -'polaire,  dont  la  tangente  trigonométrique  est  ^.  Il 
Tiendra 

(2)  ^T*d$=kdt, 

en  désignant  par  A  la  vitesse  aréolaire  constante. 

De  plus,  comme  il  n'y  a  pas  de  travail,  la  vitesse  du  point 
H  est  constante.  Le  carré  de  la  vitesse  s'exprime,  en  admet- 
tant les  coordonnées  polaires  r  et  0  dans  le  plan  XOY,  et 
la  coordonnée  z  perpendiculaire  à  ce  plan,  par  la  fonction 

-j- .  On  a  donc,  en  appelant  B  une  nouvelle  con- 
stante, 

(3)  dt^  +  r«rf«  4-  rf3«  =  B*dfi, 

Élevant  au  carré  l'équation  (2),  et  divisant  l'équation  (3)  par 
le  carré  de  l'équation  (2),  on  élimine  dt  et  il  vient 

en  appelant  C  une  constante  positive. 
De  l'équation  (1)  on  tire 

valeur  qui,  substituée  dans  l'équation  précédente,  donne,  en 
chassant  le  dénominateur, 


dr»  +  r«rfô*  -f-  (  ?'(r)  )*<''*= |  Cr*rfô« 


pour  l'équation  polaire  de  la  trajectoire,  en  projection  sur  le 
plan  XOY. 

Si  on  la  résout  par  rapport  à  dO,  il  vient 


(4)  c/«  = 


UGSES  GÉODÉSIQUBS  I 
et  la  solution  s'achève  par  une  quadrature,  qu'on  pouiTa  tou- 
jours effectuer  dès  qu'on  connaîtra  la  fonction  ç,  c'est-à-dire 
la  forme  de  la  surface. 

On  peut  démontrer  que,  dans  les  surfaces  de  révolution, 
le  produit  du  rayon  r  par  le  sinus  de  l'angle  9  que  fait  la  ligne 
gcodésique  avec  le  méridien,  est  constant  en  tous  les  points  de 
la  ligne. 

Imaginons  en  effet  un  point  matériel  qui  suive  la  ligne  géo- 
désiquc  avec  une  vitesse  v  constante.  Le  moment  de  la  vitesse 
par  rapport  à  l'axe  OZest  conslanl.  Or  nous  pourrons  décom- 
poser la  vitesse  v  en  deus  composantes  rectangulaires,  dont 
l'une  vcosç  sera  tangente  au  méridien,  cl  l'autre  vsinif  sera 
tangente  au  parallèle.  Le  moment  de  la  première  compo- 
sante est  nul,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  de  l'axe.  Le  moment 
de  la  seconde,  qui  est  normale  à  l'extrémité  du  rayon  r,  est 
l'sinçX'".  Donc  on  a 

Il  cnrésulteque  rsin^  est  constant,  puisque  le  fadeur  v  est 
lui-même  constant. 

39.  Appliquons  ce  théorème  à  la  sphère.  Soient  P  et  F  les 
pilles,  EE'  l'équaleur,  0  le  centre 
de  la  sphère,  Il  ^=  DM  le  rayon, 
et  \  la  latitude  d'un  point  M,  ou 
le  complément  de  l'angle  POM.  On 
aura  pour  le  rayon  du  parallèle 


et  la  ligne  gcodésique  sera  déûnie 
par  la  condition 


^^M  ou  bien 

^^1  puisque  II  est  constant. 

^H  Celle  équation  définit  un  arc  de  grand  cercle  MN  ;  car  elle 


v.^,  L.^. ,  car  elle 
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revient  à  la  proportion  des  sinus  dans  le  triangle  sphérique 

PMN: 

BÎnPM  _  «fiPN 
sinPftM'smPMN* 

^uation  qu'on  peut  ïnettre  sous  la  forme 

sin  PM  X  sin  PMH  =  cos  A  sin  r  =  C08  ;io  Bîi^  ?o« 

^n  appelant  \,  la  latitude  PN,  et  <pp  Tangle  azimutal  PNiM  d'un 
^utre  point  de  l'arc  de  grand  cercle  MN. 

40.  Remarques.  —  l""  On  a  démontré  (t.  m,  §  82)  que,  tout  le 
long  d'une  ligne  géodésique,  le  plan  osculaleur  de  la  courbe 
est  normal  à  la  surface.  Il  en  résulte  que  tout  méridien  est  une 
ligne  géodésique,  et  que,  parmi  les  parallèles,  celui  pour 
lequel  le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  à  l'axe  de 
révolution,  est  aussi  une  ligne  géodésique. 

Dans  le  premier  cas,  la  constante  A  est  nulle  et  la  constante 
C  infinie  ;  l'équation  (4)  donne  dO  =  0. 

Dans  le  second  cas,  on  a  ç'(r)  infini,  avec  dr  =  0,  ce  qui 
laisse  db  indéterminé. 

Dans  le  cas  général,  les  conditions  de  réalité  du  radical  de 
l'équation  (4)  feront  connaître  des  limites  de  r,  et  défini- 
ront les  parallèles  entre  lesquelles  la  ligne  géodésique  est 
comprise.  Comme  dt  est  toujours  positif,  dO  doit  conserver 
toujours  le  même  signe,  et  il  faudra  changer  le  signe  du  ra- 
dical dans  l'équation  (4)  toutes  les  fois  que  r  atteint  une  limite 
au  delà  de  laquelle  dr  change  de  signe. 

2^  L'équation  (4)  intégrée  fait  connaître  en  coordonnées  po- 
laires la  projection  de  la  courbe  cherchée  sur  un  plan  XOY  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  révolution.  Mais  il  sera  ordinairement 
plus  commode  de  recourir  pour  le  tracé  de  la  courbe  au  mode 
de  représentation  suivant. 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  de  ré- 
volution ait  pour  méridienne  une  courbe  PA  qui  rencontre  à 
angle  droit  l'axe  de  révolution  OZ  en  un  point  P,  et  nous  ap- 
pellerons ce  point  le  pôle  de  la  surface. 
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La  méridienne  PA  a  pour  équation  z-:=if[r),  z-  élant  compté 
sur  OZ  à  partir  d'un  point  0  fjuelconque,  et  r  élant  l'ordonnée 
correspondante.  Si  l'on  mène  par  OZ  un  plan  OPB  faisant  avec 


le  plan  OPA  un  angle  0  quelconque,  on  aura  une  seconde  posi- 
lion  PB  de  la  méridienne,  et  un  point  M  aura  pour  coordon- 
nées 011=;,  IIM^r. 

Proposons-nous  de  faire  sur  le  plan  la  représentation  de  la 
surface,  sous  la  condition  que  les  méridicnsPA,  PB,...  soient 
représenliîs  par  des  droites  P'A',  P'B',...  émanant  d'un  môme 
point  P'  pris  pour  représenter  le  pûle,  et  que  tous  les  angles 
soient  conservés  quand  on  passe  de  la  surface  au  plan.  Il 
faudra  d'abord  que  les  angles  autour  du  point  P'  soient  les 
mômes  que  les  angles  0  des  plans  qui  rayonnent  autour  du 
point  P.  De  plus,  si  l'on  prend  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  N  sur  la  surfaee  et  leurs  correspondants  m  et  n  sur  le 
plan,  il  faudra  que  l'angle  euN  soit  égal  à  l'angle  en  n.  Celle 
condition  nous  donnera  la  loi  de  la  représentation  cherchée. 

De  la  relation  z  =  i^{r)  on  peut  déduire  une  relation  enlre 
le  rayon  r  du  parallèle  et  l'arc  s^^PM  compté  sur  la  méri- 
dienne. Soit  «  =^<^  (r)  l'équation  qui  lie  entre  elles  ces  deux 
quantités.  Si  l'on  trace  l'élément  MM'  de  parallèle,  on  aura 
MM'  ^  rrfO  et  M'N  =  ds.  Donc  l'angle  N  du  triangle  infiniment 
petit  MM'N  a  pour  tangente  trigonométrique 

,         X       '■''9 


Pour  définir  les  points  m  du  plan,  nous  emploierons  les  i 
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angles  polaires  mVh!^  égaux  à  0,  et  les  rayons  vecteurs 
Vm=^h.  On  aura  dans  le  triangle  mm'n^  rectangle  enmS 


hdB 
laiign  =  ^. 


L'égalité  des  angles  exige  donc  qu'on  ait  tangN  =  tangn, 
ce  qui  revient  à  l'équation 


dh     de 


Comme  s  est  une  fonction  de  r,  on  aura  ds=>^'{r)dr,  et  on 
trouvera  h  en  fonction  de  r,  en  intégrant  l'équation 

rV[r)dr 

dh      ^'(r)dr  .  .  M,      u     J        ^ 

-r^-^-^-^ — »     ce  qui  donne    A  =  Ao« 


Si,  au  lieu  d'exprimer  s  en  fonction  de  r,  on  exprimait  r  en 
fonction  de  «,  au  moyen  d'une  équation  de  la  forme  r=:  /*(«), 
on  aurait  à  intégrer  l'équation 

dh_d$^ 

h   -flB) 

Supposons  cette  intégration  faite,  sous  une  forme  ou  sous 
l'autre.  Elle  conduira  à  une  équation  qui  exprimera  h  en  fonc- 
tion der  ou  de  Sy  et  qui  permettra  de  faire  correspondre  les 
points  du  plan  à  ceux  de  la  surface. 

Cela  fait,  il  est  facile  de  tracer  sur  le  plan  la  transformée 
d'une  ligne  géodésique.  En  effet,  l'équation  d'une  ligne  géo- 
désique  est 

r  sin  ip  =  constante. 

Si  l'on  se  donne  la  constante,  la  ligne  géodésique  est  déter- 
minée dès  qu'on  en  fait  connaître  un  point.  Cette  équation 
exprime  l'angle  9  en  fonction  de  r,  et  par  suite  en  fonction  de 
h.  Donc  les  angles  9,  qui  sont  conservés  sur  le  plan,  sont  don- 
nés pour  chaque  distance  h  au  centre  P",  et  par  conséquent  on 
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lelombe  sur  le  problème  qui  consiste  à  tracer  vne  courU 
continue  coupant  sous  des  angles  fonctions  des  rayons  une 
série  de  circonférences  concentriques.  C'est  le  problème  in- 
verse des  épicycloïdes  (t.  1,  §  14C),  et  c'est  aussi,  comme  on  l'a 
vu,  le  problème  des  trajectoires  décrites  sous  l'aclion  d'uoc 
force  centrale  (t.  V.  §17). 

On  reviendra  ensuite  de  la  ligne  tracée  sur  le  plan  à  la  ligne 
qui  lui  correspond  sur  la  surface,  en  passant  des  valeurs  de 
h  en  fonction  de  0  aux  valeurs  correspondantes  de  r  ou  de  < 
en  fonction  du  même  angle  0. 

Cette  solution  s'étendrait  sans  difliculté  au  cas  on  la  courbe 
méridienne  ne  rencontrerait  pas  l'axe  de  révolution,  ou  le  cou- 
perait sous  un  angle  autre  que  l'angle  droit. 

SURFACES   DE   NIVE&C    DANS    UN    CAS   PARTICULIER  d'ÉQUILIDRE  fiEL.l.TIF. 


4i.  Supposons  que  les  molécules  composant  un  fluide 
soient  soumises  à  la  loi  de  l'altraclion  mutuelle  propor/ion- 
nelle  aux  dislances.  On  sait  que, 
dans  ce  cas,  l'attraction  totale  exer- 
cée par  un  système  matériel  sur  un 
point  matériel  quelconque,  extérieur 
ou  intérieur,  est  la  même  que  si  la 
masse  entière  du  système  attirant 
était  concentrée  en  son  centre  de 
gravité  (t.  II,  §  220). 
p.    ^  Kous  allons  clierclier  les  surfaces 

de  niveau  d'un  système  fluide,  sou- 
mis à  l'allraclion  proportionnelle  h  la  distance,  el  animé  au- 
tour d'une  droite  fiie  OZ,  passant  par  son  centre  de  gravité 
0,  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme.  Soit  i»  lu  vitesse 
angulaire.  Prenons  pour  axes  l'axe  de  rotation  OZ,  puis  deui 
autres  axes  rectangulaires,  OX,  OY,  mobiles  avec  le  système, 
tin  point  M  quelconque  est  en  équilibre  relatif  sous  l'action 
de  doux  forces,  savoir  :  l'atlraction  du  système,  dirigée  sui- 
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vant  MO  et  proportionnelle  à  la  dislance  MO=r;  et  la  force 
centrifuge,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  PH 
normal  à  Taxe  OZ,  et  proportionnelle  à  ce  rayon  r.  Rapportées 
à  Tunilé  de  masse,  ces  forces  seront  exprimées,  la  première 
par  K*r,  la  seconde  par  coV. 

Projetées  sur  les  axes,  elles  donneront  :  la  première,  les 
composantes 

la  seconde,  les  composantes 

+  ^x,  -h  «*y.     0. 

L'équation  des  surfaces  de  niveau  est  donc 
équation  intégrable,  et  qui  donne 

(  I  )  (««  —  K«)  (a:«  -f  y«)  —  KV = constante. 

Cette  équation  représente  des  surfaces  de  révolution  autour 
de  OZ,  dont  la  méridienne  dans  le  plan  ZOX  s'obtient  en  fai- 
sant y  =  0. 

Les  courbes  représentées  par  Téquation 

(2]  («?«  —  K«)  a;«  —  K«3«  =  constante 

sont  du  second  ordre,  et  elles  ont  pour  axes  principaux  Taxe 
de  révolution  OZ  et  la  perpendiculaire  OX  menée  par  le 
centre  de  gravilé.  Ce  sont  des  hyperboles  si  (o>K,  des 
ellipses  si  a)<K;  enfin  l'équalion  (2)  représenlc  une  série  de 
droites,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  normaux 
à  OZ,  loi*sque  (o=K.  Dans  ce  cas  particulier,  la  résultante  des 
forces  K*r  et  wV  est  parallèle  à  l'axe  OZ. 

Nous  développerons  la  solution  dans  le  second  cas,  celui 
où  Von  a  (I)  <  K.  L'équation  (2)  devient  alors 

(K* —««)««  4-  K«3* = constante, 


02  SURFACES  DE  NIVEAU    . 

ce  qu'on  peut  écrire 

*7  I  — I 

en  attribuant  à  la  constante  une  valeur  particulière,  ce  qui  ne 
change  pas  la  similitude  de  la  courbe. 

La  méridienne  des  surfaces  de  niveau  est  donc  semblable 
à  une  ellipse  AB,  dont  le  demi-axe  OA  est  égal  à  K  et  le 

demi- axe  OB  égal  à  ^K*— wV  Si  du  point  B  comme  centre, 

avec  un  rayon  égal  à  OA,  on  décrit  un 
arc  de  cercle,  il  coupe  la  droite  OA 
au  foyer  F  de  Tellipse.  On  a  donc 
OF=(i>.  Ainsi  la  demi-excentricité  de 
l'ellipse  est  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire, et  le  demi  grand  axe  est  égal  à 
„.    .,  la  racine  carrée  du  coefficient  K*  de 

Fig.  47. 

l'attraction  totale. 
L'aplatissement  relatif,  commun  à  toutes  les  surfaces  de 
niveau,  est  le  rapport 


OA  — OB 
OA 


=  K=«^-=._0_(.)-, 


m     ê  \  Ê  \ 

quantité  sensiblement  égale  à  ^  jt^»  si  le  rapport  ^  est  suffi- 
samment petit. 
Le  rayon   de  courbure   de   la  courbe  en  A  est  égal  à 

— Tr —  =  K— rrî  en  B  il  est  égal  a     .  ■  si  ^  est  très 

1  w* 
petit,  ce  dernier  rapport  est  sensiblement  égal  à  K  +  ^  =7-;  de 

sorte  que  la  somme  du  rayon  de  courbure  au  sommet  A 
et  du  double  du  rayon  de  courbure  au  sommet  B  est  égale 
àSK. 
La  loi  d'attraction  que  nous  avons  admise  dans  ce  problème 
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n'est  pas  celle  qu'on  observe  en  réalité.  L'analyse  qu'on  vient 
de  présenter  s'applique  cependant,  à  titre  d'approximation 
grossière,  au  globe  terrestre.  On  sait  que  Fattraction  à  l'in- 
térieur du  globe  serait  proportionnelle  à  la  distance  au 
centre,  si  le  globe  était  rigoureusement  sphérique  et  formé  de 
couches  sphériques  homogènes.  La  divergence  entre  les  deux 
lois  d'attraction,  pour  un  point  intérieur  au  globe,  résulte 
donc  seulement  du  renflement  équatorial  qui  altère  la  forme 
sphérique,  et  des  variations  de  densité  qui  peuvent  avoir  lieu 
en  divers  points  d'une  même  couche.  Si  donc  on  applique  au 
globe  terrestre  le  calcul  fondé  sur  l'hypothèse  d'une  attrac- 
tion proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  on  obtiendra  un 
résultat  inexact,  mais  cependant  peu  difTérent  du  vrai  ré- 
sultat, par  suite  de  la  faible  influence  de  ces  circonstances 
perturbatrices. 

La  vitesse  angulaire  du  globe,  o),  est  égale  à  0,000073.  Pour 
calculer  K%  remarquons  qu'à  l'équateur  l'attraction  du 
globe  sur  un  point  de  masse  égale  à  l'unité  est  égale  à  la 
valeur  g^  de  l'accélération  9,  quand  on  laisse  de  côté  la  force 
centrifuge,  qu'on  doit  ici  compter  i^  part.  On  a  donc,  en  appe- 
lant R  le  rayon  équatorial, 

K«R=^=y-f-«»R. 

Si  l'on  fait  9  =  9",815  et  R  =  6376821'»  (t.  ffl,  §201), 
on  trouve 

K=y|= 0,00124003, 

1  0)'  (o'R 

et  l'aplatissement  relatif  xrr-,  est  égal  à  -^  =  0,001731, 

1  1 

soit  rmy'  L'aplatissement  observé  est  d'environ  çTr^^-  L'erreur 

relative  est  d'environ  moitié;  mais,  si  l'on  a  en  vue  seu- 
lement la  forme  générale  du  globe  terrestre,  les  deux  ré- 
sultats s'accordent  à  faire  reconnaître  qu'elle  est  très  peu  dif- 
férente de  la  sphère. 


DismiBcno»  DES  axes  pnraaTAUS 
:  [H.AN. 


42.  Etant  donni  un  système  de  points  malàriels  situés  dans 
un  plan,  on  pourra  toujours  trouver  le 
centre  de  gravité  0  de  ce  syslime  et  les 

^     direetions  OX,  OY  de  ses  axes  principaux. 

^-^  Si  l'on  appelle  3",  y  les  coordonnées  du 
point  de  masse  m,  le  système  d'axes  OX, 

— î     OY  satisfera  aux  trois  conditions 


Fi*,  a. 


(1|        2]m^  =  0.     '^my  =  G,     2'"-^  = 


tes  sommes  indiquées  étant  étendues  à  tous  les  points 
donnés. 

Cherchons  les  directions  des  axes  principaux  pour  un  point 
0'  quelconque,  défini  par  ses  coordonnées  a  et  g.  Pour  cela, 
nous  commencerons  par  transporter  les  axes  OX,  OY  parallè- 
lement 5  eux-mêmes  en  O'X'  et  O'Y';  ensuite  nous  ferons 
tourner  ces  axes  autour  du  point  0'  d'un  angle  ç,  tel,  que  la 
somme  analogue  à  Zmxy^  prise  pour  les  nouveaux  axes,  soit 
égale  à  zéro. 

Soient  x'.  if  les  coordonnées  du  point  (x,  i/},  rapportées 
aux  axes  O'X',  O'Y'.  Il  viendra  d'abord 


(S) 


/  !/'=y-p- 


et  par  conséquent 


j-y  =  jy  — »!,    -(Ir  +  B^, 
J-»   =J-»  — 2ttT-)-a», 


multipliant  par  m,    et    faisant  la  somme  étendue  h  tous 


J 
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les  points  y  on  a,  en  tenant  compte   des  équations    (1), 

M  représente  la  masse  totale  du  système  de  points. 

Pour  passer  des  axes  O'X',  O'Y'  aux  axes  O'X",  O'Y",  on  ap- 
pellera âfy  }f  les  coordonnées  du  point  oi,  ]/,  et  on  aura,  en 
exprimant  les  nouvelles  coordonnées  en  fonction  des  an- 
ciennes, 

Donc 

«'^ = x'y' C08  *r  +  3^  sin  7  cos  f — x^  C08  f  sin  f  —  y'x' 8in  *|p 

Multiplions  par  m,  et  faisons  la  somme  pour  la  totalité  des 
points.  Il  viendra 

On  peut  déterminer  9  de  telle  sorte  que  la  somme  Imaf'y" 
deviemie  nulle.  Il  suffît  en  effet  de  faire 

Ung29  = 


7  mx^ —  /my** 


Remplaçons  Zmx*  par  Mpy%  en  appelant  py  le  rayon  de 
giration  du  système  matériel  par  rapport  à  Taxe  OY  ;  et  de 
même  2my*  par  Mp/.  Il  vient 

Cette  équation,  d'où  la  masse  M  a  disparu,  fait  connaître 


IIOHESTS  D'ISERTIE. 
pour  tang  2?  une  valeur  unique.  A  cette  valeur  correspondent 
pour  l'angle  2:f  une  infinité  de  valeurs  équidifféreules,  cl 
dont  la  dirréiencc  est  é^aXc  à  t:;  si  l'on  en  prend  les  moitiés, 

on  aura  pour  9  des  angles  qui  dilTéreront  de  ~.  el  qui  di^fînî- 

ront  seulement  deux  directions  rectangulaires.  Ce  seront  les 
directions  des  axes  princii»aus  au  point  0'. 

On  voit  que  l'on  a  langSs  — 0,  c'est-à-dire  f  =  0  et  9=:^^. 

pour  tous  les  points  des  axes  principaux  OX,  OY,  qui  passent 
au  centre  de  gravité.  Car  alore  l'un  des  facteurs  du  pro- 
duit a?  est  nul.  On  sait  en  effet  que  les  axes  principaux 
OX,  OY  qui  passent  au  centre  de  gravitii,  sont  principaux  en 
tous  leurs  points. 

Si  les  rayons  de  giralion  (>,  et  p,  sont  égaux,  l'ellipse 
centrale  d'inertie  se  réduit  à  une  circonférence,  cl  toute  droite 
passant  par  0  est  un  axe  principal.  Dans  ce  cas,  les  droites 
menées  par  le  point  0,  et  les  droites  qui  leur  sont  perpendi- 
culaires, forment  un  système  d'axes  principaux  pour  leur 
intersection. 

On  a  dans  ce  cas 


ce  qui  donne  langçi=-  pour  une  des  racines  ellang  9=:  — - 

pour  l'autre. 

45.  Si  l'on  suit  à  partir  du  point  0'  la  direction  O'X"  de 
l'un  des  axes  principaux  en  ce  point,  puis  qu'on  répète  la 
construction  en  un  point  0"  infiniment  voisin,  el  ainsi  de  suite 
indéfiniment,  on  tracera  sur  le  plan  une  courbe  continue, 
dont  les  tangentes  et  les  normales  seront  en  chaque  point  les 
axes  principaux  correspondants.  On  peut  faire  la  mâme 
construction  aussi  sur  O'Y*"  el  sur  les  normales  à  la  courbe 
déjà  tracée,  de  sorte  qu'on  arrive  à  découper  le  plan  par  deux 
systèmes  de  courbes  orthogonales,  tangentes  aux  axes  prîn- 


J 
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cipaux  de  tous  leurs  points  d'intersection.  Dans  cette  hypo- 
thèse on  a 


de 


et  par  conséquent 


2^  .-■■'.<*. 

de  sorte  que  les  deux  familles  de  courbes  orthogonales  sobi.;  ^  ^>j  ^ 
définies  par  Téquation  difTérentielle  du  premier  ordre  et  du 

second  degré  en  -r 

rfa*  — rf^*  —  ^,*  — /»,«-[-«*  — ^** 

En  tous  les  points  de  Thyperbole  définie  par  l'équation 

tang  2?  est  infinie  :  ce  qui  montre  que  les  axes  principaux 
ont  la  direction  (p  =  |,  9=-^,  et  sont  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  des  axes  OX,  OY.  Cette  hyperbole  coupe  l'un 
ou  l'autre  de  ces  axes,  suivant  le  signe  de  la  différence 
p/ — p/,  en  deux  points  symétriquement  placés  par  rapport 
au  point  0.  En  ces  points,  il  y  a  un  double  système  d'axes 
principaux;  car,  l'un  des  facteurs  a  et  ^  étant  nul,  les  axes 
principaux  sont  parallèles  aux  axes  OX,  OY;  et  le  point  ap- 
partenant à  l'hyperbole»  les  axes  principaux  doivent  être 
aussi,  par  le  principe  de  continuité,  parallèles  aux  bissec- 
trices de  ces  mêmes  axes.  Donc,  en  ces  deux  points  d'inter- 
tectionj  Vellipse  d'inertie  se  réduit  à  un  cercle.  On  peut  vérifier, 

en  effet,  que  si  l'on  a  par  exemple  ^  =  0,  cL=\/p*j; — p\,  les 
deux  moments  d'inertie  Sma/*,  Smt/'*  sont  tous  deux  égaux 

44.  La  môme  théorie  peut  être  faite  pour  l'espace.   On 

IV.   —  atc.   C0LLI6S05.  "i 
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commencera  par  transporter  les  ajrea  naturels  OX,  OY,  OZ, 
menés  par  le  centre  de  gravité  0,  parallèlement  à  eus-mûraes 
en  un  point  0'  ;  ce  qtù  altérera  les  trois  sommes  Imx'^,  Innj', 
Swii",  et  ce  qui  donnera  des  valeurs  aux  sommes  Zmx'y, 
l.imj'i',  liiiz'x'.  Puis  on  fera  tourner  les  ânes  (VX',  O'V,  CZ' 
autour  du  point  0,  en  cherchant  l'orieutalion  qu'il  faut  leur 
donner  pour  réduire  à  zéro  les  sommes  Zmyij",  Zim/z', 
'Lmz"x"  prises  pour  ces  nouveaux  axes.  11  faudra  trois  angles 
pour  définir  la  position  de  ces  axes  par  rapport  aux  précé- 
dents, et  par  conséquent  on  aura  trois  équations  qui  feront 
connaître  les  positions  des  axes  principaux  en  fonction  des 
coordonnées  a,  p,  y  de  la  nouvelle  origine. 

Les  axes  naturels  OX,  OY,  OZ  sont  principaux  en  tous  leurs 
points,  et  les  plans  principaux  du  point  0  conservent  leur 
parallélisme  pour  tous  les  points  pris  sur  l'un  de  ces  axes.  Si 
rdlipsoïde  central  d'inertie  est  une  sphère,  trois  plans  rectan- 
gulaires conduits  parle  point  0  forment  un  système  de  plans 
principaux,  et  on  obtient  encore  des  plans  principaux  en  dé- 
plaçant le  trièdre  trii-ectangle  parallèlement  à  lui-même,  le 
long  d'une  de  ses  arêtes. 

Mais  tandis  que,  dans  le  plan,  il  existe  toujours  deux  points, 
symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  de  gravité,  pour 
lesquels  l'ellipse  d'inertie  devient  un  cercle  (quand  l'ellipse 
centrale  n'est  pas  elle-mûme  une  circonférence),  il  n'existe 
pas  toujours,  pour  un  système  matériel  dans  l'espace,  des 
points  où  l'ellipsoïde  d'inertie  soit  une  sphère. 

En  effet,  soient  a,  ^,  y  les  coordonnées  d'un  point  C  pour 
lequel  rellipsoidc  d'inertie  serait  une  sphère.  Alors  les  mo- 
ments d'inertie  par  rapport  à  des  axes  quelconques  menés  par 
ce  point  seraient  égaux.  Prenons  les  axes  parallèles  aux  aies 
principaux  de  l'origine.  L'égalité  des  momenis  d'inertie  par 
rapport  aux  axes  entraîne  l'égalité  des  momenis  d'inertie 
par  rapport  aux  plans  des  axes  pris  deux  à  deux.  On  anrs 
donc 
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OU  bien 

D'un  autre  côté,  les  nouveaux  plans  coordonnés  étant  prin- 
cipaux «  comme  les  anciens,  on  a 

c'est-à-dire 

Ua^  =  0,      M^v  —  0,       May  =  0. 

Donc  deux  des  trois  coordonnées  a,  ^,  y  s^^t  nécessairement 
nulles.  Soit  par  exemple  ^  =  0,  y  =  0.  Les  premières  équa- 
tions se  réduisent  à 

^mx*  +  M«»  =  2>y«  =  ^mz\ 

et  il  faut,  pour  qu'on  trouve  une  valeur  de  a  qui  satisfasse  à 
ces  conditions,  que  l'on  ait  Zmy^=lmz^,  c'est-à-dire  que 
l'ellipsoïde  central  soil  de  révolution  autour  de  Taxe  OX. 


FORME   DE   l'hERPOLODIE   DE   POIKSOT. 

45.  Poinsot,  et,  d'après  lui,  tous  ceux  qui  ont  exposé  la 
théorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe 
quand  il  n'y  a  pas  de  force  appliquée  au  corps,  ont  admis 
que  Yherpolodie^  c'est-à-dire  la  courbe  décrite  par  le  pôle 
instantané  sur  le  plan  invariable,  était  une  courbe  ondulée, 
servant  de  base  à  un  cône  à  cannelures. 

M.  le  comte  de  Sparre,  professeur  à  l'Université  catholique 
de  Lyon,  a  le  premier  reconnu  par  le  calcul  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  et  que  l'herpolodie  n'a  pas  de  points  d'inflexion;  de 
sorte  que  sa  courbure  est  toujours  de  même  sens,  la  concavité 
de  la  courbe  regardant  toujours  le  pied  de  la  normale  abaissée 
du  point  fixe  sur  le  plan  invariable.  Ce  résultat  est  contenu 
dans  un  mémoire  où  le  savant  auteur  applique  aux  problèmes 
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de  la  rotalion  d'un  solide  cL  du  pendule  conique  l'analyse 
des  fonctions  ellipliqucs,  déjà  employée  par  M.  Hcnnite  pour 
l'étude  de  ces  questions'. 

M.  Mannhcim  a  donné  du  miime  théorème  une  déraonslra- 
lion  géométrique  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  des  6  el  13  avril  18ïi5.  Il  a  reconnu,  par  la  simple 
géoméirie,  que  l'herpolodie  de  Poinsot,  obtenue  en  faisant 
rouler  sur  un  plan  un  ellipsoïde  qui  satisfait  au\  inégalités 
A<B  +  C,B<A4-C,C<IÎ  +  A  (t.  m,  §  2îl),  ne  peut 
avoir  ni  point  de  rebroussement,  ni  point  d'inllcxion. 

La  question  a  i^té  depuis  reprise  par  plusieurs  auteurs  : 
MM.  de  Sainl-Gcrmain  ',  Franke»,  etc. 

On  trouvera  des  recherches  1res  intéressantes  sur  la  théorie 
de  Poinsot  et  sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolu- 
lion  lixé  par  un  point  de  son  axe  dans  les  communications 
de  M.  Darboux  à  l'Académie  des  Sciences,  des  29  juin,  6  et 
20  juillet  1885.  cldeM.  ]fulplien,du20avrillS85. 


rilEUVES   SIECAHIOUES    DE    LA    BOTATIOS    DE    LA    TERRE. 


veHR^ 


46.  Sous  ce  titre,  M.  Pli.  Gilbert,  professeur  à  l'univei 
de  Louvain,  a  passé  en  revue  et  discuté  les  divci's  modes 
d'expérience  qu'on  a  employés  il  diverses  époques  pour  mcltre 
en  évidence  la  rotation  du  i^lobe  teneslre'. 

Il  a  signalé  de  nombreuses  anomalies  dans  les  résultats 
bruts  observés  par  Reicli,  en  1851,  aux  mines  deFreiberg. 
expériences  qui  ont  consisté  essentiellement  à  laisser  tomber 
dans  un  puils  une  balle  pesante,  el  à  constater  la  déviation 
qu'elle  subit  (t.  III,  §  203).  En  réalité,  l'accord  annoucé  entre 
la  théorie  et  l'observation  n'est  obtenu  qu'en  prenant  des 

I,  Sur  le  mOHBtnKttl  d'va  lotide  auloar  d'an  point  fixe  el  liir  le  pendult  f»- 
nique,  pur  le  conile  de  Sparrc.  eitnit  des  Annnlea  de  la  SnciélË  scienlUlitua  dr 
BruxdlM,  g*  uuiée,  1885.  —  CompUi  rendut  de  lAcitdànie  det  teiencet,  M  no- 
rerobre  ISSi. 

S.  Confia  rendut  du  37  ivrîl  IK85. 

3.  Compte*  rendut  du  S9  juin  IRSà. 

4.  Hevue  det  ijutithiu  leientifiquei,  avril  ISS2  (Bruipties). 


les).  ^^H 
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moyennes  entre  des  résultais  très  discordants,  et  en  élaguant 
un  certain  nombre  d'observations  qui  auraient  altéré  trop 
notablement  la  moyenne,  sans  qu'il  y  eût  d'ailleui*s  aucune 
objection  contre  leur  admission  au  même  titre  que  les  autres. 
La  conclusion  de  M.  Gilbert  est  que  ces  expériences  sont  à 
refaire,  mais  qu'elles  supposent  des  mesures  si  délicates»  et 
qu'elles  comportent  de  telles  chances  d'erreur,  qu'il  y  a  peu 
d'espoir  d'en  tirer  des  conclusions  valables. 

Le  pendule  de  Foucault,  et  ses  expériences  au  Panthéon, 
en  1851,  bientôt  après  le  gyroscope  du  même  auteur,  puis  le 
pendule  gyroscopique  de  M.  Sire,  enfin  le  gyrobaroscope  de 
M.  Gilbert,  construit  par  H.  Ducrétet,  sont  des  appareils  qui 
permettent  d'atteindre  une  bien  plus  grande  précision  dans 
les  mesures,  et  de  constater  d'une  manière  de  plus  en  plus 
exacte  l'accord  de  la  théorie  et  des  faits  observés  en  ce  qui 
concerne  la  rotation  du  globe  terrestre. 

QUELQUES   REMARQUES    SUR   LÀ   DYNAMIQUE. 

47.  Nou^  avons  étudié,  au  Congrès  de  l'Association  fran- 
çaise à  la  Rochelle,  séance  du  28  août  1882,  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  corde  du  globe  terrestre,  en  suppo- 
sant le  globe  homogène.  On  reconnaît  facilement  que  ce 
mouvement  est  oscillatoire,  et  que  la  durée  du  parcours, 


-sH 


(équation  où  a  désigne  le  rayon  de  la  sphère  terrestre),  est 
indépendante  de  la  corde  considérée  (abstraction  faite  des 
petites  variations  de  g).  Ce  résultat  n'est  pas  altéré  quand  on 
suppose  un  frottement  proportionnel  à  la  presision  normale  : 
le  trajet  est  raccourci,  mais  la  durée  du  trajet  reste  la  même. 
Au  Congrès  de  Grenoble  en  1885,  séance  du  14  août,  nous 
avons  retrouvé  une  expression  semblable, 


—Vl' 


a  vitesse. 
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pour  In  durée  du  tour  entier  du  cercle  d'horizon  qu'an 
aperçoit  d'un  point  S,  avec  la  vitesse  due  à  la  hauteur  de 
ce  point  S,  de  sorte  que  celle  durée  est  indép«ndante  de  la 
hauteur;  elle  varie  h  peine  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface 
du  globe.  La  formule  peut  s'éfendi-e  à  une  hauteur  de  chute 
quelconque,  moyennant  la  substitution  d'un  cercle  équi- 
valent, comme  suifacc,  û  la  calotte  sptiérique  vue  du  point 
de  départ. 

La  quantité  \/-  est  une  vitesse  angulaire,  w.  Celte  v 

calculée  en  faisant  usage  de  la  valeur  de  (/  qui  correspond 
à  ['attraction,  abstraction  faite  de  la  force  ccnlrifngc  duc 
au  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  est  le  moyen  mouve- 
ment d'un  satellite-limile,  qui  raserait  la  surface  du  globe  en 
déciivant  un  grand  cercle  de  la  sphère.  En  appliquant  ii  ce 
satellite  fictif  et  à  la  lune  la  troisième  loi  de  Kepler,  on 
retrouve  la  distance  moyenne  de  la  lune  ù  la  terre,  si  Ton 
.suppose  connue  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  notre 
satellite. 

Si  l'on  considère  une  planète  et  le  soleil,  et  qu'on  appelle 
a  le  rayon  de  la  planète,  t  la  durée  du  tour  d'horizon,  A  le 
rayon  du  soleil,  0  la  durée  du  tour  d'horizon  sur  la  surface 
solaire.  L  la  moyenne  dislance  de  la  planète  au  soleil,  et  T  la 
durée  de  la  révolution,  on  a  onlrc  ces  six  quantités  la  relation 

Enfin  le  produit  delà  durée  du  tour  d'horizon  pour  une 
planète  quelconque  par  la  racine  carrée  de  la  densité  moyenne 
de  cette  planète  est  co7istan(  pour  toutes  les  planètes. 


nEME-NT    ELLIPTIQUE   DES    PLANÈTES. 


48.  Imaginons  un  point  mobile  M  qui  parcourt  une  cer- 
taine trajectoire  AB.  Soit,  fl  un  instant  doimé.  y  sa  vitesse, 
dirigée  suivant  la  tangente  MT,  et  j  son  aca'lération  totale. 


liiJ 
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dirigée  suivant  la  ligne  MS,  qui  est  contenue  dans  le  plan 
osculateur  au  point  M.  Soit  \l  Tangle  SMT  de  l'accélération 
avec  la  vitesse;  soit  enfin  p  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire, MN  la  normale  principale,  et  C  le  centre  de  cour- 
bure. La  composante  normale  de 
Taceélération,  j  sin  (a,  sera  égale  à 


17* 


— >  et  par  suite 


p  Sm  tt  =  -r 


V* 


La  quantité -r  peut  être  considé- 
rée comme  la  hauteur  qui  serait 
due  à  la  vitesse  Vy  en  supposant  Fig.49. 

que  l'accélération  j  reste  constante 

pendant  tout  le  parcours  de  cette  hauteur.  Si  donc  on  pro- 
jette le  point  C  en  H  sur  la  direction  de  l'accélération  totale 
et  qu'on  prenne  le  milieu  L  du  segment  Mil,  la  longueur  ML 
est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v,  dans  l'hypothèse  où  l'ac- 
célération j  remplacerait  l'accélération  g  de  la  pesanteur. 

Supposons  de  plus  que  le  problème  du  mouvement  du 
point  M  admette  des  surfaces  de  niveau,  ce  qui  exige  que  les 
accélérations  y  soient  définies  pour  chaque  point  de  l'espace; 
si  Ton  fixe  la  valeur  de  la  vitesse  v  pour  Tune  de  ces  sur- 
faces, il  en  résulte  qu'en  tout  point  M  de  l'espace  on  con- 
naîtra à  la  fois  la  valeur  de  l'accélération  jy  normale  à  la  sur- 
face de  niveau  EF  qui  passe  en  ce  point,  et  la  valeur  de  la 

vitesse  v;  on  connaîtra  par  suite  la  quantité  -r  =:MII,  qu'on 

pourra  porter  sur  la  direction  de  l'accélération  totale.  Menons 
par  le  point  H  un  plan  normal  à  MU  ;  ce  plan  contiendra  le 
point  G,  centre  de  courbure  au  point  M  de  la  trajectoire  du 
point  mobile,  quelle  qu'elle  soit,  et  l'on  obtient  ce  théorème  : 
Quand  il  y  a  des  surfaces  de  niveau  et  que  la  vitesse  du 
point  mobile  est  connue  en  grandeur  pour  chaque  point  de 
VespacCy  le  centre  de  courbure  de  toute  trajectoire  qui  passe 
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en  un  point  donné  est  contenu  dans  un  plan  qu'on   peut 
construire  à  priori. 

49.  Cette  remarque  trouve  son  application  dans  la  théorie 
du  mouvement  elliptique  des  planètes. 
Soient  0  le  centre  d'attraction,  que  nous  supposerons  fixe; 

M  la  position,  à  une  certaine 
époque,  du  point  mobile,  à  la 
distance  OM  =  r  du  centre 
fixe. 
L'accélération  j  du  point  U 
*  est,  par  hypothèse,  dirigée  sui- 
vant MO,  et  s'exprime  par  la 

fonction  —^j  K  étant  une  con- 

stante.  Les  surfaces  de  niveau 
sont  ici  des  sphères  décrites  de 
0  comme  cenire;  et  si  Ton 
donne  la  vitesse  v  à  la  distance  OM  =  r,  la  vitesse  sera  con- 
nue pour  tout  point  de  l'espace. 

L'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  du 
point  donne  dans  ces  conditions 


Kig.  50. 


-,..=-«xi=„(i-i) 


équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


(1) 


••=»a-y 


en  déterminant  la  quantité  a  par  la  relation 


(2) 


1       2K 

— ^—  _-  ^__  *«  • 

2a~r„      '«• 


c   •       1        >  •   ^  2K     ,      2K      ,      2K 

Suivant  qu  on   aura  V  <  ~'  V  =  ~r»  V  >  — '  ^  ^^ 

'  0  'o  'o 

positif,  infini  ou  négatif.  Nous  supposerons  ici  que  le  prc- 
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mier  cas  ait  lieu»  de  sorte  qu'on  obtiendra  une  certaine  lon- 
gueur positive  2a  satisfaisant  à  la  condition  (2). 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura  v  =  0  pour  r  =  2a,  et  si  Ton  prend 
0A=  2a,  tous  les  points  de  la  sphère  S  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  OA  pour  rayon  correspondent  à  une 
vitesse  nulle  du  point  mobile.  La  vitesse  t;  en.un  point  quel- 
conque du  rayon  OA  est  donnée  par  l'équation  (i),  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme 


,,  ^-«(S=-')=!?. 


en  appelant  v*'  la  distance  MA  du  point  M  à  la  surface  de 
niveau  de  vitesse  nulle. 


V* 


Formons  la  quantité  -r  ;  il  viendra 


j«      \ar) 


t>«      \ar  /      rr' 
a 


'  (^) 


On  voit  que  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v,  sous  l'accélé- 
ration jy  est  proportionnelle  au  produit  des  deux  segments 
OM,  MA,  dans  lesquels  le  point  M  divise  le  rayon  OA.  Le 
maximum  de  ce  produit  a  lieu  pour  r=r',  c'est-à-dire  au 


v' 


milieu  de  OA;  on  a  alors  ^=^0. 

1 

Tv'      W2a  ^—  I*) 
Construisons  la  parabole  y  =  —  = y  qui  passe  par 

les  points  0  et  A,  et  qui  a  pour  ordonnée,  au  milieu  de  OA,  la 
moitié  de  la  distance  OA.  Si  Ton  rabat  MK  en  Mil  sur  la 
direction  de  l'accélération,  le  centre  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire au  point  M,  quelle  qu'elle  soit,  sera  siluô  sur  la 
droite  Iffl'  perpendiculaire  à  OA,  en  supposant  que  le  mou- 
vement s'opère  dans  le  plan  de  la  figure. 

On  peut  trouver  cette  quantité  MH  sans  tracer  la  parabole 
OKA. 


Ot;  MOrVEMEM  ELLlPTlOli: 

Du  point  X  menons  une  tangente  AS  au  cercle  dcci  it  de  U 
comme    centre    avec  OM  =  r   pour    rayon.   Abaissons   SP 

perpendiculairement    sur    OA.    11 
viendra 


ou 


Donc 


Ô?=OPxOA 


r«  =  0Px2a. 


r« 


^^=5* 


pu-.,      f^  _r{^a-r)_rf'_^ 


Donc 


V* 


MH  =  -  =  2PM. 
J 


Le  cercle  MS  est  la  ligne  de  niveau  qui  passe  au  point  M 

Il  est  remarquable  que  cette  construction  du  point  P  soi 
celle  que  Ton  fasse  pour  ramener  la  cubature  d'un  solid 
de  révolution  à  la  quadrature  d'une  surface  plane. 

Si,  aux  données  dont  on  a  déjà  fait  usage,  on  joint  1 
direction  MP  (fig.  50)  de  la  vitesse  Vy  que  nous  supposions  seu^ — 
lement  connue  en  grandeur,  le  mouvement  est  déterminé  ^ 
On  voit  tout  de  suite  que  le  centre  de  courbure  au  point  19 
sera  le  point  C,  intersection  de  IIll'  avec  la  normale  élevéo 
dans  le  plan  PMO  perpendiculairement  à  la  vitesse  v. 

50.  Proposons-nous  de  déterminer  la  trajectoire  d'une 
manière  simple  et  sans  recourir  à  aucune  intégra- 
tion. 

Il  faudra  pour  cela  joindre  à  Téquation  des  forcer  vives  (2) 
l'équation  fournie  par  le  théorème  des  aires,  savoir  : 

(5)  pf  =  2A, 

p  étant  la  distance  OP  du  centre  d'attraction  à  la  vitesse,  et 
A  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon  vec- 
teur r. 
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Dans  l'équalion  (5)  remplaçons  v  par  sa  valeur  tirée  de 
r&quation  (5).  Il  vient 

Du  point  A  abaissons  AF  perpendiculaire  sur  la  tangente, 
et  soit  AF  =  p'.  On  alira  la  proportion 

p  _0P  _0M      r 

^t  par  conséquent  on  peut  remplacer  l'équation  (6)  par  la  sui- 
vante, 


PX\/l\/h'^' 


^u  encore,  en  élevant  au  carré, 

(7)  pp'=z-^,  quantité  constante. 

Cette  relation  va  nous  servir  à  limiter  la  course  du  point 
Mobile  sur  le  rayon  OA.  En  effet,  on  a  à  la  fois 


p=:rsin/i     et     //ssr^sin^n; 

par  conséquent 

nn'  ^  n/  sin  •«  =  — 


(8)  |j/>'  =  rKsinV=' 


Le  maximum  de  sin*  (a  correspond  donc  au  minimum  de 
,  et  le  minimum  de  sin*  (jl  au  maximum  du  même  produit. 
Or  r  -r-  r'  =  2a,  et  le  maximum  de  r/  correspond  à 

r  =  1^^=10, 

L.e  minimum  de  sin'  p.  est  donc  donné  par  la  relation 


a!où  l'on  déduit 


4A«a     4A« 


2A 
)JVia 
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Quant  au  maximum  de  sinV,  c'est  l'imité,  et  celle  valeur 
définit  le  minimum  de  rr'.  On  a 


rr'zs 


Wa 


Sur  OA  = 


B     B' 


2a  comme  diamètre  décrivo.ns  une  demi-circon- 
férence ;  prenons  ensuite  sur  la 
tangente  en  0  à  cette  circonfé- 
rence une  longueur 


0      M' 


0B  =  3A 


^''^'  ^-  et  menons  BB"  parallèle  à  OA.  Les 

points  d*interscction  B'  et  B",  projetés  sur  OA»  donneront  les 
valeurs  extrêmes  OM'  et  OM"  du  rayon  r,  et  feront  connaître 
deux  cercles  entre  lesquels  la  trajectoire  reste  nécessaire- 
ment comprise. 
Il  faut,  pour  que  la  rencontre  en  B'  et  B"  soit  possible,  que 

Ion  ait  2A  i/^  <  a  ou  2A  <  ^Ka;  cette  condition  est  aussi 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  valeur  du  minimum  de 
sin  |x  soit  réelle. 

Or  celle  condition  est  toujours  remplie.  En  effet,  2A  est  égal 
au  produit  />r,  lequel  est  au  plus  égal  à  v  x  r,  c'est-à-dire  à 


V^"v/ix,=v/?,'^, 


le  maximum  de  rr'  correspond  hr=ir'=^ay  puisque  r  et  r'  sont 
deux  longueurs  dont  la  somme  est  constante  et  égale  à  Sa- 

Donc  2A  est  au  plus  égal  à  y/Kâ. 

On  peut  remarquer  que  —  est  maximum  et  égal  à  apoar 

»* 

rz=r  ,  et  minimum  pour  jt'  minimum  :  alors -7- est  ^1» 

4A' 
K  • 
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Ces  préliminaires  posés,  venons  à  la  recherche  de  Téqua- 
tion  de  la  trajectoire.  Reprenons  pour  cela  les  deux  équations 


(3) 

^_KSa  — r_!K       K 
a      r           r       a 

et 

(5) 

p»  =  2A; 

éliminons  entre  elles  la  vitesse  v;  il  viendra 

'  p^        r       a 

relation  entre  le  rayon  vecteur  r  =  OM  et  la  distance  p  =  OP 
du  pôle  à  la  tangente. 

51.  Ce  système  particulier  de  coordonnées  est  très  com- 
mode pour  la  détermination  des  rayons  de  courbure.  On  a,  en 
efTety  au  point  dont  les  coordonnées  sont  p  et  r, 

rdr 

Au  lieu  d'appliquer  cette  formule  à  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire,  nous 
chercherons  d'abord  Téquation , 
dans  le  même  système  de  coor- 
données, du  lieu  du  point  P,  pro- 
jection du  pôle  fixe  0  sur  les  (an- 
fientes  à  la  courbe.  Pour  cela, 
commençons   par    rapporter    la 

courbe  lieu  des  points  M  à  des  coordonnées  podaireSy  savoir 
Tangle  XOP  =  a  fait  par  OP  avec  une  direction  fixe  OX,  et  la 
longueur  0P=/?.  Si /?  =  /■  (a)  est  Y  équation  podaire  du  lieu 
tle  M,  cette  môme  équation  représentera  en  coordonnées 
polaires  le  lieu  du  point  P,  podaire  du  lieu  du  point  M.  On 

aura   de  plus  PM  =  ~ . 


fi#  lOmiE!!!  ELLIPTIQUE 

Cherchons  Fangle  V  que  fait  la  tangente  PR  au  lieu  do 
point  P  avec  le  rayon  Tectenr  OP.  On  aura 

ép       /iip\     PI      ••'^^• 

d*où  résulte  que  Fangle  Y  est  égal  à  Tangle  |i,  et  que,  si  Pou 
abaisse  OR  perpendiculaire  sur  RP,  le  triangle  ORPaera  sem- 
blable au  triangle  OPM.  Soit  donc  OR  =  9.  Il  viendra 

« 

OR  _  OP  q       p 

Up~Û5    "^    p^r 

el  par  suite  Téquation  g  =— ,  dans  laquelle  on  remplacera r 

par  sa  valeur  tirée  de  (9)  en  fonction  de/>,  sera,  entre  ks 
coordonnées  q  et  p,  Téquation  du  lieu  du  point  P.  Or  Féqaa* 
tion  (9)  donne 


et  par  suite 


SK      44*  ,  K 


substituant  dans  l'équation 


il  vient 

Telle  est  Téquation  du  lieu  de  P,  dont  nous  allons  chercher 
le  rayon  de  courbure  :  il  sera  donné  par  Téquation 

_  Pfip 

qui,  appliquée  à  Téqualion  (10)  différcntiée, 

a 

donne 

/9  =  fl; 


le  rayon  de  courbure  est  donc  conslant.  el  par  suite  ht  courbe 
lien  du  point  P  est  un  cercle. 

52,  Ceci  suflirait,  assuriiiiient,  pour  qu'on  pùl  délcrminer 
le  lien  du  point  M,  par  l'en- 
veloppe  de  la  droite  PM:  "'^ 
raais  on  peut  siinplifler  en-                       /  \ 
core  la  solution  du  problème 
en  cherchant  d'abord  la  po- 
sition du  centre  de  courbure 
du  lieu  du  point  P,  centre 
qui  sera  nécessairement  un 
point  lixe,  puisque  ce  lieu 
est  une  circonrêrcnce.  * 

Au  point  V  menons   une  fip-si. 

perpendiculaire  PC  à  la  droite  PR:  ce  sera  une  normale  i\ 
la  circonférence  à  laquelle  appartient  le  point  P  ;  si  donc  sur 

cette  droite  PC  nous  prenons  une  longueur  I'C^^o^ôOA, 

le  point  C  sera  le  centre  de  la  circonférence,  el  par  consé- 
quent ce  point  C  est  un  point  fij-e.  Cela  posé,  menons  par  le 
point  M  une  droite  QMF  symétrique  de  OMA  par  rapport  â  la 
tangente  MP  à  la  trajectoire,  et  soit  F  le  point  symétrique  du 
point  A,  Q  le  point  symétrique  du  point  0  par  rapport  à  MP.  Les 
points  P  et  I  seront  les  milieux  des  droites  QO,  AF.  L'égalité 
des  angles  OPC,  OQF  montre  que  PC  et  QF  sont  parallèles.  La 
droite  t'Q  est  égale  à  2a,  puisqu'elle  est  égale  à  OA ,  et  l'on  a 

PC=  a  =  n  QP-  Donc  le  point  C  appartient  à  la  droite  OF, 

dont  il  est  le  milieu.  Donc  enlin  ie  point  F,  symétrique  du 
[toint  \  par  rapport  à  la  tangente  MP,  est  un  point  fixe. 

On  Ji  d'ailleurs  OM-(-MF=:OM  4-NLV=2a,  de  sorte  que 
)• -)- r' ^:  2(1  est  l'équation  delà  trajectoire,  rapportée  aux  deux 
pùlcs  fixes  0  et  F,  La  trajectoire  est  en  définitive  une  ellipse, 
dont  le  centre  d'attraction  el  le  point  F  sont  les  deux  foyers, 
et  qui  a  pour  grand  axe  la  quantité  2a,  rayon  du  cercle  qui 
correspond  à  la  vitesse  nulle,  quantité  indépendante  de  la  di- 
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rection  dans  laquelle  le  point  mobile  est  lancé  à  partir  du  point 
M,  et  dépendante  seulement  des  valeurs  simultanées  de  r  et  v 

au  point  de  départ. 

I 

53.  La  même  construction  montre  que  CI  =  5  OA  =  CP,  d(^ 

sorte  que  le  cercle  lieu  du  point  H  est  aussi  le  lieu  du  point  U 
projection  du  second  foyer  F  sur  la  tangente.  Considéré  à  ce 
point  de  vue,  la  trajectoire  du  point  M  est  Venveloppe  du  côi^ 
PI  d'un  rectangle  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  PC,  et  donC 
deux  côtés  opposés  passent  constamment  par  deux  points  fixem 
0  et¥,  placés  symétriquement  par  rapport  au  centre.  Sous 
cette  forme,  on  reconnaît  aisément  que  le  produit  OPxFI 
est  constant. 

La  distance  OC,  qui  est  la  demi-distance  focale  de  rellipse, 
s* obtient  aisément  au  moyen  du  triangle  OPC,  dans  lequel  on 

aOP=p,  PC=a,  étrangle  OPC  =  |  — jx.  Si  Ton  appelle  c 

la  distance  OC,  on  aura 

mais  p = r  sin  jjL  ;  il  vient  donc 

c*  =  a*  4-  '^  sin*  /*  —  2ar  sin*  a  =  a*  —  r  (2a  —  r)  sin*  /t 
=  a*  —  n*'  sin*  u^=a^ p-  » 

ce  qui  confirme  la  conclusion  que  la  distance  OC  est  constante. 

4A'a 
On  voit  de  plus  que  -j^  représenle  le  carré  6*  de  la  moitié  du 

petit  axe  de  Tellipse. 

Kr'  K 

L'équation  v*  =  —  montre  que  -  est  le  carré  d'une  vitesse 

ar  ^      a 

linéaire.  La  constante  K,  divisée  par  rS  donne  raccéléralion 

j.  qui  est  homogène  à  une  longueur/  divisée  par  le  carré  d'un 

K       /  /r* 

temps  t.  On  a  donc  -  =  t*  et  par  suite  K  =  — . 

7*-      r      ^  t* 
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K  r* 

Si  l'on  divise  par  a»  -  devient  homogène  à  -,,  ou  au  carré 


d'une  vitesse 


(0- 


On  a  »'  =  -  lorsque  r=:^r^y  c'csl-à-dire  quand  le  mobile 

passe  à  la  distance  a  du  point  0,  c'est-à-dire  enfin  quand  le 
mobile  occupe  l'un  des   sommets  du  petit  axe.  La  vitesse 


\/' 


bile;  c'est  la  vitesse  uniforme  qu'il  aurait  s'il  décrivait  autour 

4u  point  0  le  cercle  de  rayon  a.  On  voit  que  -y-  =  2A  i/ jt 

^présente  la  distance  du  foyer  0  à  la  tangente  au  sommet 
du  petit  axe,  distance  égale  au  demi  petit  axe,  b. 

Les  équations  obtenues  conduisent  très  rapidement  au  rayon 
^e  courbure  de  la  trajectoire.  On  a  en  effet  à  la  fois 

'^      '^     j       a  '^        K 

Multiplions  ces  deux  équations.  11  vient  p  sin' i*  = -jt-  =  — , 

^lation  connue  du  rayon  de  courbure  de  Tellipse. 

La  hauteur -r- varie,  avons-nous  vu,  entre  a  pour  r  =  r'f 
J 

4A' 
et  —  pour  rr^  minimum,  ou  pour  sin  ijl=1.  On  voit  que 
a 

4A*       6' 

"—  =  —  est  le  rayon  de  courbure  au  sommet  du  grand 

^xede  Tellipse.  C'est  évident  d'après  la  construction. 

La  durée  T  de  la  révolution  est  indépendante  de  A.  On  a 

^u  effet  T  =  ^,  en  divisant  Taire  de  l'ellipse  par  la  vitesse 

réolaire;  mais  6=2Ai7^.Donc  T=  -^^^-j  expression  qui 
ne  renferme  plus  A. 

f .  —  mie.  OOLLNIK».  8 


U 
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Le  moyen  wumremtni  n  est  èg«l  à  y*  oo  i  \/ 3-  On  r- 
IrooTe  la  rdatioa  n  V = K,  confonne  k  la  troisièmeloi  deKepItf . 

Si  Ton  rempbœ  i/ -  par  Y,  vitesse  aniforme  sur  le  cercle 
moTeo,  00  a 

■     T^ 

relation  éfidente,  puisqu'elle  exprime  qu*i  cette  Tilesse  V 
le  mobile  mettrait  le  temps  T  à  parcourir  la  circonfôrence  en- 
tière 2ra. 

La  constante  K,  lorsqu'on  admet  la  fixité  du  centre  d*attn^ 
tion  0,  est  le  produit  du  coefficient  f  de  Tattraction  de  deux 
masses  égales  à  Tunité,  situées  k  Tunité  de  distance,  par  b 
masse  M  du  point  attirant.  Si  ce  point  matériel  est  une  sphère 
de  rayon  R  et  de  masse  spécifique  p,  on  a 

et  par  suite 

Si  on  désigne  par  g  Taccélération  due  à  l'attraction  de  cette 
sphère  sur  un  point  placé  à  sa  surface,  on  aura 


par  suite 


et  enfin 


On  retrouve  le  facteur  \/->  vitesse  angulaire  d'un  point 

qui  parcourrait  avec  la  vitesse  Y  la  circonférence  d*un  grand 
cercle  de  la  sphère  attractive. 
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54.  Soit  P  un  système  matériel,  composé  de  poiuls  k  dont  les  positions 
et  les  masses  sont  données; 

Soit  M  un  point  tnatériel  de  masse  [a,  dont  la  position  est  définie  par 
ses  coordonnées  a,  p,  7,  rapportées 
à  trois  axes  rectangulaires,  OX,  OY, 
OZ. 

Appelons  x,  y,  s  les  coordonnées  d*un 
point  A  quelconque,  et  p  la  masse  spé- 
cifique du  système  en  ce  point. 

Nous  supposerons  que  le  point  M  su- 
bisse de  la  part  de  chaque  point  A  du 
système  P  une  attraction  dirigée  sui- 
vant MA,  proportionnelle  au  produit  des 
masses  des  points  M  et  A,  et  à  une 
fonction  F(r)  de  la  distance  MA  =  r. 
L'attraction  exercée  par  le  point  A  sur  le  point  H  sera  exprimée  par  le 

produit 

/m/*F(r), 

m  étant  la  masse  du  point  A,  et  ses  composantes  suivant  les  axes  seront , 
parallèlement  à  Taie  des  x,       fin/»F(r) 
—  à  Taxe  des  y,        />w/xF(r) 

--  à  Taxe  des  s,        fmiif[r) 


x\  g 


Fig.  55. 


r 

r 
3  — y 
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Ces  composantes  portent  leurs  signes  avec  elles,  comme  il  est  facile  de  le 
vérifier. 

Pour  trouver  la  résultante  des  actions  exercées  par  tout  le  système  P  sur 
le  point  H,  on  devra  faire  la  somme  de  ces  composantes  pour  toutes  les 
masses  m  dont  la  réunion  forme  le  système  P.  Décomposons  ce  système  ei^ 
volumes  élémentaires,  dxdydz,  nous  aurons 

m  =  pdxdydz 

pour  la  masse  de  Tun  de  ces  éléments,  et  les  composantes  I,  Y,  Z  de 
résultante  cherchée  seront  données  par  les  intégrales  triples  : 

(1)  j     \  =  ffj^fffpf[r)y^^  dxdydz, 

Z  =  ff'fffp^ir)  ^  dxdydz. 

Les  intégrales  sont  supposées  étendues  à  tous  les  éléments  du  système    T. 
La  distance  r  s'exprime  en  fonction  des  coordonnées  par  Téqualion 

(2)  r  =  V(x-«)«-i-(y-^)«4-(»-y)S 

en  prenant  la  détermination  positive  du  radical. 

Les  équations  (1)  conduiraient  à  faire  trois  intégrales  triples,  distin^^tes 
les  unes  des  autres;  on  peut  simplifier  le  problème  et  ramener  ces  tjnois 
opérations  à  une  seule,  en  introduisant  une  fonction  auxiliaire,  savoir 

P)  f[r)==fF{r)dr. 

Posons  en  effet 
W  JJJf:^(r)dxdydz=:M, 

rinlégrale  triple  s'étendant  à  tout  le  système  P. 

U  sera  une  fonction  des  coordonnées  a,  p,  ^  du  point  H,  et  on  aura,  e/i 
prenant  successivement  les  dérivées  de  U  par  rapport  à  ces  trois  quan- 
tités, 

S  =  ///''!'>  I  *■'»'■■ 
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Or  réquation  (2),  différenf  iée  en  faisant  varier  seulement  a,  p,  7,  nous 

donne 

rfr__  —  [x  —  g) X  —  g 


Par  suif  e 


et  enfin 


Une  fois  donc  qu'on  aura  déterminé  la  fonction  U  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (4),  on  en  déduira  les  composantes  X,  Y,  Z,  par  de  simples  dériva- 
tions. 

55.  L'équation  U= constante,  dans  laquelle  U  représente  une  fonction 
de  CL,  p,  7,  définit,  quand  on  donne  à  la  constante  une  série  de  valeurs,  une 
famille  de  surfaces,  en  chaque  point  desquelles  la  résultante  des  trois 
forces  X,  T,  Z  correspondantes  est  normale.  En  effet,  de  cette  équation  on 
déduit  par  la  difTérentiation 

ou  bien,  en  multipliant  par  —  /{&, 

Xrf«  +  Yrf^  +  Wy  =  0, 

ce  qui  montre  que  la  direction  dont  les  composantes  sontX,  T,  Z,  est  nor- 
male à  la  surface.  L'équation  U=:  constante  représente  donc  des  mrfacet 
de  niveau,  coupant  à  angle  droit  les  directions  de  l'attraction  qui  serait 
exercée  sur  chacun  de  leurs  points  par  le  système  P,  si  le  point  matériel  M 
était  placé  en  ce  point. 
On  remarquera  aussi  que,  si  le  point  11  reçoit  un  déplacement  MM'  inO- 
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nimeal  pelit,  dont  les  composanlea  soient  dt,  d^,  d-j,  le  travail  élémen- 
taire de  l'altraclion  du  système  P  sera 


5dll  +  ïfi^  +  Id-I  : 


-/>JD. 


de  sorte  que  le  travail  toial  de  l'allraclion  subie  par  le  point  H  est  mesuré 
parla  différence  — /ii{U,  —  Uo).ou  par /ii{Uo  — U,},  pour  un  dépUcemeot 
fini  quelcouque  qui  fait  passer  le  point  II  de  la  nirface  de  niveau  U  =:  !!« 
à  une  autre  surface  U  :=  Ui. 


mepORTIMUIXI  A  u  DISTUtCE. 


56.  La  loi  la  plus  simple  qu'on  puisse  imaginer  consiste  i  poser  F  (r) 
Alors  les  équations  (1)  deviennent 


Z^r^fjfpi,-y)dxd.jd:. 


4 


Abstraction  faite  du  facteur  constant  ft^,  X  est  la  somme  des  moments 
des  masses  fdxtlydi  par  rapport  à  un  plan  condiut  par  le  point  H  parallèle- 
ment au  plan  des  yi. 

Si  donc  l  est  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  système  P,  et  que  U  soit 
sa  masse  totale,  on  aura 

et  de  mËme,  en  appelant  telK  les  autres  coordonnées  du  centre  de  graritè, 

c'esl-â-dire  que  tout  se  passe  comme  si  la  masse  entière  du  système  P  était 
concentrée  en  son  centre  de  eravité.  La  fonction  U  s'obtient  dans  ce  cas  en 
faisant  l'intégration  de  Xd»  ■+■  Yrf 3  +  Id-^,  ou  de 


tl  =  />|[[.(  +  p, +Çï-l(«»-|-/i*-Hï*)]. 

et  tes  surfaces  de  niveau  U=canstnnte  représentent  les  sphères  décrites 
du  p«ânt  {S.  «,  0  comme  centre  (Cf.  ll.SS  tel  et  320).  
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jLniAcnoH  RiwTOHimnB. 


57.  La  loi  de  Newton  (II,  §  157)  s'exprime  par  Tégalitô 
Sobstitoant  dans  réqoation  (S)  et  intégrant,  il  tient 


9(r)=-;' 


Appelons  Y  ce  que  devient  la  fonction  U  dans  le  cas  où  F  (r)  est  égal  à 


-rr;  nous  aurons 


(0) 
et  par  suile 


f^lxdijdi 


'-///^ 


m 


X 
Y 
Z 


^fi^ 


d\ 


La  fonction  Y  a  reçu  de  Gauss  le  nom  de  potentiel  (TS,  §  127).  Elle  a  des 
propriétés  très  remarquables,  qui  en  fiici- 
litent  la  détermination  dans  chaque  cas 
particulier. 

Observons  d*abord  que  les  équations  (6) 
et  (7)  ne  sont  pas  en  défaut  lorsque  r 
devient  nul,  ce  qui  arrive  quand  le  point  M 
fait  partie  du  système  P.  Alors  le  fac- 
teur -  prend  une  valeur  inGnie;  mais 

l'intégrale  elle-même  reste  finie.  Pour 

nous  en  assurer,  prenons  le  point  M  pour 

origine  (ûg.  56),  et  évaluons  l'intégrale  Y  ^j^^  ^ 

pour  une  sphère  décrite  du  point  M  comme 

centre  avec  un  rayon  f^  aussi  petit  qu'on  voudra.  L'élément  matériel  A  de 
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cette  splière  sera,  en  aiJoptaiit  les  coordonnées  polaires  r  =^  MA,  ^  =  XÎIB, 

«  =  ZMA,  ^^ 

aura  ^^^| 

les  limites  de  Tinlégrale  triple  sont  0  el  r'  pour  le  rayon  HA,  0  el  »r  pour 
l'angle  »,  0  el  2it  pour  l'angle  ^.  Sous  celle  forme  on  voil  clairenienl 
(|iie,  quelle  que  soit  la  distribiilion  des  densilcs  dans  l'intérieur  de  k 
sphère,  la  fonction  V  ne  devient  pas  iiiQnie  pour  les  valeurs  înEinimenL 
petites  de  r*. 

La  formule  (6)  et  par  suite  les  équations  (7)  subsistent  donc  loujoui^, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  r. 

CaMKUjtKTg  DE  l'attraction  totale   FltOlETÉE  SDB  DUS   DinECTIOn  DOK^ÉB. 


58.  La  fonction  V  ne  dépend  que  des  distances  du  point  II  aui  divers 
points  malérlels  dont  la  réunion  forme  le  système  P,  et  des  masses  de  ces 
points;  elle  ne  varie  donc  pas  quand  on  opère  un  cliangement  quelconque 
de  coordonnées. 

Soit  proposé  de  Irouver  la  composante  de  l'attraction  totale  H  qu'eierce 
le  système  P  sur  le  point  H.  esliraée  suivant  une  direction  donnte;  il 
buftira  de  prendre  des  axes  coordonnés  rcclangulaires  donl  l'un  soil  paral- 
lèle à  la  direction  donnée,  et  d'exprimer  ï 
en    fonction    des    nouvelles  coordonnées 


sera  In  compo- 


dV 
■»'.  3'.  l"'  1^  produit  /JAT-î 

sanle  cherchée  parallèle  â  l'axe  des  x'. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  projeter  l'at- 
Iraclion  totale  Itfur  le  rayon OM  qui  va  de 
l'origine  au  point  U,  onpeul,  d'après  celle 
p.     ,.  mclhode,  prendre  pour  axes  coordonna  ta 

•iroile  OM,  el  deux  autres  droites  rectangu- 
laires, ON,  OU,  normales  à  OH.  liais  il  est  plus  simple  d'employer  les  coor- 
données polaires,  savoir  le  rayon  vecteur  r=OM,  l'angle  «  =  ZOÙ  el  l'angle  ; 
du  plan  ZOU  avec  le  plan  ZOX,  On  a  en  effet  alors 


ï  =  rC03fl. 

Appelons  ••  l'angle  que  Tait  la  résultante  R  a' 
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Les  composantes  de  Tattraction  totale  suivani  les  axes  OX,  OY,  OZ, 
étant  X,  T,  Z,  la  projection,  R  cos  m,  de  la  résultante  sur  le  rayon  OH  est  la 
tomme  des  projections  de  X,  Y»  Z  sur  ce  même  rayon,  et  Ton  a 

RcosM  =  X--HYf +Z^. 
r  r         r 

Mais  la  diflërentiation  relative  à  r  des  équations  de  transformation 
donne 

da         •    *       .        c 
-y-  =  sinOcosii  =  -, 
dr  ^       r 


dr  ^       r 

-1  =  cosO  =  -• 

dr  r 

Donc 
„  v^'*   I  %f^?   .   ^«'y       ,    /dS  da   ,   d^  d^   ,   d^  dy\       ,  rfY 

Si  la  fonction  Y  ut  exprimée  en  fonction  des  coordonnées  polaire*^  r,  6,  «j», 

/«  produit  fu.-r-  représente  la  composante  de  r  attraction  totale  suivant  U 

rayon  mené  de  V origine  au  point  H. 

On  prouverait  de  même  que,  lorsque  la  fonc- 
tion Y  est  exprimée  en  fonction  des  coordonnées 

HP  =  y. 

MQ  =  OP  =  r', 

angle  POX  =  6, 

rfY 
U  produit  f^Tj  tst  la  composante  de  Vattrae-    /Ç 

tion  totale  suivant  le  rayon  MQ»  ahaiué  du  p^g.  5g 

point  M  perpendiculairement  à  taxe  OZ. 

En  général,  si  Y  et  V  -\-dy  représentent  les  valeurs  du  potentiel  d^un 
même  système  par  rapport  à  deux  points  À  et  kf,  infiniment  voisins,  distants 

jy 

tun  de  Vautre  de  t^  le  produit  f\k  —  est  la  composante  de  V attraction 
totale  projetée  sur  la  direction  kk'. 


iQUATIOil  AUX  DéanrÉES  PARTIELUS  a  laquelle  8ATI8PAR  U  FORCnOR  Y. 


59.  Commençons  par  établir  une  propriété  générale  de  la  fonction 
d«Y      d*Y      d»Y 


ëa«  ^  (frt   ^  rf^t- 


\n  PBOPRIÉTÈS 

Quelle  que  »oit  la  foneUon  Y  des  troiê  variableê  «,  p,  7,  eet  «arîaUet 
reprétentani  traie  coordonnées  rectançulaireê^  la  iomme 

d^,d^,d^ 
rfa«  "^  rf^«  ■*"  dy* 

rette  cotuiante  quand  on  tubttitue  aux  eoordonnéee  c,  p,  7,  610»  aidm 
coordonnées  rectangulaire$  af,  P',  1*, 

Les  anciennes  coordonnées  a,  p»  7  sont  en  effet  liées  anx  noofdks 
a'i  P'i  y  psti*  des  relations  linéaires  : 

«  =  A  4-  ma'  4-  fi/y  4-  p/. 
y  =  C  -f-  m'af  +  nf^'^pf''/, 

dans  lesquelles  A,  B,  G  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rap- 
port aux  anciens  axes,  et  m^n^p,  ...  les  cosinus  des  angles  des  noaTeanx 
axes  par  rapport  aux  anciens.  Il  résulte  de  ces  définitions  qu'on  a  à  h  fois 
les  six  équations 

m*  +  iii'*4-«>t*'  =  i,  ifim'4-f»Jii'4-iii'm»  =  0t 

n»  4-  fi'*  4-  «•«  =1,  II»'  4-  ftJi*  4-  «'II*  =  0, 

On  a  d'ailleurs,  quelle  que  soit  la  fonction  V,  les  identités 

da,'^  da  da'  '^  rf,3  dx'  "^  rfy  d/  "  ^  du  "*"  "*  d^^^  d, 


et 


d*\  ,d«V   ,      ^d*\  ^      ,,rf«V 


dtudp  dxd'i  d^t 

On  trouverait  deux  équations  semblables  pour  -tôt^  »  -^—^  ;  ajoutant,  e( 
tenant  compte  des  relations  qui  lient  entre  eux  les  cosinus,  il  \ient  Tidentiié 

Cela  posé,  cherchons  à  quoi  cette  fonction  est  égale  quand  oo  proKl 
pour  V  un  potentiel,  c'est-à-dire  quand  on  fait 

'pdxdydt 


«         '=-///'^ 
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n  Tient,  en  difTérentiaul  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  a, 

Ue  môme 


t-t 


^^soDS  la  somme  des  trois  dérivées  secondes  ;  il  vient 

d^      rf^      rf*V 

Le  facteur  entre  parenthèses  est  identiquement  nul  ;  $i  donc  r  ne  reçoit 
pas  la  valeur  xéro,  tous  les  éléments  de  Tintégrale  triple  sont  séparément 
égaux  à  xéro,  et  par  conséquent 

<f«V      rf«V      <f«V     ^ 

Mais  cette  conclusion  est  en  défaut  si  Ton  peut  avoir  r=0,  ou  lorsque 
le  point  attiré  fait  partie  du  système  attirant.  Dans  ce  cas,  Téquation  (9) 
n*est  vraie  qu'à  la  condition  d'exclure  de  Tintégrale  V  la  matière  située 
à  une  distance  infiniment  petite  du  point  M.  Nous  verrons  tout  à  Theure 
comment  cette  équation  doit  être  modifiée  quand  on  ne  fait  pas  cette 
exclusion.  Il  convient  auparavant  de  résoudre  la  question  pour  la  sphère. 


ARBÂCnOR  1>^W!iK  SPDilUS. 

60.  Supposons  que  le  système  P  soit  une  sphère  creuse,  ayant  son  centre 
au  point  0,  terminée  à  deux  surfaces  sphériques  de  rayon  R|  et  R,,  et 
formée  de  couches  concentriques  homogènes,  de  telle  sorte  que  la  densité 
f  d'une  couche  soit  une  fonction  du  rayon  de  cette  couche. 

Soit  R|  <  Rf*  ^ous  supposerons  d*abord  le  point  M  en  dehors  de  la 
sphère  de  rayon  R,;  ensuite,  nous  le  supposerons  au  dedans  de  la  sphère 
de  rayon  R|  ;  dans  ces  deux  situations  il  ne  fera  pas  partie  du  système  atti- 
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rant,  et  l'équation  (9)  sera  applicable  sans  restriction.  Enfin  noas  aurons  à 
examiner  ce  qui  a  lieu  quand  le  point  M  est  compris  dans  Tépaisseur  de  la 
sphère  creuse,  et  nous  en  déduirons  la  modification  générale  à  faire  subir 
à  Téquation  (9),  lorsque  la  distance  r  peut  recevoir  la  valeur  séro. 

La  couche  sphérique  qui  vient  d*6tre  définie  étant  symétrique*  comm< 
forme  et  comme  distribution  des  masses,  par  rapport  à  tout  plan  conduit 
par  le  point  0,  la  fonction  V  ne  dépend  que  de  la  distance  r  du  point  X 
à  Torigine  0  des  coordonnées.  [ 

Changeons  donc  de  variables,  et  au  lieu  des  coordonnées  «,  Pt  f ,  intro- 
duisons les  coordonnées  polaires  r,  •  et  ^.  Nous  aurons 

r«  =  a«  +  ii«  +  y«, 


et  par  conséquent 

dr       a 
da  ""?• 

dr        ^ 
d}  ■"  f  ' 

dr        y 
rfy  ""  r' 

relations  déjà  trouvées  plus  haut. 
V  étant  fonction  de  r  seul,  on  a 


et 


Mais 


et  par  suite 


On  a  donc 


c/a 


rfVrfr 
dr  da 


d'Y 
3? 


""  dr*  [ddj    "^  dr  do? 


dr 
dd 


a 

7 


d*r 


1 

r 


a  dr 
r*dcc 


(nr       rf«Y  ««      dV  /!  _  ^\ 
dx*  ""  c/r«  r«  "^  dr  \r       r»/ 


On  trouverait  de  même 


dt*  r«  "^  dr\? 


if^  _d^y* 


dr*  r«  ^ 


dr  \r 


S) 
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Faisant  la  somme  de  ces  trois  fonctions,  et  obsenrant  que  a* + p*+ -y'^  ^^ 
il  Tient  pour  Téquation  (9) 

équation  difTérentielIe  dont  Fintégration  fera  connallre  Y.  Elle  s'intégre  en 
multipliant  par  r*.  D  Tient  en  eflet 

Donc 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  en  déduit 

dr  ""r»* 

et  par  suite  Tattraction  exercée  par  le  système  proposé  sur  le  point  M, 
attraction  éTidemment  dirigée  suiTant  la  droite  MO  à  cause  de  la  symétrie, 

a  pour  valeur  ^*  Reste  à  déterminer  la  constante  C.  Deux  cas  sont  ici  à 

distingua. 

i*  Si  le  point  11  est  dans  Tintérieur  de  la  sphère  de  rayon  Ri,  faisons 
r  =:  0,  c*est-à-dire  plaçons  le  point  M  au  centre  de  cette  sphère.  Il  est 
éTident  que  TaUraction  est  nulle  à  cause  de  la  symétrie  ;  or  la  formule  la 
ferait  infinie,  sauf  le  cas  où  C  serait  égal  à  zéro.  On  a  donc  G=  0,  et 
rattraction  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  r  depuis  r  =  0  jusqu'à 
r=:R,  (ll,§i6i). 

S*  Soit  r  >  Ra,  ce  qui  revient  à  supposer  le  point  M  en  dehors  de  la 
spbére  de  rayon  Rf.  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  C,  nous  sup- 
poserons r  très  grand  par  rapport  au  rayon  R,.  Alors  toutes  les  distances 
deviennent  sensiblement  égales,  et  les  attractions  élémentaires  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses.  Tout  se  passe  donc  conune  si  la  masse  entière, 
H,  du  système  P  était  concentrée  au  point  0.  L'attraction  serait  égale  dans 
ce  casa 

Donc  C  =  — B;  en  d'autres  termes,  la  constante  G  est  la  masse  du 
système  attirant  prise  avec  le  signe  — .  On  en  conclut  que  Vaitraction 
exercée  par  les  couches  sphériques  homogènes  sur  un  point  extérieur  est  iden- 
tique  à  ce  qu^elle  serait  si  la  masse  entière  était  réunie  au  centre  commun 
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de  toutes  ce$  cauche$  (II,  §§  155  à  160).  La  même  règle  s'applique  en  Terta 
de  la  continuité  au  cas  où  Ton  aurait  r  =  R^. 
La  constante  G  est  donc  égale  à  0  si  r  est  <  R|,  et  égale  à  U  masse 

du  corps  attirant  prise  n^ativement  si  r  est  >  R,. 
Il  reste  à  examiner  ce  qui  arriTe  quand  r  est 
compris  entre  R|  et  R^.  Ce  cas  rentre  dans  les 
deux  premiers. 

En  effet,  le  point  H  eat  alors  à  l'extérieur  da 
toutes  les  couches  dont  les  rayons  sont  compris 
entre  R|  et  r,  et  à  Tintérieur  de  toutes  les  cou- 
ches dont  les  rayons  varient  de  r  à  R^.  Ces  der- 
nières n*agi$sent  pas  sur  le  point  M;  les  piemières 
agissent  seules  et  exercent  sur  lui  une  attraction  égale  k 


flg.   59. 


en  appelant  H'  la  masse  du  système  compris  entre  les  rayons  R|  et  r.  Cette 
masse  est  donnée  par  l'intégrale 


H'=  ÇhztpHr. 


On  en  déduit 


dr 


Cinpi-^dr 
t/Rl 


DifTérentiant  de  nouveau  par  rapport  à  la  lettre  r  qui  figure  comme 
limite  supérieure  de^  l'intégrale  et  qui  figure  aussi  en  dénominateur,  il 
rient 

r«X4tr/5r«  — 2r  r  4:T/sr«cfr 


Donc 


d*^   ,  ^  dN  I        ,    2   f  r  ^   C'a    M  a 

On  a  donc  aussi 


p  étant  la  masse  spécifique  du  système  attirant  au  point  M,  lorsque  ce 
point  fait  partie  du  système  P.  Nous  allons  vérifier  que  cette  équation  est 
générale. 
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EXTBHSIO!!  Dl  L^fQOinOM  AUX  DÉBIfilS  PAITIBLLBS  AU  CAS  05  Ll  POUT 
ATTllft  PAR  PA&TII  DU  Sm&MB  ATTIftART. 

61 .  Lorsque  le  point  M  fait  partie  du  système  attirant  P,  on  peut  toujours 
décomposer  le  système  P  en  deux  portions  :  Tune,  formée  d'une  sphère  de 
rayon  aussi  petit  qu*on  voudra  et  comprenant  le  point  M  ;  Tautre,  formée 
de  tout  le  reste  du  système.  La  fonction  Y  sera  la  somme  de  deux  parties 
correspondantes,  Tune  Y',  relative  à  la  sphère  infiniment  petite,  et  l*aulre 
Y',  relative  à  la  seconde  portion  du  système  P.  On  aura  Y  =  Y'  +  V',  et 
par  suite 

A  l'égard  de  la  seconde  portion,  le  point  M  étant  étranger  au  système 
attirant,  on  a  identiquement 

(PV      dVi'      </«¥"  __  ^ 
'd^'^W'^W 

k  l'égard  de  la  première,  le  point  M  est  situé  dans  l'épaisseur  d'une 
sphère  infiniment  petite,  qu'on  peut  regarder  comme  homogène  et  comme 
ayant  partout  la  densité  p  du  point  M  lui-même  ;  la  somme  des  trois  déri- 
vées secondes  de  Y'  est  égale  à  —  4irp  (§  60).  Donc  il  en  est  de  même  de 
la  somme  des  trois  dérivées  secondes  étendues  au  système  entier. 

Nous  pouvons  donc  compléter  Fénoncé  du  §  59,  et  poser  Téquation 
générale 

savoir,  xéro,  si  le  point  attiré  est  étranger  au  système  attirant;  —  éirp,  si 
le  point  attiré  fait  partie  de  ce  système. 

OftSEUVATIOll  8UR  LB  CAS  0&  U  POINT  ATHBÂ  PAIT  PARTIE 

DU  STST&MB  ATTIRANT. 

Gâ.  La  méthode  suivie  pour  établir  l'équation 

rf«Y     rf«V     rf«V_ 

dans  le  cas  où  le  point  attiré  fait  partie  du  système  attirant,  suppose  le 


rnopniÈTÈ  dd  potemiel. 


[loiiit  attiré  englolw  dans  une  spliére  homogène  de  ravon   infiniment 
petit.  Celte  supposition  n'est  pas  d'accord  aïec  l'hypoUièse  de  la  ditcon- 
tinuité  de  la  matière,  le  résultat  n'en  est  pas  moins  admissible,  et  l'on 
peut  s'en  rendre  compte  par  le  raisonnement  suiïant. 
La  loi  d'allraction  entre  deui  points  de  masse  m  et  ft.  résumée  dam 

la  formule  '■^,  peut  être  étendue  ficUveracnt  à  des  mauet  négathct 

—  m,  en  convenant  de  regarder  rallraclioii  comme  changée  en  répulsion 
lorsque  la  formule  change  de  signe.  Avec  cette  convention,  on  pourra 
regarder  un  point  géométrique  de  l'espace  ride  compris  entre  les  molé- 
cules d'un  groupe,  comme  exerçant  sur  le  point  attiré  jt  une  atlraclioD 

égale  à  ■^,  et  une  répulsion  égale  aussi  à  '— ^,  qui  détruit  l'attraction. 

Cela  rerient  à  supposer  en  un  point  du  ïide,  la  coeïistcnce  de  deux 
musses  m  et  —  m,  qui  prises  ensemble  équivalent  k  zéro. 

S'il  en  est  ainsi,  rien  n'empêche  d'imaginer  dans  les  vides  inlra-noolé- 
culaires  situés  autour  de  la  molécule  attirée  S,  dont  la  densité  est  p,  une 
iiunntitë  de  matière  ayant  en  tous  points  celte  même  densité,  mofennant 
qu'on  ï  superpose  par  la  pensée  une  guantilé  de  matière  nigaliit,  c'est-S- 
dire  dont  la  densité  sera  —  p.  Les  molécules  réellement  comprises  dans 
l'intérieur  de  la  sphère  considérée,  qui  n'auraient  pas  la  densité  f,  pour- 
raient j  être  ramenées,  en  partageant  leur  masse  en  deui  parties,  l'une 
qui  corresponde  i  la  densité  f,  et  l'autre  qui  complète  U  première  et  qai 
peut  être  positive  ou  négative.  Cela  posé,  si  l'on  calcule  la  fonction  V 
pour  le  système  ainsi  ficlivement  composé,  et  qu'on  forme  la  somme 

,p\    d'y    'M .    , 

T-Î+  ïsï  +T-;  des  di 
i/i"     i/p'     u^* 


I  second  ordre,  on  trouvera,  comme  on 


—  iitf  pour  la  sphère  homogène  dont  le  point  U  fait  partie, 
et  0  pour  l'ensemble  des  autres  masses,  positives  ou  négatives,  auqnel  le 
jHiint  H  est  étranger.  En  dénnilive,  on  parvient  à  l'équation  qu'il  s'agit 
de  démontrer, 

H.  Boussinesq  a  présenté  d'une  autre  manière  la  théorie  du  potentiel 
dans  l'hypothèse  de  la  discontinuité  de  la  matière  :  on  en  trouvera 
le  résumé  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  du 
b  avril  1HS0. 

63.  Il  ne  faut  pas  croire  du  reste  que  la  loi  d'attraction  ncnlonienne 
donne  des  forces  infijiies  lorsque  la  dislance  est  infiniment  petite,  car 
celte  dislance  no  peut  être  inlïninient  petite  qu'à  la  condition  de  rendre 
intlnimeut  petits  eux-mêmes  les  diamètj'cs  des  molécules  qui  arrivent  i 
se  loucher,  ce  qui  réduit  i  l'iulhiinient  petit  les  deui  termes  du  rapport 

f—^.  Supposons  pour  fixer  les  idées  que  les  molécules  soient  sphériqiieit 


1  soient  sphériqtieit      J 


PROPRIÉTÉ  DU  POTENTIEL.  129 

et  de  rayons  r  et  K;  que  p  et  p'  soient  leurs  densités  respectives;  on 
aura  pour  l'attraction  mutuelle 


tx{%^xp)x(h^xp') 


quantité  qui  ne  grandit  pas  indéfiniment,  mais  qui  tend  au  contraire 
ters  0,  lorsqu'on  réduit  indéfiniment  r  et  r'.  Si  l'on  suppose,  par 
exemple,  r=zr',  l'attraction  a  pour  mesure,  lorsque  les  molécules  sont 
en  conlact, 

U  est  probable  d'ailleurs  que  la  loi  newtonienne,  reconnue  vraie  pour 
les  distances  mutuelles  du  soleil  et  des  planètes,  ne  s'applique  plus  à 
des  distances  infiniment  petites,  et  qu'alors  l'attraction  se  change  en 

répulsion.  On  a  proposé  la  loi  ¥  =  fm^  —,  où  a  représente  la  limite  de 

distance  à  laquelle  l'action  mutuelle  change  de  signe.  Pour  r  très  petit, 
F  devient  négatif  et  très  grand  en  valeur  absolue  ;  il  y  a  répulsion  de 
plus  en  plus  énergique  à  mesure  que  la  dislance  diminue.  Pour  r  très 
grand,  a  est  négligeable,  et  on  retombe  sur  la  loi  d'attraction  de  Newton. 
Cette  loi  a  été  proposée  récemment  par  H.  Berthot*. 

L'extension  de  la  loi  de  Newton  aux  distances  très  petites  est  donc 
entièrement  fictive,  et  les  résultats  qu'on  en  déduit  sont  analytiquement 
vrais,  mais  n'ont  aucune  réalité. 

(U.  Les  masses  négatives,  que  nous  avons  employées  tout  à  l'heure, 
interviennent,  au  même  titre  algébrique,  dans  certaines  questions  de 
mécanique.  Si  l'on  demande,  par  exemple,  quelles  maue$  il  faut  placer 
aux  iommetê  d'un  triangle  pour  que  le  centre  de  gravité  de  ce$  massei 
coïncide  avec  le  point  de  concoure  de$  troie  hauleun,  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'il  faut  placer  au  sommet  de  chaque  angle  une  masse  pro- 
portionnelle à  la  tangente  trigonométrique  de  cet  angle.  Or  cette  solu- 
tion donne  une  masse  infinie  au  sommet  d'un  angle  droit,  et  une  masse 
négative  au  sommet  d'un  angle  obtus.  Rien  n'est  plus  simple  que  d'in- 
terpréter ces  résultats. 

àTfuckium  AU  cTUHDai  casux  «défini  a  basb  cuculaub. 

65.  Le  système  attirant  est  formé  de  couches  cylindriques  homogènes 
à  base  circulaire,  de  longueur  indéfinie,  ayant  pour  axe  commun  l'axe 
des  s. 

Le  point  attiré,  M,  est  défini  de  position  par  ses  coordonnées,  a,  p,  7  ; 

1.  T.  Comptes  rendus  de  f  Académie  des  sciences,  30  juin  1884, 20  avril  1883. 

V.  —  HÉC.  COUMWm.  0 
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mais  Tattraction  ne  dépend  évidemment  que  de  la  distance  r = HP  du  point 

à  Taxe  OZ,  et  cette  distance  est  donnée 
par  inéquation 

La  fonction  Y  est  une  fonction  de  cette 
dislance.  On  le  démontrerait  comme  il 
suit.  Les  composantes  de  Tattraction  sui- 
vant les  axes  sont  en  général 

dV. 


^  dS  dv 


-/> 


dy 


Fig.  60. 


ici  la  résultante  est  dirigée  suivant  MP; 

donc  -y-  =  0  et 
d-j 

équation  linéaire  aux  différences  partielles  qu*on  sait  intégrer,  et  qui  donne 
pour  Y  une  fonction  de  a*  +  p*,  ou  enfin  une  fonction  de  r  seul. 
On  a  donc,  en  changeant  de  Tariables, 

d\^dVdr 

da        (Ir   du  * 
dV        ciV  dfr 
d^  "  dr  ~dy 

dr  \«  .  dS  rfV 
da*' 


dn_d*V  /ûfr\«      dV 
du*  '^  dr*\da)  '^dr 
d«Y_d«Y/dr  \«      dV  (^ 
d^*'^  dr*\d^J  '^  dr  d^*' 


Mais  réquation  r*  =  a*  4-  p*  différent iée  conduit  aux  relations  : 


d*V 
On  a  d'ailleurs  -;—  =  0. 

ay 

Donc  enfin 


dr 

_  a 

du 

"~  r 

d^r 

_1_ 

a* 

du* 

~~  r 

V 

dr 

_^ 

d^ 

-f 

d^r 

_1  _ 

^' 

d^* 

r 

^' 

d«V       d^Y       d^ 
d«*  "^  d^«  "^  dy« 


'^df^'^r^'^dr  \r       t^J  "^  dr*  ^  r*'^dr\?       r^J  '^di^  ^r  Ir* 
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Si  le  point  M  est  à  Tintérieur  ou  à  Textérieur  du  cylindre  creux,  mais 
non  dans  l'épaisseur  de  ce  cylindre,  on  aura  pour  déterminer  Y  Téqua- 
tion  différentielle     ^ 


rf«V 


1  rfV 


^+^3iF  =  ^- 


On  en  déduit,  en  mullipfiant  par  r  et  en  intégrant, 

dr 

Uatlraclion  totale  étant  dirigée  suitant  HP  a  pour  composante  suivant 
Taxe  OX 

"f^ii-^ff'df^r 

et  suivant  l'axe  OY 

--f^diF  y 

a       6 

Or  -  et  -  sont  les  cosinus  des  angles  de  PU  avec  ces  axes;  l'attraclion  a 
r      r  ° 

donc  pour  valeur  —  /i*  -j-.  ou  bien  —  — . 

66.  Pour  déterminer  la  constante  G  nous  distinguerons  deux  cas  :  celui 
où  le  point  M  est  à  rintérieur,  et  celui  où  le  point  est  à  l'extérieur  du 
cylindre. 

1*  Si  le  point  M  est  intérieur,  il  est  évidemment  en  équilibre  sur  Taxe 
du  cylindre;  l'attraction  résultante  étant  nulle  pour  r=:0,  on  aG  =  0, 
et  Tattraction  est  nulle  pour  toutes  les  positions  du 
point  M  à  rintérieur  du  cylindre. 

2*  Si  le  point  est  extérieur,  attribuons  à  r  une 
très  grande  valeur,  vis-à-vis  de  laquelle  le  diamètre 
du  cylindre  soit  négligeable.  Tout  se  passera  comme 
si,  dans  chaque  section  transversale,  la  masse  du  cy* 
lindre  était  concentrée  sur  son  axe,  et  au  lieu  d'un 
cylindre  nous  aurons  une  droite  attirante.  Nous  pou- 
vons traiter  cette  question  directement. 

Soit  m  la  masse  par  unité  de  longueur  d'une  droite 

indéfinie  BD";  M  le  point  attiré,  à  la  distance  OM=:r. 

Prenons  pour  variable  l'angle  •,  compté  à  partir  du 

nyon  MO,  positivement  dans  un  sens,  négativement 

âans  l'autre,  et  considérons  l'attraction  exercée  par  un  élément  GG'  sur  le 

ptnnt  M.  Elle  est  dirigée  suivant  MG,  et  a  pour  valeur 

/>  X  m  X  CC^ 
CM»       • 


Fig.   61 
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Or 

cosO 
CC'=if.OC  =  c£(rtaiigfi)=   '^^ 


cos*9 


L'attraction  de  l'élément  est  égale  à    '^ — ^-  ou  à  /{Uii  — • 

cos^e  X  — —^  ^ 

cos** 

Multiplions  par  cosA  pour  avoir  la  composante  de  cette  attraction  soi- 

TantMO;  il  Tient 

ffitncosBd'i 

r 

expression  qu*il  sufidra  d'intégrer  en  faisant  faner  •  de  —  s  à  +  st 

pour  obtenir  la  résultante  des  actions  de  tous  les  éléments  de  la  droite 
indéûniO'BB'  :  il  Tient 


r    ><hî  "*'"("  Î/J=r 


OU '-^ ,  en  tenant  compte  du  signe  que  nous  devons  attribuer  à  la 

résultante  cherchée. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  cette  résultante  est  égale  à  —  — . 

Donc  G  =  2m,  m  étant  la  masse  de  la  droite  par  unité  de  longueur,  c'est- 
à-dire,  en  revenant  à  la  première  question,  la  masse  du  cylindre  par  unité 
de  longueur.  Si  la  densité  p  des  couches  concentriques  était  Tariable  de 
Tune  à  l'autre,  on  aurait  ' 

27rRdR  X  p, 
Ri 

équation  où  p  représente  la  densité  de  la  couche  à  la  distance  R  de  Taxe, 

et  R|  et  R,  les  rayons  de  la  surface  interne  et  de  la  surface  externe  du 

cylindre. 

On  en  déduirait 

/•R« 

Le  troisième  cas  à  examiner  est  celui  où  le  point  M  est  à  une  distance  » 
de  Taxe  comprise  entre  R^  et  R^.  Alors  les  couches  dont  les  rayons  sool 
compris  entre  r  et  R,  sont  sans  action  sur  le  point  M,  et  tout  se  passe 
comme  si  ce  point  élait  à  la  suiiace  d'un  cylindre  indéfmi  de  rayon  r,  œ 
qui  donne 


DUN  CYUNDRB  INDÉFINI.  iSS 

On  Térifierait  aisément  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  somme  -^ — f- .... 
est  égale  à  —  4irp. 
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SlTUi   SUE  SON  AXS  DE   PIGUBE. 

67.  Lorsque  le  point  attiré  M  est  suffisamment  éloigné  du  cylindre 
atlirant  AB,  les  actions  exercées  sur  lui  par  les  divers  points  du  cylindre 
sont  sensiblement  pa- 
rallèles et  s'ajoutent  ^  ^ 
ensemble.  Si  donc  on      — »                    ■         m  i —  ■    - 

Il  p  p*  M 

prend  pour  origine  le 

miUeu  0  du  cyUndre,  ^''^'  ^^' 

et  qu'on  appelle  2a  sa  longueur,  R  son  rayon,  p  sa  masse  spécifique,  /  la 

distance  OM  de  l'origine  au  point  attirant,  l'action  exercée  par  le  cylindre 

AB  sur  le  point  M  sera  proportionnelle  à  l'intégrale 

où  icK*dx  représente  le  volume  d'un  l'élément  PF  situé  i  la  distance  x,  et 
i—  X,  la  distance  de  cet  élément  au  point  M. 
On  aura,  en  faisant  l'intégration, 

expression  dans  laquelle  le  numérateur  est  la  masse  totale  de  la  barre, 
et  le  dénominateur  t^  —a*  contient  seul  la  distance  /.  La  formule  n'est 
vraie  que  par  les  valeurs  /  qui  sont  suffisamment  grandes  par  rapport  à  a. 
Si  l'on  voulait  appliquer  cette  formule  à  toutes  les  valeurs  de  /,  on 
arriverait    à    des  conclusions 

inexactes.  Prenons  le  point  M  ^ ç 3 

dans  l'intérieur  du  cylindre,  à      ' ;;; ^~^~  -^ — ^ 

une  distance  MB  de  l'extrémité 
B.  Si  Ton  prend  MG  =  MB,  on 
pourra  supprimer  la  portion  GB  du  cylindre  sans  changer  l'action  exer- 
cée sur  le  point  M.  Gar  les  points  matériels  contenus  dans  cette  por- 
tion sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  point  M,  et  l'homogé- 
néité de  la  barre  entraînant  l'égalité  des  masses,  les  actions  exercées 
par  la  portion  GB  se  détruisent  deux  à  deux.  Si  donc  MB  =  b,  la  barre 
pourra  être  considérée  comme  réduite  à  la  longueur  2a— 2^,  son  mi- 
Uea  (y  sera  à  la  distance  a  du  point  attiré  M,  car  O'M  est  la  sonune  des 
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moitiés  des  deui  tronçons  AC.  CB  qui  composent  la  barrp.  La  formule 
donne  donc 

fonction  qiii  devient  in  Gnie  pour  6  =  0,  résultat  évidemment  in  s  dmissible. 
r  du  raisonnement  consiste  à  appliquer  la  formule,  qui  admet 
pour  l  une  grande  ïaleur,  à  une  Taleur  de  l  comparable  à  a;  dans  c* 
cas  les  actions  de  cer- 
tains points  delabaiT« 
sur  le  point  S  ont  une 
obliquité  qui  n'est  plus 
iiégligPiiMe,  et  le  calcul 
approxi  matif  qui  ne  te- 
nait pas  comptedccelle 
fj^  gj  obliquité  doit  être  re- 

jeté. Partageons  encore 
la  barre  cylindrique  en  Irancheis  >N'  dont  les  abscisses  soient  0¥^=x. 
Of^Jt+dx.  Puis  décomposons  ces  Iranclios  par  dea  cylindres  de  mJme 
axe  que  le  cylindre  donné,  et  dont  les  rayons  PS  et  l'S'  soient  égaai  a 
r  et  à  r  +  rfr. 

1  anneau  SS'  sera  égale  ï  •Isrdr  x  dx  X  f  ;  elle  eiercc  sur 
attraction  qui  fait  avec  l'axe  OX  un  angle  SHP.donl  le 


le  point  U 
cosinus  est  i^r^^ 


tionnelle  au  produit 


|:="j,  et  qui,  estimée 


suivant  l'axe  OS.est  propor- 

•JsrdrilrXpIl-  r] 

Pour  SToir  l'attraction  totale  de  la  iranclie  NS',  il  faudra  int^grerfl 
rxpi-ession  sans  faire  ïarier  j:,  entie  les  limites  r^O  et  r^B.  Four  J 
arriyer,  posons  {l—x)'  +  r'  ^  u', 

Cn  en  déduit,  en  différentiaiil  sans  faire  varier  x, 

ce  qui  transforme  la  fonction  à  intégrer  en 

L'intégrale  généralode  —  est ,  qu'on  décru  prendre  eniri'  les  limites 

r  =  Oe[r  =  R,  c'est-à-dire  entre  u={t  —  x)  etu  =  ^(l—x)'  +  li'.  H 
vient  pour  laprcmièreintégrale,qui  donne  l'acliou  totale  delà  Irincbel^iV, 

Vf 


.  Pour  ï     , 

4 


■""-(T^-^TidFFs)  -  '"  ("-vlNil-)- 


M 
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I  .  Cette  fonction  devra  être  intégrée  de  nouveau  entre  les  deux  sections 
eifrémes  A  et  B  du  cylindre»  c'est-à-dire  de  x  =  — aàx=  +  a.  U 
mot  pour  rintégrale  générale 

f    «t,  entre  les  limites  xz=  —  a,  x=  +  a, 

E  fotmule  qui  donne  l'attraction  exercée  par  la  barre  sur  le  point  M  (au 
î  .fadeur  /jx  près),  lorsque  ce  point  est  situé  sur  le  prolongement  de  Taxe. 
[  L'attraction  ne  devient  plus  infinie  pour  /  =  a.  Si  l'on  veut  l'attraction 
[  eiercée  par  la  barre  sur  un  point  de  son  axe  de  figure,  on  pourra  sup- 
primer une  longueur  de  barre  égale  à  2fr,  et  appliquer  la  formule  précé- 
'     dente  en  y  remplaçant  a  par  a  ^  b,  et  l  par  a,  ce  qui  donne 

H'=  2ïcp  (i{a -  6)  +  V^^+R*  —  V^(2a  — 6)«  +  R*j . 
k  Textrémité  de  la  barre,  les  deux  formules  donnent 

H  =  2jrp  (2tf  +  R  4-  V^4a«-t-K«). 

8i  Fou  suppose  R  très  petit  par  rapport  à  /  —  a,  il  sera  à  fortiori  très 
petit  par  rapport  à  /  +  a  ;  on  pourra  développer  les  radicaux  en  série 
el  ne  conserver  que  les  premiers  termes.  Il  viendra 

e*esl  ànlire  la  valeur  trouvée  d'abord  par  la  méthode  approximative. 

SOUDE  DE  PLUS  GRANDE  ATTRACTIOII. 


IM.  On  donne  un  corps  homogène,  de  densité  p  et  de  volume  V  connus, 
et  on  demande  quelle  forme  il  faut  attribuer  à  ce  corps  pour  que  Tattrac- 
lioa  qa'il  exerce  sur  un  point  donné»  p,  soit  la  plus  grande  possible. 


Fiç.Cl 


i3d  SOLIDE 

1*  Par  le  point  p.  menons  une  droite  quelconque  rencontrant  le  corps 

attirant.  U  faut  d'abord,  pour  que  Tattraction 
soit  la  plus  grande  possible,  que  les  points  ma- 
tériels rencontrés  soient  tous  d'un  même  c6tc 
de  p.,  pour  que  leurs  actions  s*agoutent  au  lieu 
de  se  retrancher  ;  ensuite,  que  leurs  distances 
à  {X.  soient  les  moindres  possibles. 

Le  résultat  de  ces  deux  conditions,  c*est  de 
placer  {«.  à  la  surface  même  du  corps  attirant. 
2*  Deux  molécules  m,  m',  de  même  masse, 
placées  à  la  surface  du  corps  attirant,  exercent 
sur  le  point  ft  des  actions  dont  les  compo- 
santes, estimées  suiyant  la  direction  de  l'attraction  totale,  doiient  être 
égales. 
Soient  en  effet  r  et  r'  les  distances  ma,  m'pi.,  et  •,  V  les  angles  de  ces  droites 

ayec  la  direction  de  l'attraction  totale  ;  si  on  avait  '    '  ^ —  <  i — ^ — t 

r*  r^ 

on  pourrait  accroître  l'attraction  totale  en  réunissant  la  molécule  m  à  b 

molécule  m'. 

cos  A 
Donc  l'équation  de  la  surface  terminale  est  —-^  =  const.,  ou  bien 

r>  =  Â*  ces  0,  en  appelant  A  la  constante.  Elle  défînit  une  surface  de  réro- 
lution  dont  l'axe  est  la  direction  de  l'attraction  totale. 

Soit  OX  cette  direction,  0  la  position  du  point  p..  L'équation  de  la  méri* 
dienne  en  coordonnées  rectangles  sera 

OU 


ou  enûn 


(*t4.y«)î  =  A*x, 


Pour  achever  la  solution,  il  reste  à  chercher  le  volume  de  ce  solide  de 
révolution,  et  à  l'égaler  au  volume  donné  V. 

Faisant  y  =  0,  il  vient  pour  déterminer  la  longueur  OB  de  l'axe  x*=A*j:; 
celte  équation  donne  s  =  0  (point  0)  et  x=:A. 

Le  volume  du  solide  est  exprimé  par  l'intégrale 

x=o 

Or  t/«  =  (A«x)î  —  x^.  Donc 
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On  a  poor  intégrale  générale 

•[v?|-f]='Gvr^'-?} 

et  entre  les  limites  a:  =  0,  « '=  A, 

DoncA  =  l^f. 

Reste  à  trouver  Taction  totale  exercée  sur  le  point  0.  On  y  parviendra  de 
la  manière  suivante.  Observons  qu'une  molécule  m  placée  en  M  sur  la  sur- 
face du  corps  donne  lieu  à  la  même  composante  suivant  01  que  si  elle 
était  placée  en  B,  de  sorte  qu*on  peut,  sans  changer  Tattraction  totale,  réu- 
nir au  point  B  toutes  les  molécules  appartenant  à  la  couche  extérieure. 

Observons  de  plus  que  la  courbe  0MB  ne  dépend  que  d'un  seul  paramétre 
A  =  OB;  de  sorte  qu'en  faisant  varier  A,  on  obtient  une  série  de  courbes 
tontes  semblables  entre  elles,  et  semblablement  placées  par  rapport  au 
point  0.  Les  volumes  des  solides  de  révolution  correspondants  à  ces  courbes 
successives  sont  proportionnels  à  A'. 

Considérons  les  molécules  comprises  entre  la  surface  A  et  la  surface 
A  -f  dA  ;  le  volume  compris  entre  ces  deux  courbes  est  la  différentielle  de 

c'est  donc  f^  =  k  'f  ^*^A. 

4 

La  masse  correspondante  est  r  irpA'dA  ;  cette  masse  réunie  au  sommet  G 

^e  la  couche  exerce  sur  le  point  0  l'attraction 

/■/uiXgwprfA, 


et  par  conséquent  l'attraction  totale  est  la  somme 

r^       4  4 

J     f\LX^itpdk  ss-ffinpxk. 

Cest  la  plus  grande  action  que  la  masse  pY,  distribuée  d'une  manière 
homogène,  puisse  exercer  sur  le  point  (a. 


CHAPITRE  II 


ATTRACTION  DtS  CLLIPSOTOES. 


69.  Nous  supposerons  que  le  système  attirant  P  soit  formé  de  cou- 
ches homogènes,  comprises  entre  des  surfaces  ellipsoïdales  concentriques» 
semblables  et  semblablement  placées,  de  telle  sorte  que,  Téqualion  de  l'une 
de  ces  surfaces  étant 


réquation  de  Tautre  soit 


;;;«  + 


6*  +  iï=^'' 


|A  étant  un  nombre  infiniment  peu  différent  de  l'unité.  Nous  traiterons 
d'abord  la  question  pour  un  point  M  situé  à  l'intérieur  d'un  ellipsoïde  creux, 
compris  entre  deux  surfaces  semblables.  Puis  nous  exposerons  la  méthode 

de  M.  Ghasles,  qui  simplifie  par  des  considéra- 
lions  géométriques  la  recherche  des  compo- 
santes de  l'attraction. 

Avant  d'exposer  cette  théorie,  il  convient  de 
rappeler  quelques  lemmes  préliminaires. 

Lemme  1".  —    ElaîU    données  deux   surfa^ 
ces  du  second  degrés  semblables,  semblable^ 
ment  placées,  et  ayant  même  centre  0,  «i  l'on 
mène  une  droite  ABCD  qui  rencontre  ces  deux 
surfaces,  les  segments  AB,  CD  interceptés  sur  la 
droite  par  les  deux  surfaces  seront  égaux. 
En  effet,  menons  par  la  droite  un  plan  quel- 
conque ;  il  coupera  les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  du  second  ordre 
semblables,  semblablement  placées,  et  concentriques;  ces  deux  courbes  ont 
respectivement  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués,  et  par  suite 
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les  deux  cordes  AD,  BG,  ont  le  même  point  milieu  I.  Donc  les  longueurs 
AB,  CD  sont  égales. 

70.  DéfinUion,  —  Deux  ellipsoïdes  concentriques  et  ayant  les  mêmes 
plans  principaux  sont  homofocaux  quand  la  différence  des  carrés  des 
demi-axes  de  même  direction  est  constante. 

Soit  par  exemple 

réquation  de  Tun  des  ellipsoïdes,  et 

X*  V*  X* 

IVcfuation  de  Tautre  surface.  Ces  deux  surfaces  seront  bomofocales  si  l'on 
a  les  égalités 

c^  ~  a«  =  fc'*  —  [>«  =  c^  —  c> . 

On  en  déduit 

ce  qui  montre  que  les  ellipses  principales  obteimes  en  coupant  les  deux 
surfaces  par  le  plan  des  xy  ont  les  mêmes  foyers.  Il  en  est  de  même  des 
sections  faites  dans  les  deux  surfaces  par  les  autres  plans  principaux. 

Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  un  point  (a,  ^,  «y)  eitérieur  à  la  surface,  on 
peut  toujours  faire  passer  par  ce  point  une  surface  ellipsoïdale  homofocale 
à  Tellipsoïde  donné.  Appelons  a,  b,  c  les  demi^xes  de  l'ellipsoïde  donné, 
et  af,  Vy  cf  ceux  de  l'ellipsoïde  cherché;  on  aura  pour  déterminer  a', 
h\  (f  les  trois  équations  : 


?l4-e^4.ïi-l 


Prenons  pour  inconnue  la  différence  commune 

ti  =  a'«  — a«  =  6^  — 6«  =  c'«  — c*. 

On  en  déduit 
et 

Cela  posé,  le  point  (a,  p,  7)  étant  en  dehors  de  Fellipsoîde  {a,  h,  c),  on  a 
^4-p4-5>l;si  donc  on  donne  à  ti  des  valeurs  positives  graduelle- 


inenl  croissantes,  les  fraclions  - 


.-  dfcroilronl  d'une  manière  con- 


tinue, et  on  rencontrera  nécessairement  une  valeur  de  u  qui  rendra  leur 

somme  -^— h  ,^- — !-  -^~-  ^Sale  à  l'unité;  et  il  n'y  aura  que  celle 

racine  positive,  car,  à  partir  de  celte  valeur  particulière,  l'augmenlation 
de  u  entraîne  la  diminution  des  valeurs  de  chaque  fraction,  et  rend  leur 
^omnie  infi^rieure  à  Tunili^. 

Un  en  déduira  pour  a,  b,  c,  des  valeurs  réelles,  puisque  u  est  poaitif.  Les 
axes  a',  b',  <f  seront  respectivement  plus  grands  que  les  aies  a,  h,  c,  de 
Eorle  que  le  nouvel  ellipsoïde  enveloppera  entièrement  le  premier. 

71.  Définition,  —  Ëlant  donnas  deus  ellipsoMes  (a,  6,  e)  et  [a',  y,  c^. 
concentriques  et  ayant  les  mêmes  plans  principaux,  on  appelle  pointi  cor- 
reipondanti  deux  points  U  et  M',  le  premier  ayant  pour  coordonnées  x,  y, 
z,  le  second  ayant  pour  coordonnées  x',  y',  s',  lorsqu'on  a  entre  ces  eoop- 
doiiuèes  les  proportions  suivantes  : 


'l- 


X    y 


Il  est  Tncile  do  voir  que  si  le  point  (z,  y,  t)  appartient  à  rellipsoiJo 
[u.  b,  c),  le  point  (x*.  y'  z')  appartient  â  l'ellipsoïde  (o*,  t',  c'). 

En  effet  les  rapports  —.'/p-p  ^'!""  respectivement  égaux  aux  rapports 
I ,  la  somme  des  carrés  des  trois  premiers  rapports  est  égale  i  l'uoilii 

en  même  temps  que  In  somme  des  carrés  des  trois  autres. 

Etant  donné  le  point  H.  on  en  déduit  sans  ambiguïté  le  point  H',  corres- 
pondant du  point  M. 
Les  sommets  des  aies  de  même  nom  sont  des  points  correspondants. 
Si  des  points  M  sont  en  ligne  droite,  les  points  correspondants  U'  seront 
aussi  en  ligne  droite,  et  si  la  première  droite  est  parallèle  à  l'un  des  axcj 

prineipaui,  la  seconde  sera  aussi  parallèle  à  cet  axe.  

79.    Lemme  II.  —  La  dilTérence  des  carrés  des  distances,  OM''  —  uîP, 
dn  centre  commun  des  ellipsoïdes  à  deux  points  correspondants  M'  et  M, 
^H^  situés  respectiveroenl  sur  deux  ellipsoïdes  homorocaux,  est  constante. 

^B  On  a  en  effet 


'•-+-»^)-[**  +  ï'+'*) 


DES  ellipsoïdes.  iil 

en  obserrant  qu*on  a  à  la  fois 

puisque  les  ellipsoïdes  sont  homofocaux,  et 

IKiIsqne  le  point  {x,  y,  z)  appartient  au  premier  ellipsoïde. 

75.  Lemme  IIL  —  Soient  M  et  N  deux  points  pris  sur  la  surface  de  Ve]- 
^^p solde  (a,  bj  c)  ;  M'  et  N'  les  deux  points  respectivement  correspondants, 
pi-is  sur  Tellipsoide  homofocal  [a\  b',  cf).  On  aura  régalilé 

OM  X  ON'  X  cosMOy  =  OM'  X  ON  x  cosM'ON. 

La  direction  OM  fait  aTec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les 

^<^nus  sont  respectivement 

X        y        z 

OM'   ou*   ôîi' 

^,  y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  M. 

La  direction  OM  fait  de  même  ayec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
^ont 

ON  '     ON  '     on' 

"^i*  2fi«  'i  éfsnt  les  coordonnées  du  point  N. 

a'      h^      <f 
Les  coordonnées  de  M%  correspondant  de  M,  seront  -  x,  j-y,  -  z,  et  les 

cosinus  des  angles  de  OM'  ayec  les  axes  seront  par  conséquent 

a'x  b^y  c'z 

flXOM''     bÏKÔyî''     cxOM'' 

de  même  les  cosinus  des  angles  de  la  direction  ON'  avec  les  axes  seront 

a'Xj  b^yi  ifz^ 

flXON'*     FxON''     ex  ON'* 

Nous  aurons  donc  à  la  fois 

cosMON'  -  —  X     ^'^^     +  -^-  X     ^^'     -4-  JL  v:     ^^«     , 
cos«U£i  -  yjj  X  ^>^Qj,,  -t-  OM  ^  6xON'  ^  OM  ^  ex  O.V' 

^"  "^  -  ON  ^  a  X  OM'  ^  ON  ^  6  X  OM'  ■*"  ON  ^  c X  OM' 

Donc 

OM  X  OR'cosMOK'  =  î^  +  ^  +  f^  =  ON  X  OM'cosM'ON , 

et  Té^alité  est  démontrée. 
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74.    Lemme  IV.  —  Les  disUnces  MN',  M'N  sont  égales.  En  effet  ou  â«  ai 
vertu  du  lemme  II, 

ôîf'*-ÔS*=ÔïP-55?, 

puisque  M' et  M,  N'  et  N  sont  des  points  respectivement  correspondants. 

Donc  OïP -h  ÔF  =  ÔM'* -h  ON*. 
On  a  de  plus,  en  vertu  du  lemme  111, 

20M  X  ON'cosMON'  =  20M'X  ON  X  cosM'ON. 
Retranchons  cette  égalité  de  la  précédente,  il  vient 

ÔM*  +  Ôy  "  —  20M  X  OM'cosMON'  =  ÔSP  +  ON*  —  20M'  X  OMcosM'ON, 
ou  bien 

ou  cnGn 

MN'  =  M'N. 
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75.   Supposons  que  le  système  attirant  soit  un  solide  homogène,  compris 
entre  deux  surfaces  ellipsoïdales  semblables  et  concentriques  S  et  S',  et  que 
le  point  attiré  M  soit  situé  à  l'intérieur  de  la  surface  S'. 
La  résultante  de  toutes  les  actions  exercées  sur  le  point  M  est  nulle.  U 

suffit  pour  le  démontrer  de  montrer  que  deux 
cônes  infmiment  petits,  opposés  par  le  sommet 
au  point  M,  interceptent  dans  l'épaisseur  du 
solide  des  masses  A6CD,  A'B'G'D',  dont  les  attrac- 
tions sur  le  point  M  sont  égales. 

Appelons  a>  la  mesure  de  l'angle  solide  com- 
mun à  ces  deux  cônes;  «>>  est  l*aire  de  la 
surface  interceptée  par  le  cône  sur  la  sphère 
décrite  du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  l'unité.  Coupons  le  volume  ABCD  en  tran- 
ches infiniment  minces  pq ,  par  des  surfaces 
sphériqucs  décrites  du  point  M  comme  centre 
avec  de^  rayons  r  =  M/?.  La  base  pq  de  Tune  de  ces  tranchés  sera  «r*,  et 
son  volume  tar*dr;  sa  masse  enfin  sera  pur^c/r,  p  étant  la  densité  de  Tellip- 
solde  ou  la  masse  de  l'unité  de  volume.  L'attraction  exercée  par  cette  tranche 
sur  le  point  M  a  pour  valeur 


Fig.  64. 
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Pour  aroir  raction  totale  subie  par  le  point  M  de  la  part  do  système 
A6CD,  il  sulQt  de  faire  la  somme  de  ces  difïérentielles  en  faisant  varier 
r  de  r=llA  à  r=:NB;  ce  qui  donne  pour  résultat 

L'action  subie  par  le  point  M  de  la  part  du  système  k^'C'iy,  action  opposée 
à  la  précédente,  a  de  même  pour  valeur 

fiip^  X  A'D'. 

Elle  est  donc  égale  à  la  première,  car  AB  =  Â'B'  (lemme  I),  et  le  point  M 
est  en  équilibre. 

Corollaire  I,  —  Cette  conclusion  étant  indépendante  des  grandeurs  abso- 
lues AB,  A'B',  et  supposant  seulement  ces  deux  grandeurs  égales,  subsiste 
encore  quand  le  système  attiré  se  réduit  à  une  couche  homogène  infiniment 
mince,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  concentriques  semblables  infiniment 
Toisins. 

Corollaire  IL  —  Elle  subsiste  par  conséquent  encore  quand  le  système 
attirant,  compris  entre  les  surfaces  S  et  S',  est  formé  de  couches  infini- 
ment minces,  séparées  les  unes  des  autres  par  des  surfaces  ellipsoïdales 
concentriques  et  semblables,  la  densité  étant  la  même  dans  toute  retendue 
d'une  même  couche,  et  pouvant  varier  de  l'une  à  Tautre. 

Corollaire  IIL— Là  fonction  V  est  constante  pour  tous  les  points  M 

situés  à  rintérieur  de  Tellipsoîde  S'.  Car  les  trois  dérivées  partielles  t-  • 

aft 

J-*  T-i  qui  mesurent  les  composantes  de  Tattraction,  sont  séparément 

milles. 

IJ  en  est  de  même  tout  le  long  de  la  surface  interne  d'une  couche  ellip- 
soïdale inûniment  mince. 


4CnOH  D*nHS  COCCOS   ELLIPSOÏDALE  B0M0Gà!IB  SUR  UN  POINT  EXTÉRIEUB. 

76.  La  couche  homogène  attirante  est  com- 
prise entre  une  surface  ellipsoïdale  S,  et  une  sur- 
face S|  eoDcentriquCy  sembbble  et  inûniment 
n»sine.  Appelons  p  la  masse  spécifique  du  solide 
ainsi  limité. 

Par  le  point  M  extérieur  à  la  surface  S,  faisons 
passer  (§  70)  une  surface  S'  homofocale  à  S; 
nous  imaginerons  une  couche  ellipsoïdale  de  den- 
sité ffp  comprise  entre  la  surface  S' et  une  sur-  ^'^'  ^ 
ûce  S4'  concentrique»  semblable  à  la  surface  S',  et  ayant  avec  celle-ci  le 
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même  rapport  de  similitude  qui  existe  entre  les  surfaces  S  et  S|.  Je  dis 
que  la  surface  S/  sera  homofocale  à  la  surface  S^. 

Soient  en  effet  a,  fr,  c  les  demi-axes  principaux  de  l'ellipsoïde  S,  et  X  le 
rapport  de  similitude  de  S|  à  S;  les  demi-axes  de  Tellipsolde  S|  seront 
Xâ,  >.^,  Xc  ;  appelons  de  même  af,  b*,  c'  et  Xaf^  x^,  Xc'  les  demi-axes  des 
ellipsoïdes  S' et  S^'.  Nous  aurons 

Or  a**  —  a«  =  fr'*  —  t^  =  c^  —  c«,  puisque  S' est  homofocale  à  S;  donc 
aussi 

et  S/  est  homofocal  à  S|. 

On  passe  ainsi  d'un  point  quelconque  M  pris  dans  la  couche  SS|  au 
point  M'  qui  lui  correspond  dans  la  couche  S'S/,  en  remplaçant  les  cooi- 

donnôes  x,  y,  z  du  point  M  par  les  produits  — ,  -,  - ,  —  ;  et  par  suite,  à 

d         Q         c 

un  volume  quelconque  pris  dans  la  première  couche  correspond  dans  la 

seconde  un  volume  que  l'on  déduira  du  premier  en  multipliant  par  -  les 

h' 
dimensions  parallèles  à  l'axe  des  x,  par  t-  les  dimensions  parallèles  aux  y, 

par  "  les  dimensions  parallèles  aux  z;  le  Tolume  sera  multiplié  lui-même 

par  le  produit  — r-* 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  décompose  la  couche  SS|  en  éléments  de 
Tolume  A,  que  nous  représenterons  généralement  par  la  différentielle  dm; 
la  masse  de  l'élément  sera  pr/(>>,  et  pour  former  la  fonction  Y  relative  ao 
point  M,  il  faudra  faire  la  somme 

étendue  à  tous  les  éléments  de  la  couche  SSi.  Nous  poserons  donc 

MA 

Prenons  sur  la  surface  S  le  point  M'  correspondant  à  M  ;  puis  détermî — 
nons  dans  la  couche  S'S/  les  éléments  de  volume  A'  qui  correspondent  au.^ 
éiémeutâ  A  de  la  couche  SS4.  Les  points  M,  M' et  A,  A',  étant  respectivimiii^ 


Stlft  rS  POINT  EITÉIIIEUR. 
cormiMWdanls,  on  aura  HA  =  K'A'  (lemme  IVj  :  île  plus 
prourer  qu'en  appelant  da'  le  Tolume  élèmenlaire  A',  on  a 


Appelons  T'  h  valeur  de  la  foncUon  V  relative  au  point  H'  attiré  pnr  la 
couche  S'S,':  nous  aurons,  en  étendant  tes  sommes  à  la  lolalité  des  élé- 
mpnts  (les  deux  couches, 


rx"- 


n  T  B  d^c  an  rapport  consUnt  entre  la  valeur  de  la  Tunction  V,  relative 
au  spli^me  {M,  SS,),  et  la  valeur  V  de  la  m&me  f^ndjon  relative  au  sysléuie 
correspondant  (M",  S'S,').  Or  (§  75,  Cor.  III)  la  fonction  V  est  constante 
lorsque  If  point  M'  parcourt  la  surface  S  ;  donc  la  fonclion  V  est  aussi  con- 
stante lorsque  le  point  M  parcourt  la  surface  S',  homorocale  de  S. 

Donc  (§  5b  )  la  tuTfaee  S'  fil  une  tuiface  de  itiveau,  et  par  conséquent 
taltraclioa  lolale  exfrcir  par  le  n/iléme  SS,  ttiT  le  point  M  est  normale  à 
la  mrfaee  S'. 


77.    L'égalité  ^  =  il 


e  autre  conclusion.  Soit  S  une 


coucfae  ellipsoïdale  homogène.  S' la  couche  ho- 
mofoc-ile  passant  par  H.  Soit  S*  une  seconde 
couche  homogène,  homofocale  à  la  couclie  S',  et 
par  suite  homofocale  à  la  couche  S.  Prenons  les 
points  M'  et  H',  correspondants  au  point  M  sur 
les  coucher  S  et  S-. 

Appelons  V  le  potentiel  de  H  par  rapport  au 
système  S,  V  le  potentiel  de  H'  par  rapport  à  S'  ; 
T,  el  V,'  les  potentiels  respectifs  de  M  par  rap- 
port à  S*  et  de  H'  par  rapport  à  S';  soient  a,. 
é,.  Cl  les  demi-aies  de  la  surface  S'.  Kous  aurons  les  égalités 


r  De  plus  T,'  =  T  ;  car  les  deux  points  H  et  U*  sont  à  l'intérieur  de  la 
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V,  " 


p,a,*,ei* 


Le»  pûleniieh  du  point  M  par  rapport  aitx  devx  eouchn  S,  S*  tont  pro- 
portionnelt  aux  produits  de»  axe»  de  ce»  couche»  par  leur  dentité.  (I 
en  est  de  même  des  dérivées  parlielles  des  fonctions  V  et  V,  par  rapport 
aux  coordouiiêes  s,  p,  i  du  pomt  H.  Donc  les  compo;i3ntes  des  attractions 
exercées  par  les  couches  S  et  S"  sont  entre  elles  dans  ce  m&me  rapport  : 
propriété  qui  subsiste  encore  h  la  limite  lorsque  le  point  H  touche  extérieu- 
r^nent  la  couche  S'. 


i^TioN  d'ukb  cocciib  ellipsoïculb  ii 


tCB  S&  SDHPACB   EITïfllEUlIE. 


e  scit  tN  rotxT  U  tuct 


76.   Cherchons  l'aclion  exerce  sor  on  point  matériel  H,  de  masse  f., 
placé  sur  la  surface  extérieure  S  de  la  couche  homogéTie  comprise  entre 
deux  surfaces  ellipsoïdales  S  et  S',  concentriques,  homothé tiques  et  infloi- 
menl  voisines  l'une  de  l'autre. 
La  réaullanle  cherchée  UN  est  normale  à  la  surface  S  (§  lu). 
Menons  du  point  H  le  cOne  ded  tangenles  à  la  surface  inlcrleure  S';  ce 
c6ne  touche  l'ellipsoîda  S'  suivant  une  courbe  plane  PQ,  et  prolong<', 
détache  de  la  couche  matérielle  loule  la 
masse  comprise  entre  ce  cAue  et  la  sur- 
face S',  masse  proniêe  sur  la  ligure  su^ 
Tant  les  segments  elliptiques  Kpp".  K^f. 
L'intervalle  des  deux  surfaces  élanl  io- 
Ijniment  petil,  les  tangentes  HP,  UQ  sont 
sensiblement  normales  â  la  droite  KN, 
et  par  conséquent  les  masses  retranchées 
par  le  cAne  des  tangentes  exercent  sur 
le  point  U  des  attractions  perpendicu- 
laires à  la  résullanle  clierchée.  U  est 
donc  inutile  d'en  tenir  compte  pour  h 
recherche  de  cette  résultante. 
Nous  décomposerons  la  couche  en  éléments  coniques,  inQniment  pelils, 
ayant  leur  sommet  commun  au  point  M,  et  compris  dans  le  cane  tangent 
iip,  Ug.  Soit  du  la  mesure  de  l'ouverture  de  l'un  quelconque  HCC  de  ces 
cOn es  élémentaires,  c'est-à-dire  la  mesure  de  l'aire  du  polygone  intercepté 
parce  cAnesurunesphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  décriledupoinlH  comme 
centre.  Appliquons  la  méthode  suivie  §  75.  L'aclion  exercée  sur  le  point  H 


Fig.  6T. 


J 
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^r  une  tranche  élémentaire,  d'épaisseur  dr,  située  à  la  distance  r  du  point 
attiré,  a  pour  mesure 

il  faut  intégrer  cette  quantité  par  rapport  à  r  entre  les  limites  r  =  0  et 
r  =  MA,  pois  entre  les  limites  r  =  MB,  r  =  MC.  lie  résultat  est 

/>/4m(MA  -4-  BC)  =  2/>^  X  MA, 

en  obserrant  que  MA=BG  (§  69  ).  Telle  est  la  mesure  de  Tatlraction  exercée 
dans  b  direction  MG  par  la  matière  comprise  dans  le  cône  élémentaire.  Pour 
vnnr  la  projection  de  cette  force  sur  la  normale,  il  faut  multiplier  par  le 
eosinus  de  Tangle  AMN  =  a  ;  et  indiquant  la  sommation  de  toutes  les  com- 
posantes semblables  prises  à  Tintérieur  du  cône  PMO,  on  aura  pour  la  résul- 
tante  cherchée 

R  =  2/>pSiiM  X  MAcosa. 

Lorsqae  l'angle  «  est  très  petit,  MAcosa  est  sensiblement  égal  à 
répaissenr  MD  de  la  couche  au  point  M,  ce  qui  permet  de  remplacer 
Jâm  X  MA  cos«  par  MD  X  ztf»,  et  en  observant  que  la  somme  des  éléments 
spbériqiMS  4m  à  l'intérieur  du  cône  PMQ  est  sensiblement  égale  à  la  moitié 
de  la  soHaee  sphàrique,  ou  à  Sir,  puisque  les  angles  PMN,  QHN  sont  droits 
à  la  limite,  il  Tîeiiica  définitif e, 

R  =  4ir//«pXllD. 

79.  Cette  démonstration,  dont  on  s'est  longtemps  contenté,  n'est  pas 
rigoorease,  car  elle  suppose  a  très  petit,  tandis  que  a  doit  Tarier  de  0  aux 
angles  PMN,  QMN,  qui  sont  voisins  de  l'an- 
gle droit.  Le  résultat  est  cependant  exact, 
grftoe  à  une  compensation  d'erreurs,  ainsi 
que  nous  allons  le  démontrer. 

Ptr  la  normale  MN  faisons  passer  une 
série  de  plans  infiniment  voisins,  se  cou- 
pant sous  l'angle  cft;  l'élément  sphé- 
rîqœ  dm  peut  être  déterminé  par  la  ren- 
contre de  la  sphère  avec  deux  de  ces  *^' 
plans,  correspondants  aux  angles  0  et  0  +  e/0,  et  avec  deux  cônes  droits  de 
léfolution  autour  de  yif,  détlnis  par  les  angles  x  et  a  +  dx.  Appelons  ti 
la  longneur  MA,  correspondante  aux  angles  a  et  0.  Nous  aurons 

et 


R  =  2/)tft^  /   I  ucosoc  sin  adadê 
=■  2/iip  j  d$  I  Ncosasinada 


1» 
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La  première  intégration  poriera  sur  h  variable  s,  qui  sera  prise  enirv 
tes  limites  x  =  0  et  e=:;I11I',  dans  un  aiimut  dêriiti  p^ir  une  valeur  dut 
quelconque-,  ensuite  on  Tera  ixner  (  de  0  à  Sic,  pour  faire  la  scmmabun 
dans  toute  l'étendue  du  cAne. 

Le  point  H  étant  inGniment  voisin  de  la  courbe  S',  l'arc  PD  est  iiLTiiiimpnl 
p«til,  et  peut  par  cuiiséquent  Hre  conroniiu,  aui  infiniment  petits  du  iroi- 
siéine  ordre  [irés.  avec  un  arc  de  parabole  qui  aurait  son  sommet  au 
point  D,  [jui  aurait  pour  aie  Is  droite  UN,  e(  qui  louclierait  la  droite  IIP 

Le  point  D  est  le  milieu  de  la  distance  Hl,  projeclion  de  HP  sur  la  nor- 
male M.  Appelons  ^  l'angle  P)1I,  limite  de  l'angle  >,  el  ■  la  dislance  HD. 

L'équation  de  la  parabole  DP,  rapportée  i  son  axe  el  &  la  tangente  aa 
sommet,  est  de  la  forme 


On  en  déduit,  en  résolvant  par  rapport  à  u,  et  en  prenant  la  moindre 
racine,  celle  qui  correspond  à  la  valeur  négalive  du  radical. 


—  ï^iT. 

langn 

^i^.v/' 

P 

Hais  a 

point  P  on  a 

x  =  i,  o  = 

=  p,  et  par  con 

•<P  =  \'W; 

séqucnl 

d'où  l'on 

déduit  tangl^ 

=v/ï- 

le  ndica 

p.r-L. 

il  Tienilra                            j 

lllHlailg.*  \  V  La„u*>/ 

Multiplions  les  deux  membres  par  cosoisjnsffi  : 

«c«»Mn«d=  =  f-^"  d,  fl  -  v/iTi?^  , 
expression   qu'il  Taut  intégrer  de  n^O  é  a^^.  Le  radical  pmt  élre 
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développé  en  série  par  b  formule  de  binôme,  puisque  le  second  terme 

\taMtt)   ^  ^"  ^'^^ ^  ^  l'unité;  il  fient  alors 


Vf  _  ^"g*«  —  ^4  —  ^^g*«\  *  —  4  _  *  tangua       i  tang*a 
lang»^      V        tang»^/    ""         5  tang»^  ""  8  tang*^  "♦"  ' 

série  dont  les  tomes  successif  sont  de  plus  en  plus  petits  en  yaleur  ab- 
solue. 

L'expression  à  intégrer  prend  la  forme 

î  tang»^  ■*"  8         tang*^ 

Remplaçons  tang*p  par  ^,  puis  supprimons  les  facteurs  communs;  il 
Tient,  en  bornant  la  série  à  ses  deux  premiers  termes, 

^5       p 
Intégrons  de  a  =  0  à  a  =  P;  nous  aurons  pour  le  premier 

«(1— cos^); 

quant  au  second,  observons  que  •  est  infiniment  petit,  tandis  que  p  est  une 
quantité  finie;  de  sorte  que  le  facteur  constant  ^  est  un  infiniment  petit 

du  second  ordre.  L*autre  facteur  est  |  tang^asinsdx.  Sans  faire  entière- 
ment cette  intégrale,  nous  pouTons  en  déterminer  une  limite  supérieure. 
Le  facteur  sina  étant  toi:yours  compris  entre  0  et  i,  nous  avons  Tiné- 
gaiité 

/   tangua 8inoc<(a<  /    tang*ada* 
Or 

quantité  à  prendre  entre  les  limites  0  et  p.  Tintégrale  cherchée  est  moindre 
que  tangP  —  P,  et  a  fortiori  moindre  que  tangP  ou  que  l/l*-  Le  produit 

est  donc  phis  petit  que  ^  x  i/^  ou  que  ^  \/^»  infiniment  petit  de 

5 
Tordre  5.  Dans  un  calcul  où  l*on  doit  négliger  les  infiniment  petits  d'un 


OCf 
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ordre  supérieur  au  premier,  on  doit  effacer  le  second  terme  de  la  série,  et 
à  plus  forte  raison  les  suivants,  qui  sont  d*an  ordre  plus  éle?é  de  petitesse, 
il  reste  alors  pour  Tintégrale 

«(1— cosp), 

ou  &  la  limite,  pour  P  égal  à  ^«  Tépaisseor  •  de  la  couche  oomme  le  calcul 

sommaire  nous  Favait  appris. 
On  a  donc  en  définitive 

t  =  MD  étant  Tépaisseur  de  la  couche  au  point  U. 

80.  On  peut  transformor  celte  expression.  Soit  0   (fîg.  67)   le  centre 
*  commun  des  deux  surfaces.  Joignons  OM  ;  celte  droite  coupe  en  E  la  sur- 
face S';  abaissons  du  point  0  la  perpendiculaire  OF  sur  le  plan  tangent  ï 
Tellipsoîde  en  M;  les  triangles  IIDE,  OFM  seront  semblables,  et  si  on  ap- 
pelle P  la  distance  OF  du  centre  au  plan  tangent,  on  aura  la  proportion 


IID      OF        P 
MB  "■  OM  "■  OM' 

On  en  déduit 

MD  =  Px;j. 

et  comme  les  ellipsoïdes  S  et  S' sont  semblables,  si  a  est  le  demi-axe  de 
Tun,  et  a  —  (fa  le  demi-axe  de  Tautre,  ^r^  sera  égal  Si  — •  Donc  enfin 

n  -      .       Prfrt 

n--Anffip  — . 

Pour  avoir  les  composantes  de  R  parallèlement  aux  trois  axes  principaui, 
il  suflit  de  multiplier  R  par  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normnlf  lÊS 
avec  ces  trois  axes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  cosinus  des  angles 
que  le  plan  tangent  fait  avec  les  trois  plans  coordonnés. 

a*        6*         y* 

Soit ^.  ^L  4-  Jl  —  i  l*équalion  de  rellipsoide. 

a*       b*       c^ 

I/C  plan  tangent  au  point  (a,  p,  7)  a  pour  équation 

La  distance  P  de  Torigine  au  plan  tangent  est  donnée  par  Técpiatioa 

i 


V  = 


v/i 


^* 


^4  -^  M  +  ? 
OÙ  le  radical  doit  être  pris  positivement. 


SDR  UN  POINT  DE  SA  SURFACE.  m 

Les  équations  delà  normale  sont 

(^0  M  (y 

et  les  cosinus  des  angles  que  cette  droite  fait  avec  les  axes  sont  égaux  res- 
pectivement à 

«^  y  / 

eu  bien  & 

^  P« 


c 


.t 


=  h. 


\/WW^' 


JjQ  signe  +,  attribué  aux  radicaux,  correspond  à  la  normale  extérieure; 
comme  Tattraction  totale  Q^t  dirigée  suivant  MN,  c'est-à-dire  suivant  la 
normale  intérieure,  il  faut  prendre  les  radicaux  avec  le  signe  — ,  de  sorte 

Pa         PB  Py 

que  les  cosinus  à  employer  sont j- 1  —  rj  t  —  ^* 

Appelant  X,  Y,  Z  les  composantes  de  R  suivant  les  axes  des  ellipsoïdes, 
nous  aurons  donc 

Y  =  -  4.fr;,p.^  J^,  =  -  4./>pP«^  g. 

On  peut  Yérifier  sur  ces  formules  que  la  fonction  Y  est  constante  tout  le 
long  de  b  surface  S.  On  a  en  eiïet 

2-_-4,rpP««^. 
^  =  -4^pP«^^, 

~=-4,r/,P«y^-, 

formules  Traies  pour  tous  les  points  de  rellipsoide. 
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Un  a  donc,  avec  cette  restriction, 


quantité  identiquement  nulle  en  tous  les  points  de  rellipsoide,  puisqu'on 
a  l'équation 


à 


ATTRACTION  D*Ulf  ELLIPSOÏDE  HOMOCiNE  SDR  ON  POnCT  EX1KRIECB* 

81.  La  méthode  que  nous  suivrons  consiste  à  décomposer  rellipsoide  en 
une  série  de  couches  infiniment  minces  par  des  surfaces  ellipsoïdales  sem- 
blables. Supposons  que  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  donné  soient  A,  B,  C, 
et  qu  on  ait  A  <  B  <  G,  le  signe  <  n'excluant  pas  l'égalité.  Appelons 
encore  a,  p,  ^  les  coordonnées  du  point  M,  auquel  nous  attribuerons  une 
masse  {&,  et  soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  totale  estimée 
parallèlement  aux  axes. 

Cherchons  d'abord  les  composantes  de  l'attraction  correspondante  à  une 
couche  ellipsoïdale  définie  par  les  demi-axes  a  et  a  -^  da,  b  ei  b  —  dt^ 
cet  c—  de;  nous  aurons  entre  ces  quantités  et  les  demi-axes  de  la  surface 
extérieure  les  relations 


a 

b 

c 
=  C' 

da 

db 

de 

w 


Nous  savons  (§  76  et  77)  que  la  couche  ellipsoïdale  [a,  a—da)  exerce 
sur  le  point  M  une  action  de  même  direction  que  la  couche  homofocalc 
^  {af,  af  —  da')  passant  par  ce  point  M,  et  que  ces  actions  sont  entre  elles 
comme  les  produits  abc  et  a'b  cf,  en  supposant  que  ces  couches  aient  la 
môme  densité  p.  Les  demi-axes  de  la  couche  homofocale,  a',  b',  c',  af^^d*t^ 
b'  —  db',  cf  —  de',  seront  donnés  par  les  relations 

«/*  —  a«  =  6'*  -  6«  =  c^  —  c«, 

(2)  i    ^'  =3  ^      ^^  —  ^^      ^  —  ^. 

a'  ^  a^     'b'  "  b'      d  ~'  c* 
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Pour  que  la  surface  extérieure  passe  par  le  point  M,  il  faut  de  plus  qu'où  ait 


.«         |5«        ..« 


Soit  enfin  P  la  distance  de  Torigine  au  plan  tangent  mené  à  rellipsoîde 
(a',  Ifj  (f)  au  point  M;  les  composantes  de  Tattraction  de  la  couche 
{a\  af  —  da'}  sur  le  point  M  seront  (§  80). 

da' 


M  ^    wx^  da' 

a     >>      n*      da' 


En  les  multipliant  par  le  rapport  -Tpp*  on  aura  les  composantes  de  b 
couche  (a,  a  —  da),  savoir  : 

dof       da 
en  obsenrant  que  -7  =  — . 

82.  Nous  allons  exprimer  toutes  les  variables  a,  b,  c,  af,  l/^  c',  et  P'  en 
fonction  d*une  même  quantité  11,  définie  par  réqualion 

(5)  1="-. 

le  nombre  m  sera  compris  enlre  0  et  le  rapport  p  du  demi-axe  de  la 

surface  de  Tellipsolde  au  demi-axe  de  la  surface  homofocale  passant  par  le 
point  M. 

On  en  déduit  0^=-. 

Mais  des  équations  (2)  combinées  avec  les  équations  (1)  on  tire 

6^  =  a'«  +  6« -««  =  «'«+««  ^^*  — l) , 


et  par  suite 

*— •(in-?--) 
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B* 


Nous  ferons,  pour  abréger,  p  —  1  =  >.*,  et  nous  aurons 


-vi 


+  A«. 


o 


Faisant  de  même  ^  »  1  =:  x'*,  il  Tiendra 


^  =  «\/ii+>'"- 


Remplaçant  af^lF  Aif  par  leurs  valeurs  dans  Fèquation  (3),  on  obtient, 
pour  déterminer  a  en  fonction  de  «,  Téquation 


(6) 


qui  donne 


éf '4*')* -{h*-) 


=1, 


0  = 


On  exprimera  ensuite  a',  6^  et  c'  en  fonction  de  u* 
Pour  exprimer  F,  on  emploiera  la  formule 


pi«— 


a* 


o^  ^  6^  ^  C* 


««ii*  + 


^^ 


l-H 


("+ i)'  (-+ h)' 


Enfin,  il  faut  exprimer  da  en  fonction  de  du;  on  tirera  <fa  de  Téquation  (G) 
en  la  différentiant.  U  vient 


Im  — 


i  •         * 


flc"M 


<fa  = 


('•*i)*  ('-+^) 


^  (/ai 


<fM 
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ou  Lieo 

A,  —  '"*      —  ^*î  —  g^ti 
**  ~"  ti»x«  ""  P' V    P'** 

Substituons  P^'da  dans  les  équations  (Â)  ;  nous  aurons 

Bemplaçant  enfin  a*,  ^,  c^,  d  et  c  par  leurs  valeurs  en  «,  il  Tient  sucoessÎTe- 
ment 

6c  "   A«  BC 


6'C"" 

DCtt* 


v^5+^^v/î+^  A*y^Tr«v/J^ 


•(i+^-)     ''^     AVi+>.v/î^-x  (!+..)«' 


A«(i  +  A*ifi)i  ^(T+Ph?)  ' 


a* 


6'c^  —  c^  Xp?—       '•  ^  ^ 


BGu* 


/i^  +  xA       A*  Vil  4-  Â«tt*)  (1  +  À'*ii^i 


Donc 


A«Vi  +  i*tf*  X  (i  4-  A'H««)1 


dX  =  —  ^Tif/ifia  X  Tç 


A*  \/(i  4-  /*w«)  U  -h  A'»M«j  * 


«>  =  — ♦«w^x-nr 


A'  V(l+Â«M«)*(H-i'«U«)* 


cfZ=:  — iic/^^x-nr 


^*  v/(t4-À«M«)  (14-A'*M«)» 
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Si  Ton  obsenre  que  la  masse  totale  M  de  Tellipsoîde  est  égale  è 
^  irABG  X  p,  on  pourra  écrire  plus  simplement 


17) 


j-  3M       -  u*du 

a  A  =^  —  7^  X  />*«    .  =: 


u*da 
.-  3M       .  iiVm 


Il  n*y  a  plus  qu*à  intégrer  ces  fonctions  entre  les  limites  ic  =  0  el 
=  77  >  ce  qui  donne,  en  indiquant  seulement  Topération  à  exécuter. 


X 


(8) 


uhiu 


V^{l+AV)(l-+-.'«u^)' 


,'V) 


85.  La  première  quantité  à  intégrer  contient  en  dénominateur  un  radical 
carré  qui  porte  sur  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  ii.  L'intégrale 
rentre  dans  la  classe  des  fonctions  elliptiques.  Les  deux  autres  peuTenI 
se  déduire  de  la  première  par  une  dérivation  partielle.  En  effet,  multi- 
plions X  par  X,  puis  prenons  la  dérivée  du  produit  par  rapport  à  X;  il 
viendra 

^^UX)  =  x  +  )g. 

Or 

A 


Donc 


s(«)=-ï^-[£'( 


u*du 


Vr+V«i^  V^  IH-  À«u«      V^i  -h  i'«u«  (  v^ 


X*tàdu \    I 


-'h: 


A 


->  Xht*)  ^       3M  /^  uVu 
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DoncenÛD 

De  même  Z  =  ï  — jtt- 

84.  Remarques.  —  1*  Supposons  que  le  point  M  soit  placé  sur  la  sur- 
face extérieure  de  Teilipsoide.  Alors  on  a  -r;  =  i ,  et  les  limites  des  inté- 
grales qui  Cgurent  dans  les  équations  (8)  sont  les  nombres  0  et  i .  Ces  inté- 
grales prennent  des  valeurs  numériques  complètement  déterminées  dés  qu'on 

X    Y    Z 
connait  les  nombres  X  et  X';  Ui  rapporU  -  «  t  «  ~  '^^^  ^^^  indépendarUt 

de  la  pontion  du  poi/U  )lià  la  turface  de  Vellipsoîde. 

S*  Si  le  point  U  était  à  Fintérieur  de  l'ellipsoïde,  tout  se  passerait  comme 
si  Ton  retranchait  du  système  attirant  toute  la  matière  comprise  entre  sa 
surface  extérieure  et  wie  surface  semblable  menée  par  le  point  M;  on  aura't 

donc  encore  la  limite  p  =  1,  et  les  intégrales  définies  conserveraient  leurs 

II 
valeurs.  D  en  est  de  même  aussi  du  rapport  rj*  qui  correspond  à  Tel- 

lipsotde  semblable  ;  car  les  masses  des  ellipsoïdes  semblables  sont  entre 

dles  comme  les  cubes  des  demi-axes  homologues.  Donc  les  rapports  - . 

a 

Y   Z 

7-«  —  «oui  cofistofUf,  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré  à  Vintériettr 

au  à  la  swrface  d^un  ellipscUde  homogène. 

3*  Les  intégrales  peuvent  être  obtenues  sous  forme  finie  quand  la  sur- 
face est  de  révolution  :  mais  alors  deux  cas  sont  à  distinguer.  Nous  avons  ad- 
nûs  que  A  était  <  B,  et  que  B  <  C  ;  ces  inégalités  sont  nécessaires  pour  que 
les  rapports  Xet  X'  soient  réeb.  L^ellipsoîde  peut  être  de  révolution  de  deu!L 
manières  : 

Si  B=:G,  Taxe  A  est  Taxe  de  révolution  et  Tellipsolde  est  aplati  vers 
les  pôles  ;  dans  ce  cas  x=:X^ 

Si  A  =  B,  Tellipsoide  est  de  révolution  autour  du  plus  grand  axe,  et 
il  est  allongé  vers  les  pôles  ;  dans  ce  cas  x  =:  0. 

Lorsque  x  =  x%  les  formules  deviennent 

A 

t 

,_      3M/y  f^'      u*du      _       3M/>i,3  /      ,       OA       _XAV_\ 


ATTItACTlON  DES  ELLirSOlDES. 


^r 


Dans  CCS  forniules,  arctang  p  rcpréscnle 

pond  i  la  tangente  donnée  j;- 
Si }  ^=0,  ou  si  l'ellipsoïde  est  a1lonf{é  vers  les  pûles,  on  trouvera 


loionkaEs  de 

85.  Les  théorèmes  de  Mac-Latirin  et  d'ivory  ont  pour  objel  de  comparer 
les  atiraclions  de  deux  ellipsoïdes  homogènes  et  liomofocaus  sur  un  ftânl 
matériel  \  ils  consistent  d,ins  les  énoncés  suivants  : 

1*  Deux  ellipsoïdes  homorocaui  homogènes  exercent  sur  un  même  point 
extérieur  quelconque  des  attractions  qui  ont  la  même  direction,  et  qui  sont 
proportionnelles  aux  masses  de  ces  ellipsoïdes. 

3*  Ëiant  dunnés  deux  cllipsoîijes  homorocaux  homogènes  S  et  S',  el  deux 
points  coriespondants  H  el  H',  placés  le  premier  sur  la  surface  de  l'ellip- 
soide  S',  Iri  second  sur  la  surface  de  relUpsoïJe  S,  les  composantes  paral- 
lèles à  un  axe  principal  des  altractions  do  S  sur  11,  et  de  S'  sur  H'  sont 
entre  elles  comme  les  produits  des  deux  autres  axes  principaux  dans  cliaqoe 
ellipsoïde. 

86.  Le  premier  théorème,  qui  est  celui  de  )lnc-Laurin,  peut  se  démon- 
Irer  géométriquement,  en  décomposant  kii  deux  ellipsoïdes  donnés  en  cou- 
ches respectivement  homofocales,  semblables  entre  elles  djus  cliacun 
d'eux,  et  en  appliquant  Ji  ces  couches  la  remarque  contenue  dans  les  0  70 
et  77.  On  le  déduit  également  de  l'examen  des  formules  générales.  U 
suflil  de  démontrer  la  proposition  pour  deux  ellipsoïdes  liomofocaux  de 
même  densilé  dont  l'un  passe  par  le  point  donné. 

Soient  A,  D,  C  les  demi-axes  du  premier  ellipsoïde,  f  ta  demilé;  A',  Ift 
C  les  demi-axes  du  second,  qui  passe  par  le  [loint  U. 

Nous  aurons  pour  l'un,  en  n'écrivant  que  la  composante  X, 
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et  pour  le  second» 

v'kiv 


X'=-»^/^J]|^= 


Mais»  puisque  les  ellipsoïdes  sont  homofocauz»  on  a 

A'*  — A«  =  B^  — B'rsC»  — C*. 

[k>iie 

,  ,  _  B^  — A^  _  B'  — A«  _  k*        B«  —  A«  _  A« 
*i  —       pi  i^ft      ""A'»  A«      ~'A'*     • 


cle  méine 


et  d  Ton  pose 


d'où  résulte 


il  Tient  en  définitlTe 


AS 

l."  —  --  1*« 


A' 


^9  as  -->  (f  If  y 


!'=-?=■ 


/ 


) 


■/. 


ru  '.AA^  TV       W 

UQ  pranrenit  de  même  que  y  =  =•  =  g-* 

87.  Le  second  théorème,  celui  divory,  est  remarquable  en  ce  qu'il  a 
lieu,  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction. 

Soit  ABC  (fig.  69)  le  premier  ellipsoïde,  A'B'G'  le  second,  M  un  point 
pris  sur  la  surface  du  second,  M' le  point  correspondant  à  M  sur  la  sur* 
face  du  premier. 

La  composante  X  de  Tattraction  exercée  par  Tellipsoide  ABC  sur  le  point 
11  est  donnée  par  la  formule  générale 


X  =  />/*///*'('•)  V^  ^^^2^*' 


où  f  est  la  distance  du  point  M  à  Télément  de  volume  dxdydz^  a  Fabsclsse 
du  point  M,  et  F  (r)  la  loi  de  Tatlraction  en  fonction  de  la  distance. 


m 


THÉORËIIB 


Partageons  Tellipsolde  en  éléments  prismatiques  parallèles  à  Taxe  OX  ; 
soit  PQ  Fun  de  ces  éléments,  qui  a  pour  base  dans  le  plan  Z07  le  rectangle 
mnpq^i^dyd*;  faisons  Fintégration  par  rapport  à  x  tout  le  long  de  ce 
prisme. 

Nous  aurons  dr  =  lilUÎJ —  le  long  de  la  droite  PQ  parallèle  à  Taxe 


Fi;.  69. 


OX,  de  sorte  qu*en  posant  Ç^{r)dr=^<f(r),  on  aura  aussi 

Prenons  cette  intégrale  entre  les  points  P  et  Q;  soient  r^  et  r^  les  distancei 
limites  MP,  MR  ;  la  première  intégrale  sera 

X  =  fPH^ffw,)  "  9[rt)]dyd%. 

Passons  au  point  M' et  à  Tautre  ellipsoïde  qu'on  décomposera  en  èlémeols 
correspondants  ;  on  aura  pour  volume  correspondant  au  prisme  PQ  on 
autre  prisme  PQ',  dont  la  base  dans  le  plan  ZOY  sera  dy^dtf^  et  pour  leqnd 
les  deux  distances  limites  M'P,  M'Q'  seront  respectivement  égales  i  MP, 
MQ  (§  74). 

On  aura  donc,  en  attribuant  la  même  densité  aux  deux  ellipsoïdes  et  ta 
même  masse  aux  points  M  et  M', 


X'  =  />.«*//[?  ('•«)  -  9[r^)W^^'* 


Or 


et  par  suite 


^QcenQn 


DIVOET. 


161 


%ali(é  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  d'ailleurs  déduire  le  théorème  dlvory  de  celui  de  Mac-Laurin,  e(| 
réciproquement . 

SS.  Remarque.  —  Le  théorème  d'Ivory,  étant  établi  indépendamment 
^  la  loi  de  Tattraction  en  fonction  de  la  distance,  permet  de  démontrer 
^  proposition  suivante  : 

La  9euU  loi  d'aUraciion  pour  laquelle  une  couche  sphérique  homogène 
^ exerce  aucune  action  nar  un  point  intérieur  esl  celle  qui  e$t  exprimée  par 
^équation 

nr)  =  i- 

Soient  en  effet  deux  sphères  concentriques  homogènes  OM,  OM';  prenons 
Un  point  M  sur  la'surface  de  la  première,  et  un  point  M'  de  masse  égale  sur 
U  surface  de  la  seconde.  Appliquons  le  théorème 
d'iTory;  nous  aurons,  en  appelant  R  et  K'  \ei  altrac- 
lioos  de  la  sphère  OM'  sur  M  et  de  la  sphère  OM  sur  M', 


r; 

R 


OM* 
ÔS"'* 


Fig.    70. 


Qr,  si  Faction  d'une  couche  sphérique  homogène 
sur  un  point  intérieur  est  nulle,  Faction  R  de  la 
sphère  CM'  sur  M  doit  être  indépendante  de  0M% 
car  les  couches  situées  au  delà  de  la  sphère  M  n*ont  pas  d'influence  sur  cette 
«Uraction.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  R  x  Ôfi* 
oonstant.  Faisant  donc  Rrx  ÔM*=:G,  on  aura 


R'  = 


OM*"' 


en  désignant  par  G  une  constante.  L'attraction  est  donc  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  du  point  attiré  au  centre  0  de  la  sphère  attirante. 
Cette  ^lité,  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  le  rayon  OM,  a  lieu  encore 
à  la  limite  pour  un  point  matériel  unique,  ce  qui  fait  retrouver  la  loi  de 
KewtoQ, 


V.  —  nie.  cotufiaoai. 


1t 
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PROBLÈMES 


Cette  propriété,  particulière  à  la  loi  newtonnienne,  et  la  propriété  dlm- 

poser  aux  points  mobiles  des  tngectbires  fermées  (llî,  §  253)  «  montrent  le 

caractère  tout  spécial  de  cette  loi. 

89.  Noos  allons  démontrer  directement  la  même  proposition. 
SoU  AA'  une  couche  sphérique  homogène,  dont  la  densité  soit  égale  k 

P  par  unité  de  surface.  Soit  a  =  OA  son  rayon. 
Formons  la  fonction  U  (§  54  )  pour  un  point 
intérieur  M  défini  par  sa  dislance  au  centre 
OM  =  r.  Cette  fonction  devra  être  constante 
par  hypothèse.  La  surface  d'une  xone  infini- 
ment mince  PF  est  égale  à  Tare  PP  =  aA 
multiplié  par  la  circonférence  décrite  par  le 
milieu  de  Tare  PF,  ou  par  Sir  x  IP;  ce  qui 
donne  2«a'sinOd9,  en  appelant  •  Tangle  POA. 

Soit^  HP  =  u  la  distance  commune  des  points  de  la  lone  au  point  M.  Noos 

aurons 

lJ  =  2r.aV   f  ""*f>(tt)sinerfO, 

9(ti)  désignant  Tintégrale  jf(u)du,  dans  laquelle  F(tt>  représoite  Tat- 

traction  en  fonction  de  la  distance. 
Or  le  triangle  OMP  établit  une  relation  entre  u,  0  et  r;  on  a  en  effet 


Fig.  71. 


Différentiant,  il  vient 


M^  =  rt*  -H  r*  —  2arcos9. 


udu=ar^in9d$* 


Remplaçons  sinâdtt  par  —  : 

ou  bien»  en  observant  que  6  =  0  donne  ti  =  a  —  r,  et  ft 

U  =  — ^  I  uf{u)du. 

Nous  poserons  fw^  (u)  du  =  ^  {u)  -,  et  Téquation  deviendra 

U=?^^(f(a-4-r)-4,(a-r)J. 


=  ir,  M  =  a  +  ^i 


La  fonction  U  doit  être  constante  quelle  que  soit  la  position  du  point 
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mr  le  rayon  OA,  c'est-è-dire  doit  être  indépendante  de  r  ;  donc  le  rapport 

—5 LUI — ^_i  doit  ne  plus^  contenir  la  Tariable  r.  Admettons  que 

la  fonction  ^(a-{-r)  soit  développable  par  la  série  de  Taylor  pour  toute 
valeur  de  r  comprise  entre  —  a  et  +  a  ;  nous  aurons 

série  où  n*entrent  que  les  dérivées  d*ordre  impair. 

lyîTisant  par  r,  on  Toit  que  la  condition  dierchée  est  que  (|^''  (a)  =  0, 
^^  (a)  =  0,  .  • . ,  quel  que  soit  a.  La  première  condition  renferme  toutes 
les  suivantes,  et  montre  que  ^{a)  est  un  polynôme  entier  du  second 
en  a. 

€d  aura  donc 

»  B  et  G  étanl  des  constantes. 
Donc 

tip(tt)-=2Au  +  D, 

par  suite 
^UTérentiant  de  nouveau»  il  vient 

F(«)=-i. 

^  savoir  la  loi  de  Newton. 

90.  Mais,  pour  le  démontrer,  nous  avons  admis  que  la  fonction  ^  était 
^éveloppable  en  série  convergente  par  la  for- 
>))ule  de  Taylor  On  peut  éviter  cette  suppo- 
^tioD. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
^  construisons  la  courbe  jf  =  <|>(ii)  ;  sur  Taxe 
des  X  nous  porterons  des  longueurs 

OA  =  a,        OC  =  a  —  r,        OF  =  a  +  r. 

Le  pdnt  A  sera  le  milieu  de  la  distance  Fig.  72. 

Cf.  âevons  aux  points  G,  A,  F  des  ordonnées 

CD  =  .f(a  — r),       AB  =  ^(a),        FE  =  ^(aH-r). 

Noos  obtiendrons  ainsi  les  points  D,  B,  E,  et,  en  faisant  varier  r,  nous 
«<3iX)ns  une  suite  de  points  qui  dessineront  une  courbe  DBE,  représentant 


T 

D 

1 

fi 

t\ 

B 
0 

0 

< 

s 

\ 

P          X 

m                                            FltOOLÈUDS 
l'équation  i(^^(a).  Le  rapporl  '^ ^ 


-  est  donné  sur  la 


figure  par  le  rapport 


u  par  l'inclinaison  de  la  corde  UK.  Le  premier 


rapport  étant  constant,  les  diverses  cordes  DE,  dont  les  milieui  1  sont  tous 
situés  sur  l'ordonnée  BA,  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  p.iratlélK 
aussi  à  leur  position  limite,  c'est-li-dire  à  la  langeiile  Bil  à  la  courbe  au 
point  B  :  propriété  qui  caractérise  une  parabole  à  axe  parallèle  à  i 
en  effet 

*'°  +  '-'7*'-"  =  y|.). 

équation  qui  doit  être  vraie  pour  toutes  valeurs  Hnies  de  a  et  de 
déduit 

j,l«  +  r)_^,(a-rl  =  ïr;>l. 

Prenons  successivement  les  dérivées  des  deui  membres  par  rapport  i  »-, 
puis  par  rapport  &  a  ;  il  viendra 


lurbe  au 


^(fl  +  rH-+'(a-r)r 


Donc 


Cette  é<]uaLion,  étant  vraie  pour  toutes  valeurs  de  r  et  de  a,  montre  qita 
la  fonction  ^'(û+r)  est  uneTonction  linéaire  de  r,  et  comme  elle  ne  change 
pas  ([uand  on  ;  permute  r  en  a.  elle  duil  élre  aussi  une  fonction  linèain^de 
a.  Donc  4^(a)  est  une  constante,  i'{a]  une  fonction  de  la  forme  Ba+C, 
i)i(a)  un  trinôme  du  seco.iJ  degré  Au*  +  Bu  +  C,  et  enfin  f{ii)  =  -ri' 
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91.  Cherchons  aussi  quelle  forme  il  faut  donner  i  la  fonction  f{a)\ 
que  l'allraclion  d'une  couche  sphérique  homogène  AA'  sur  un  point  es^^ 
rieur  H  soit  la  même  que  si  la  masse  attirante  était  concentrée  i     ~~' 
ire  0  de  la  couche. 
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Vbos  aurons  Un^goun,  en  CEÛsant  Tarier  •  de  0  &  ir» 

U  =  2icaV  ff(u)  sin  $dO, 

et 

tt*  =  a*  H-  r*  —  îarcos5. 

^Hb  eo  déduit  encore 

îs  pour  6=0,  OB  a  11  =  r  — a;  pour  6  =  ^,  on  a  ti  =  r  +  c;  de 
que 

Cela  étant,  faisons  tarier  infiniment  peu  le  rayon  a  de  la  couche  sphé- 
Hqne,  et,  en  même  temps,  faisons  varier  la  densité  p  de  cette  couche  de 
telle  sorte  que  la  masse  totale  reste  la  même  ;  cette  masse  s'exprime  par 
le  produit  4ira*p  ;  nous  ferons  4irp  x  a*  =  SK,  quantité  constante,  ce  qui 
donnera 

Si  l'attraction  de  la  couche  est  la  même  que  celle  d*une  masse  égale  con- 
centrée au  point  0,  la  fonction  0  ainsi  exprimée  doit  être  telle  que  ^ 

toit  indépendant  de  a,  et  par  suite  la  condition  donnée  s'exprimera  en 
posant 

^=0 

équation  qui  slntégre  aisément,  et  qui  montre  que  U  est  la  somme  d'une 
fonction  de  r  et  d'une  fonction  de  a. 

9i.    Cherchons  à  déterminer  sous  cette  condition  la  forme  générale 
de  la  fonction  <|». 

Remarquons  d'abord  que,  si  nous  connaissons  deux  solutions  <|f,  et  <|>|  du 
problème^  la  somme  4*0  +  4*1  on  est  une  troisième  solution.  En  effet,  si  l'on 
aàlalbis 


et 


ar 


^somma 


ltt{r  +  a)  + 1,  (r  +  a)\  —  Mr  -  a]  +  »,(r  -  c)\ 

ar 
=  P'.W+  F,(r)I  +  (/,(«)  +  A(a)J 


paits'écrirp 


^ -ZT^ =  FiW  +  /iW. 


dparfloitela  fDiiclîoB|,  =  ^+K  mnCûtanx  conrlitiops  Imposées  î  h 

Plos  séoènlcment,  P  d  Q  ètÊai  de»  fomtantft  jibitraket,  on  tunoie 

foInlMm  en  prenaiu  pov  fa  fbodioo  {i  h  sonHDe  IS^  +  (Ht- 
2(oos  fiaminfrons  sacoessÎTement  dhcfs  cas  partioilîars. 
1*  Snppownt  d'abord  que  «  soie  infiniment  petit  par  rapport  i  r  ;  dobs 

pounms  remplarrr 

♦  r  +  «)    pir    firj+«f{f), 
f  r-«;    par    f{rî-«f.;r). 

et 

Dune 

quantité  indépendante  de  a.  On  en  déduit  poor  rattractkA 

-fr~  =  -/^X.uXÎKX9'lr=-/X/aXÎKxF(r), 

résultat  évident  a  priori,  et  qui  montre  qu*à  la  limite  fa  propriété  indiquée 
appartient  li  une  fonction  quelconque  :  Tattraction  d*une  couche  sphériqoe 
de  rayon  inûniment  petit  est  toujours  la  même  que  si  fa  masse  était  con- 
centrée en  son  centre. 

2*  11  en  sera  de  même  aussi  toutes  les  fois  que  fa  fonction  l)  sva  indé- 
pendante de  «.  Nous  sommes  conduits  par  là  à  clierdier  la  forme  de  b 

fonction  ^  qui  rend  le  rapport  -^ ■ indépendant  de  a. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  axons  cherché  fa  forme  de  fa  fonctkm 

^i^  qui  rend  le  rapport  v  <»  ■  r|  —  v(fl  — —  indépendant  de  r,  et  noes 

avons  trouvé  que  ^  devait  élre  une  fonction  entière  du  second  degré.  U 
nouvelle  question  qu*il  s\ngit  de  résoudre  ne  diffère  de  la  première  que  par 
la  permutation  des  lettres  a  et  r,  et  la  conclusion  ^ur  la  forme  de  fa  fonc- 
tion ^  est  la  même. 
On  aura  donc  une  solution  en  posant 

On  voit  du  même  coup  que  de  ces  deux  propriétés  de  fa  couche  sphériqne 
homogène,  d'attirer  un  point  extérieur  comme  si  fa  masse  était  concentrée 


divehs.  107 

en  son  cenlre  et  d'exorcer  uqe  altraction  nulle  sur  un  poiot  quelconque 
intérieur,  la  première  est  un  corollaire  de  la  seconde. 

3*  Pour  obtenir  d'autres  solutions,  nous  poserons  d'une  manière  géné- 
rale 

f»(ii)  =  ii«. 

et  nous  chercherons  qudle  taleur  il  convient  d'attribuer  à  l'exposant  m,  St 
I,  m^  m,, ...  sont  des  valeurs  admissibles,  nous  aurons  une  solution  phu 
en  posant 


^  [u)  =  A,ii««  -h  A,m"*  -h  a  jm"«  -t  . . , 

A.|,  A^,  • ..,  étant  des  constantes  arbitraires. 
De  l'équation 

<Mi  tire  successivement 

=  r"  -h  wr        a  +  m  — g —  r        a"  +  m  — ^ —  — = —  r        a"  4- ... , 

^  (r  —  a)  =  (r  —  a)* 
=  »^  —  ïwr        a-f-m — g — r        a"  —  m — 5 =-^  r        «"-f-vt 

dévebppements  qui  seront  toujours  convergents  pour  une  valeur  numé- 
rique du  rapport  -  inférieure  à  l'unité;  enfin 

^  =  2/Mr         +2w r —  — = — r         a*+     • 

ra  2  3  ^     • 

Tous  les  termes  de  celte  série  à  partir  du  second  contiennent  les 
puissances  successives  de  a*  avec  les  coefficients  m,  m  —  1  et  m  —  2.  On 
voit  tout  de  suite  que  le  développement  sera  indépendant  de  a  si  l'on  a 
foit  111  =  0,  soit  m=  4,  soit  m  =  2,  ce  qui  correspond  aux  différents 
termes  de  la  solution  déjà  indiquée,  4*  [u)  =  Au'  +  Bu  +  C  Mais  celte  solu- 
tion n'est  pas  la  seule. 

(Venons  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  r,  il  viendra 

d  ^{r-^a)  —  ^{r  —  a) 
dr  ra 

==2m(m-2)r"-*H-2m^2-=i^^(m--4)r"-»û«-}-... 

et  tous  les  termes  suivants  contiendront  en  facteur  a^,  a*,  . . .  avec  le  coef- 
Gcient  numérique  m  ~  4.  Pour  que  le  développement  ne  contienne  plus  a^ 


M  nOlLtUS  NTEBS. 

à  UM  doue  cC  i  sitfil  que  Foo  ait  »  =  4*  Hoos  troofOM  ainsi  une  im»- 
idle  Sûfaitioa  qui  ooBsiate  à  pos«r 


et  Dans  aornines  oertaias  qaH  n*ciiste  pas»  parmi  les  eipresâons  de  h 
forae  iP,  d'antres  soiatMiis  que  celles  qœ  nous  aToaa  d^  trouvées,  et 
qni  cmicspnodeiil  ia  =  9.  =1.  =3  on  =4. 
OlB  penlinifier  qoe 


ra 


c'est4-dire  b  somme  d'une  fonctioo  de  r  et  dTmie  fiDndioo  de  a. 

ftênnissAnt  par  voie  d'addition  algébriqoe  les  dmrsea  aolotions  trou- 
vées, on  aura  h  sololion  générale 

i ,«:  =  A>*  +  Cif  4-C  +  Du*. 

La  Ibnne  la  phis  gécérale  de  la  fonction  ^  est  nn  polynôme  entier  di 
quatrième  de^gré.  sans  terme  do  troisième. 
Prenons  la  dèhfée  des  deni  membres;  noos  aoroos 


f^u)  =  Mf  ,■;  =  iiii + B +4aii>. 

Oone 

et  en  prenant  une  seconde  fois  la  dèrÎTie» 

Le  premier  terme  exprime  b  loi  newtonienne;  le  second,  b  loi  defU- 
U  action  proportionnelle  à  la  distince.  Nous  savons  en  efiet  (§  S6)  que,  si 
ou  admet  cette  demùre  loi,  l'attraction  d'un  sjstéme  sur  un  point  qoel- 
iot)que  e$t  la  même  que  si  le  système  était  concentré  en  son  centre  de 

uravité. 


CHAPITRE  III 

FOmK  irCOUILIMII  KCLATIF  OHINE  «A88I  FLUIDE  NOMOttÉNI 
^«■l«ÉC  OHIN   MOUVEMENT  DE  ROTATION  UNIFORME  AUTOUR  VUN  AXE  FIXE» 
CT  tOUMISE  AUX  ATTRACTIONS  MUTUELLES  DE  SES  PARTIES. 


93.  Le  problème  de  la  déterminalion  de  la  forme  d'équilibre  d'une 
fluide  bomogéne,  animée  d'un  mouTement  de  rotation  uniforme 
antour  d'un  axe  fixe,  ne  peut  être  résolu  dans  toute  sa  généralité.  On  peut 
seulement  yérifler  que  certaines  formes  satisfont  aux  conditions  d'équilibre. 
Nous  conmiencerons  par  faire  cette  vériTication  pour  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion aplati  yers  les  pôles. 

Nous  prendrons  Taxe  de  révolution  pour  axe  des  x;  la  surCace  terminale 
ds  lu  masse  aura  pour  équation 

Hoos  allons  exprimer  que  cette  surface  est  une  surface  de  niveau  par 
rqipQrt  aux  forces  qui  sollicitent  chacun  de  ses  points.  Ces  forces  sont  la 
force  centrifuge,  dont  les  composantes  seront  représentées  par  X',  Y^  Z', 
el  l'attraction  de  la  masse  dont  les  composantes  X,  Y,  Z,  sont  données  par 
les  équations  de  la  page  157-8  pour  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati.  Taxe 
01  étant  Taxe  de  révolution.  Faisons  ^  =  i;  remplaçons  a  par  «,  p  par  y» 

7  par  s;  faisons  t>  =  ^»  puisque  la  surface  de  l'ellipsoïde  passe  par  le 

4 
point  attiré;  enfin  remplaçons  M  par  ? «pa'  (1  +  )^')»  p  étant  la  densité  de 

la  masse  fluide.  H  viendra 


X  =  ^^  (i  H-  3Lt)  (arcUngi  -  a), 
Y  =  !^  [i  -  (1  +  i»)arctan6i|, 


1^0  FOBIE  D'ÉQCIUBBI 

pour  let  composantes  de  ratlnctîon,  et 

X'=0. 

pour  les  composantes  de  la  force  centrifuge. 

Ces  deoi  forces  rencontrent  l'axe  de  rolaCîaB»  cur  Ts  -^^=0  d 
Vz  — Z>  =  0.  11  sufDt  qa*eUes  soient  normales  à  lu  méridienne  pnr 
être  normales  à  la  surfine.  Considérons  donc  on  point  dn  plan  mérkfia 
ZOX,  ce  qui  rerienl  à  faire  y  =  0.  L*angle  de  la  résultante  el  de  la  sorke 
sera  droit  si  Ion  a 


(X+XI^  +  CI-hlI^UrsO, 


ou  bien 


^^(1  + 1^  (arctangl  —  »<dls 


aebBO. 


Vais  réquation  de  la  méridienne  diflérentiée  donne 

Éliminons  entre  ces  deux  équations  le  rapport  ^-^  et  il  Tiendra  poor 
équation  finale 

(««+  ~J/  [>  -  (1  -h  a«)  arctang)] j  (i  -h i«)  =  ^(i  +>«){arctaDgl-)V 

relation  entre  la  vitesse  angulaire  m  et  la  quantité  X  qui  définit  Taplatisse- 
ment  de  1  ellipsoïde. 
Résolvant  cette  équation  par  rapport  à  m*,  il  fient 

o<*   _  (3-h^*)arctangA  — 31 

Cette  équation  peut  s*écrire 

fci*   _  arctnngl      -^  >  — arctangl 

w"  ~ï        ^  — ? — 
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Pour  la  discuter,  posons  -. — ^=  n,  et  construisons  une  courbe  ayant 
pour  abscisse  X  et  pour  ordonnée  n.  L'équation  de  la  courbe  sera 

a        arctangA      .>.  —  arctangA 
Ai» 

Pour  les  petites  Taleurs  de  X,  on  pourra  employer  le  développement  de 
aurc  tang  x  en  série,  savoir 

•fctaDgi  =  k-^+^ __  +  __«...; 

oo  en  déduit 

15        35  ■*"•••  "^(41  — l)(4i4-l)  ^  (4i-M)(44-f-5)  ^    "*"'** 

Sous  cette  lonne»  on  voit  que  n  est  nul  pour  x=0,  et  que  -  a  pour 

limite  0  quand  X  diminue  indéûniment.  Le  changement  de  Xen  — x  ne 
change  pas  la  valeur  de  n,  de  sorte  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  Taxe  des  n.  Elle  est  tout  entière  au-dessus  de  Taxe  des  x, 
n  étant  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  x.  La  série  qui  donne  n  est  con- 
vergente tant  que  X  n*excéde  pas  Tunilé,  et  comme  ses  termes  sont 
décroissants  en  valeur  absolue  et  alternativement  positifs  et  négatifs,  la 

2x* 
somme  a  le  signe  du  premier  terme,  jr*  Donc  n  est  positif  pour  toute  va- 

,ç 3 

leur  de  X  comprise  entre  0  et  1.  Pour  x  =  i,  on  a  n= — ^ — •  Enfm  pour 

X  infini,  on  a  it^O;  la  courbe  est  donc  asymptote  à  Taxe  des  x,  et  par  con- 
séquent n  passe  par  un  maximum  au  moins  entre  x=0  et  x=co.  Pour 
déterminer  ce  maximum,  nous  construirons  la  courbe  par  points,  en  don- 
nant à  X  certaines  valeurs.  Si  Ton  voulait  calculer  n  par  la  forniule 


i /arctang>       ^       X — arctanfr;\ 
"  =  21—1 "^^—15 ) 


il  faudrait  observer  que  la  fonction  arclangx  n^est  donnée  dans  les  tables 
trigonométriques  qu^avec  une  certaine  erreur;  appelons  ^  Terreur  commise 
daof  cette  première  détermination.  L*erreur  résultante  sur  n  sera  donnée 
P^  réquation 


-nî+S)  =  l-{r+J)' 


i7i 
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en  supposant  que  les  divisions  se  fassent  avec  une  parfaite  exactilvjde.  Or 
cette  quantité  A  décroit  à  mesure  que  X  augmente.  Par  exemple. 


pour  >  =  T» 

on  a 

A=os;, 

'-!• 

A  =  131, 

.-|. 

A  =  4,W*, 

A=l, 

A  =  ia. 

Pour  une  certaine  valeur  de  X  comprise  entre  1  et  3»  le  rapport  x  est  égal 

à  Tunité,  et  si  X  continue  à  croître,  ce  rapport  devient  inférieur  à  l'uiiité. 

Si  donc  on  é\'alue  arctangx  avec  une  approximation  définie,  à  mut 
minute  prés,  par  exemple,  on  aura  è  <  Tare  d'une  minute  ou  <  0.000S9I, 
et  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  Tunité,  Terreur  commise  sur  »  sera 
certainement  moindre  qu'une  demi-unité  décimale  du  quatrième  ordre.  Les 
trois  premières  décimales  données  par  le  calcul  appartiendront  donc  à  h 
valeur  exacte  de  n.  Ou  voit  du  même  coup  que  le  calcul  direct  pour,  les 
petites  valeurs  de  X  n'aurait  aucune  précision,  à  moins  qu*on  n^évaloàt 
arctangx  avec  une  exactitude  beaucoup  plus  grande.  Il  faut  alors  avoir  re- 
cours à  la  série 


2  X  ;•        2X2/*       2X3.,        2X4.. 


3x5  5X7    ^  7XU  9x11 


i^^-  ... 


Faisons  successivement 


x= 


1  » 


1 


Pour  x=r  5,  on  a 


=  rrr.      et 


1 

iii' 

250 


2X3         1^_  1 

7x9^G*~  7x3x5i 


67i 


gX4  1 

9xil        256 


1 


9X11X32 


1 
3108' 


n  suffira  par  conséquent,  pour  avoir  Tapproximation  du  millième,  ^ 


1 


prendre  trois  termes  de  la  série  lorsque  x=3.  lin  terme  suffit  lors<l^ 


On  trouvera  ainsi 


pour  X»  2*     n  =  0,OOS» 


J.     -  =-  0.027. 


DE  Ri?OLUTIO!l. 


lV)ar  X=:i,  la  formule  donne  n= 
remplirons  le  tableau  suiTant. 


173 


=  0,070796.  Aa  déh,  nous 


arctang;^ 

M  —  3r 

' 

arctang^ 

\% 

X  —  arctargX 

gVBKBi» 

Bat  rARTIBS 

"-         X 

A—- arctangji 

^ 

"""           À* 

"-       2 

BT 

BATOB 

«5^27' 

1,i074iS 

0,553706 

0.892588 

8 

0,111573 

0,100404 

7f54' 

i  .240075 

0,ii6358 

1,750025 

27 

0,064849 

0,110906 

75*57' 

1,325578 

0,351304 

2,074422 

64 

11,0  1788 

0,103005 

îa-éS' 

1,373575 

0,274715 

3,626425 

125 

0,029  J11 

0,093841 

W52' 

1,405573 

0,^34262 

4,594427 

210 

0,021270 

0,084226 

afS!" 

i,4S8823 

0.20ili8 

5,571177 

343 

0,015951 

0.078133 

»5y 

1,446587 

0,180823 

6,553413 

512 

0.012800 

0,071211 

» 

fS^IC 

1.403260 

0,16i584 

7,53t>740 

729 

0,010338 

0,065785 

» 

«4"ir 

1,i7l022 

0,147102 

8,528978 

1000 

0,008529 

0,060758 

1 

»» 

1,^60610 

0,015606 

98,430384 

1000000 

0,000U98 

0,007656 

Le  maximun  de  n  corre>pond  à  environ  x= 3,  et  donne  pour  n  une  valeur 
voisine  de  0,111.  Une  interpolation  parabolique  par  les  points  GDIT  fait 
comialire  plus  exactement  TabscisseGA,  et  la  valeur  AB  de  Tordonnée  maxi-^ 
mom.  Il  suffit  d*exprimer  Tordonnée  n  par  la  fonction  du  second  degré. 

Il  =  0,109494  +  0,000H2  x  (:i  —  2)  —  0,003656  x  (X  —  2)  x  (:i  —  3), 

qui  donne,  en  effet, 

ii=:0,109l94pour  Â  =  2. 

n  =  0,109494  +  0,000412  =  0,109906  pour  A  =  3, 

u  =  0.109494  +  0,000412  X  2  —  0,003656  x  2  =  0,103006  pour  A  =  4. 
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rif.  74. 


On  en  déduit 


%  0,000412  —  0,003656(A  —  8  +  >  —  8)  =  0,000412  -  0,003056  X  (2X  —  5). 


ri 


^t-««*F«ri=|-hJÏÏ?^=i,55«3.  et   k  filev  % 


h  ^istjflB  31  Wêêsjêêêkkê  sH  été  deienBioée  pco  ngonfaiscDMBt, 


assèsdtaé  ■■  «c  dp  fonbole  à  b  cnvbe  proposée,  b  Tdevrdo 

a^fc  ^se  euftitade  suffisante,  parce  que  h  kacr 

tÊmu  ivie  tnès  pm  ?— rii«  iikw  j  de  i  Toiâne»  de cdics  qui  h  rcndeat 

b  pte  xnnie  possftèfr. 

Eàrêfi^.  bfcrmedereEfipMiedeiêvBlitioiijpliti  mk  p^Ues  oomîeBr 


qae  k  npport  j—  est  infaiem  à  mie  Tdenr  lirnilf. 


èsilf  à  OJ  lf3  aniroQ.  1  voe  nitee  Tiev  de  tt  rapport  eonespondent  dnx 
fjfeiu>  éx  wmbnp  i,  rase  phis  cnB-ie,  rjatre  plot  petite  que  Vûaàm 
kl  manmami  ks  bmites  de  ces  dm  ^alnrs  soot  i=0  et  x=oo;lapre- 
dêtermiBatM3o  oorrespcad  i  b  sphère,  b  seconde  à  on  pbn  perpen- 

1  «Be  iK  levoOKHB»  SOOHIOH  CnflnBlDflK  IICuVB* 


M.  iaoobi  a  moatiê  k*  pfcaa<r  qa'uB  cOîpsoide  à  trois  «ses  in^aazpett 
ittssi  étie  une  Conne  d'êqoflftre  pour  «ne  masse  fliniie  animée  d*im  mou- 
vement nnilorme  de  rotation  aatonr  d'an  aie  fiie. 

Prenons  oet  axe  pour  axe  des  x,  et  soit 


tf«       tf M  ^  *«         a*  l  -j-  i 


rs 


=  1 


l*êqiiation  de  la  surface  ;  ••  étant  U  Titesse  angabire,  on  aura  pour  U  fcrce 

centrifbge 

I'  =  0,      T'  =  ^^.      V  =  mH. 


Les  composantes  de  l'attraction  exercée  par  b  niasse  floide  snr  le  point 
r.  y.  s.  àe  la  surface  sont  données  pose  156,  formule  (8).  D  Tient,  en  y  bisa») 


X  =  —  -rX/xl  =~Px, 

Y  =  —  -7  X  /^  I    ^======  =  —  Qy. 


31  .       r'  M<«/ll 


P,  Q,  R  étant  des  coefkkâeots  coostaots. 


BLUPSOlDB  A  AXES  IRtGAUX.  17» 

On  exprimera  qae  la  surfiice  terminale  est  une  surfiice  de  nirean  en  po- 
nt 

ibien 

Px(£x  +  (Q  — »«)^y  +  (R  — »*]3<is  =  0, 

ei  en  identifiant  avec  Téqualion  de  la  surface  proposée. 
Ii'équatiOD  de  la  surfiice  diflérentiée  donne 

Ces  deux  équations  seront  identiques  si  l'on  a  les  équations  de  condition 

Slimînant  «*  entre  ces  deux  équations,  il  Tient  la  condition  déHnitiTe 
Q  — R_     i  i      _       ;/<  —  >« 

Or  en  faisant  abstraction  dans  P,  Q,  R  du  facteur  commun  -^i  qui  dispa- 
raîtrait dans  le  premier  membre,  on  a 

/•* Mu /•* Mu 

Jf**  «Vk /      1 i       \ 

^  Vfl  +  AHi*)llH-i'«M«)  l  i  +  /«II*       1  4-  A'«M V 

^(14-A«ii«)î(i4-A'*tt*)î' 

et  par  conséquent 

(i  4-  >•)  (i  +  ^'•)  J  ^  V^li  4-  A«a«)  (1 4-  >'•-•)]        • 
équation  qn*on  peut  écrire 

0^ — >«)      r'ttVii  X  {u* — i)  (i  -  x*y\u*)  _  ^ 

li4-A«)ti4-A-)j^      tl+iV)ili4-i''u«)l  ' 


n  ellipsoïde  r 

I.:  îxirr.'.iîi  *-v  î 

p.i-r.  [M»-  \'\  |»o*il:on  «lu  maxin 
î*î -iii'.-n  a  s'.l«*.liliié  un  arc  m- 

*  ê 

::.'\::ii   Ml   •■•^l    •.»l»îflllU*  awr  i- 

î  "H  •!  \.iri'*  trô*  pf"  pouril- 
1  ■  pîii^  -r.iiilo  po55iWtf. 

«  IV  iiiilil.n»  lant  que  h-  : 
t,.«|.-ii».l|-jr» environ.  \ 
vi|fMir<  tl'i  nombre  >..  1 
iii  maximum:  l^*^  '"" 

liculaire  à  Taxe  do  î 


01.  Jacobi  a  * 
inssi  t'iro  un»*  ' 
W'ment  iiniA»» 

Pn'nons  c»  • 


IV(|uatîon 
centrifug* 

Las  c< 
«.  !f.  «, 


Ifln  obs«r*diit  que  1«3  sarfws  Ae  nnciK 
^  rattndioD  et  de  b  Torw  centnfnge. 
Biintle  de  la  nusse  alliranle.  sool  dtt 
[ta  surface  donnée;  la  fora  al  icncw- 
I  iuUiiiiaent  peut  compns  enlre  deux 
lues  (Il(,  j  50):  or  cet  ioteraila  «t 
«  an  pUn  UngtnL 

K  ELUHOlM  M  tiTOLtma  knOtt 


pnjon  polaire— ïi, 

al  =:a<Ji^..'. 
lint  H  quelcoutjue  de  b 


I  l^ngle  cm  que  fail  la  nor' 
',  eit  la  latitude  f  du  pnnt  M, 
•  ACest 


^.=0. 


inte  &  celle  de  l'ellipse,  pennet  d'exprimer  x  A  ten 


178  nniAnoNs 

La  distance  OP  s*exprime  par  a;  cos  9  +  xsin^ »  ou  par 

Appelons  g*  la  pesanteur  au  pôle.  Nous  aurons,  en  Tertu  du  ibéorè 

M.  liouTillé» 

£^_  OA 

ou  bien 


^  = 


Or  au  pôle  la  pesanteur  se  réduit  à  Fattraction,  et  on  l^obtient  en  f 
x=a  dans  la  formule  qui  donne  X,  page  169  ;  il  vient,  en  changea 
signe  pour  avoir  la  valeur  absolue  de  ^, 

^  ^  éWf  (1 4.  ;f )  ^x  -  arclanga). 

Done 


Nous  supposerons  x  assez  petit  pour  qu*on  puisse  faire  sans  erreui 
sible 

arctangÀ  =  >  — ;?  » 


o 


(1  4-  /*COS«Ç))  -  î  =  1  —  -  i^cos^^. 

Il  viendra,  toutes  réductions  faites, 


ou 


Si  ^1  est  la  pesanteur  à  Téquatcur,  on  a,  en  faisant  9=0 

!7i  =  l7o(l-y- 


Donc 


4 !  /'cos*? 


Cette  formule  se  vérifie  le  long  d*un  méridien  du  globe  terre 
mais  elle  conduit  à  une   valeur  beaucoup  trop  élevée  de  Tapla 
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ment  relatif  du  globe  «  sensiblement  égal  à  ô*  La  divergence  rient 

sans  doute  de  ce  qu*on  a  supposé  dans  le  calcul  précédent  la  masse  spéci- 
fique p  constante,  tandis  qu'il  est  vraisemblable  qu*elle  augmente  de  la  sur* 
ùkce  au  centre  de  la  terre. 


DISTRIBUnOR  BTPOTBinQOI  Dl  U  DINSIli  DANS  L*IllTiaifiUa  DU  GLQBB 

TIRRESTRI. 

97.  Laplace  a  donné  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  densité  des  couches 
ioeoessives  dont  se  compose  le  globe  terrestre  supposé  fluide.  Cette  loi  est 
fimdée  sur  une  hypothèse  proposée  par  Legendre,  à  savoir  que,  dans  les 
liquides  soumis  à  de  fortes  pressions,  le  rapport  de  Taccroissement  de  la 
pression  à  Taccroissement  de  la  densité  est  proportionnel  à  la  densité 
inème,  de  sorte  que,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans  les  gaz  soumis  à  la 
loi  de  Mariette,  il  faut  d^autant  plus  accroître  la  pression  pour  obtenir  une 
augrnentatiou  donnée  de  la  densité,  que  la  densité  du  liquide  est  déjà  plus 
grande. 

A^dmettons  que  le  globe  soit  une  sphère  formée  de  couches  concentriques 
homogènes.  Soit  r  le  rayon  d'une  couche  en  particulier,  x  le  rayon  plus 
petit  d*une  couche  intérieure,  et  p  la  densité  de  cette  couche.  L^attraction  9, 
<ubîe  par  un  point  de  masse  égale  à  Tunité  situé  sur  la  couche  r  de  la  part 
des  couches  intérieures,  est  égale  à 


■^.c 


cxVx 


r* 


^^  p  est  la  pression  de  la  couche  r,  Téquation  de  lliydrostatique  donne 

dp  =  —  pifdr. 

^tifin  entre  p  et  f  on  a  la  relation  hypothétique  -^  =  2Kp,  K  étant  uno 

^*^stanle  qu'on  suppose  connue. 
I^  ces  éauations  on  tire 


*  car  car  dr 


pdr  pdi 

^  On  a  pour  déterminer  la  relation  entre  f  et  r  Téquation 

«^CRons.poursimpliûer  récriture, -^  =  ?i«,  nombre  connu.  Puis  faisons 


M  TARUTIOKS  DE  U  DE5SITt 


^Pi 


p^szTf^ea  appdanl  Pi  une  iioa?elle  Tariable.  Il  rioiiira  p  =  ^,  el  parsule 

Sébatitomt  eet  faleon  dins  réquatÛNi  précédente,  el  ra^-primact  k  b> 
Knr  ~  commnn  aux  deux  roeinbres  de  réquatkm,  U  fîenl 


Klgrentioospoor  faire  dispiralire  le  signe  j: 


OU  bien 

L'ùité^nle  phnènle  de  cette  éqiuiioo  est 

Cl  =  Isinir  +  Bcotw, 
k  fC  B  ^Unt  deux  oMtftaoles. 

AsinBr-hBc«ivr 
^  = ^- 

U  d<-n$iic^  m  omtTY  de  It  tene  ne  peut  pas  être  infinie;  donc  DsO»  et 
U  kx  vk  d.>UiUitK«i  dK  densittfs  e$t  donihêe  par  la  formule 

A  si  n  HT 

Si  Tim  vWm»  I  r  sa  p*ns  tirarde  Trieur  R,  on  aura  pour  f  une  certAÎne 

^jiU-ur  i  »  ^ui  a>rT>î^jv*rv2  iu\  prt^Sî^ns  $en<il>lenient  nulles  obserrêts  à  b 

>uv<.Kv  «iii  iik'K'.  Au  cn:tie.  U  dcMisitê  est  An  :  à  la  surTace,  elle  est  f'.  La 

\uM(e  UKMvuM  f,  e:>t  .voihV  poT  le  npport  de  h  masse  totale  au  Tolmae 


I     .r^-dr        I     isùm 
"■       •*    .  .  y  R* 


Xnrfr 


(?) 


.    »  .  siniir      roosfir    -,         ,     - 

\  xwX^ix^w  cvïw-we    :^-■R  xr  \  nnr  «l  — r •  Entre  MS  B- 

5      \<ir<R ARcoyRy 
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Remplaçons  — g —  par  (i";  il  Tient,  en  mettant  cette  quantité  en  (ac« 
leur, 

oo,  en  mettant  poarn  sa  Takor, 


ri  "~ 

tang 

On  aurait  de  mdme  pour  la  densité  en  un  point  quelconque  défini  par  le 
tajonr, 

RBlnri/'^ 

^=^'x ^Z 

rsinR  y/^ 

I^  calcul  de  Texcentricité  de  l'ellipse  méridienne  de  la  terre  se  rapproche 
plas  des  résultats  obsenrés  quand  on  tient  compte  de  cette  variation  de  la 
<i^sité  des  couches.  L'hypothèse  de  Legendre  n'est  cependant  pas  entiére- 

o'^t  salisraisante,  et  la  formule  j-  =  2Kp  parait  devoir  être  complétée  par 

^  terme  proportionnel  à  p*;  cette  nouvelle  hypothèse,  qui  rend  mieux 
^<^pte  des  faits  obsenés,  a  été  développée  par  M.  Roche. 


TRAVAUX  RicOITS  SUE  LB   Hâlll  SUJST. 

^S.  Les  perfectionnements  introduits  récemment  dans  la  théorie  de  la 
^^re  de  la  terre  ont  pour  objet  principal  de  tenir  compte  de  la  forme 
^Psoldale  des  surfaces  de  niveau.  Si  l'on  prend  pour  unité  le  demi-axe 
P^^re  du  globe,  et  qu'on  exprime  par  une  fraction  a,  plus  petite  que 
"^i^ité,  le  demi-axe  polaire  d'une  surface  de  niTeau,  la  densité  p  de  la 
^^che  infiniment  mince  comprise  entre  les  surfaces  de  nÎTeau  a  et 
^^  da  s'exprime,  d'après  Lipschits,  par  l'équation  suivante 

^  (^  est  la  densité  au  centre,  et  où  K  et  X  sont  des  nombres  constants, 
^^^  restent  à  déterminer.  La  densité  au  centre  p«  correspond  à  a=0,  ee 


m  VARUTIONS  DE  U  DENSITÉ 

la  densilé  à  la  surface  fi  correspond  à  (i==l  ;  elle  est  égale  par  cons^ 
quent  à  p,  (l  —  K). 

Celte  hypothèse  conduit  k  la  détermination  'de  rezcenlricité  de  IVUipie 
méridienne  de  la  surface  de  niveau  déQnie  par  nne  valeur  quelconque 
de  a.  Les  résultats  analytiques  qu'on  en  déduit  doivent*  vérifier  deux  con- 
ditions :  1*  la  denêité  moyenne  calculée  pour  Tensemble  des  couches  doit 
être  égale  à  la  densité  moyenne  5,56,  telle  qu^elle  résulte  des  ohsem- 
tiens  ;  3*  Texcentricité  de  Tellipse  méridienne  qui  limite  le  globe,  doit  être 
égale  à  celle  qui  correspond  à  Taplatissement  moyen,  constaté  par  les 
mesures  géodésiques.  On  peut  y  jouter  que  la  densité  superficielle  f, 
doit  être  comprise  entre  des  limites  connues  :  on  la  prend  ordinairement 
égale  à  3,5. 

Nous  renverrons  pour  les  développements  des  calculs  à  une  note  de 
11.  F.  Tisserand,  sur  la  théorie  de  la  surface  de  la  terre^  insérée  dans  les 
Comptes  rendus  de  TAcadémie  des  Sciences  du  13  octobre  1884 

II.  R.  Radau,  dans  les  Comptes  rendus  du  13  avril  1885,  est  par- 
venu aux  résultats   suivants,   qui   correspondent  à  on  aplatissement 

i 
égal  à  rjj-r  :  on  a  à  la  surface  ?»  ~  2,05  ; 

au  centre  po  =  9>^0. 


Nais  Taplatissemcnt  admis  par  H.  Radau  diffère  notablement  des  va- 
leurs que  le  calcul  lui  assigne.  Une  note  de  M.  Callandreau,  dans  ks 
Comptes  rendus  du  11  mai  1885,  fixe  entre  des  limites  déterminées, 

-T-r  et  ,:^ri«  l^s  valoups  de  raplatissement  déduites  d*une  loi  de  varialioo 
t295      oOb 

continue  des  densités  à  rinléricur  du  globe.  L'aplatissement  effectif  pa- 
raît être  de  r^^  ou  de  '-r--r'  Pour   une    valeur  notablement   différenle 

de  ^^  «  il  devient  impossible  de  représenter  par  une  courbe  continue  les 

densités  en  fonction  du  rayon  moyen  de  la  couche.  11.  Callandrcau  faà 
observer  aussi  que  «  la  valeur  théorique  de  Taplatissennent  est  caicalée 
avec  les  données  numériques  actuelles,  tandis  qu*il  aurait  fallu  prendre 
celles  qui  correspondaient  à  la  période  de  solidification  du  globe  >. 

On  voit  que  la  question  est  très  complexe.  Le  globe  terrestre  n'a  pas, 
en  réalité,  une  figure  géométrique  régulière.  Le  coerflcient  d'aplatisse- 
ment varie  d*un  méridien  à  Pautre,  et  les  irrégularités  de  la  surface  pea- 
vent  donner  une  idée  des  irrégularités  possibles  dans  la  distribution  des 
densités  à  Tinlérieur.  Tout  ce  qu'on  peut  faire,  c'est  de  déterminer  des 
moyennes  applicables  à  l'ensemble  du  globe. 
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àSaSEkU  Dl  fATUR!». 


99.  On  connaît  one  dernière  forme  d'équilibre  relatif  pour  une  masse 

îde  animée  d*un  mouirement  permanent  de  rotation.  La  planète  Saturne 

offre  un  exemple*.  Cette  planète  est  entourée  de  plusieurs  anneaux  con- 

triques,  de  forme  plate,  qui  paraissent  tous  contenus  dans  un  seul  et 

plan  ;  leur  centre  commun  coïncide  à  peu  de  chose  près  atec  le 

tre  de  la  planète,  autour  duquel,  en  toute  rigueur,  il  doit  être  animé 

TuB  petit  mouvement.  Nous  allons  montrer  que  les  lois  de  Pattraction 

VM!wtonienne  rendent  compte  de  cette  forme  particulière  d'équilibre,  aussi 

Snen  que  de  la  forme  ellipsoïdale  qui  appartient  aux  autres  corps  du 

"Système  solaire.  Nous  suivrons  la  méthode  donnée  par  Laplace  dans  le 

tome  n  de  la  M^anique  cHuU  *  (liv.  III,  ch.  n). 

Cherchons  d'abord  les  composantes  de  Tat traction  exercée  par  un  an* 
neau  circulaire  homogène  sur  un  point  a,  p,  '^^  qui  ne  fait  pas  partie  da 
système  attractif. 


i.  La  premièrt  observation  de  Vanneau  de  Saturne  est  due  à  Galilée,  et 
remonte  à  l'année  IGiO,  peu  de  temps  après  l'invention  de  la  lunette  as- 
tnHiomiqne.  Les  astronomes  hésitèrent  longtemps  sur  l'interprétation  des 
phénomènes  révélés  par  ces  premières  observations.  C'est  seulement  en  1655 
que  Huygens  parvint  à  les  expliquer  de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  pré- 
cise, en  admettant  autour  de  la  planète  un  anneau  très  mince,  isolé  du  globe 
principal,  et  qui  le  suit  dans  son  mouvement  de  translation  à  la  façon  d'un 
salelUte.  Ce  disque  aplati  montre  à  la  terre  une  face,  puis  l'autre;  parfois  il 
disparaît  à  peu  près  complètement,  lorsque  son  plan  passe  par  le  soleil  et  que 
la  tnmcbe  mince  est  seule  éclairée  :  on  constate  en  effet  une  disparition  pé- 
riodique de  l'anneau,  qui  se  reproduit  tous  les  quinze  ans  environ.  La  pbnéte 
et  l'annean  ont  d'ailleurs  chacun  leurs  phases,  et  l'un  des  corps  porte  ombre 
sor  l'autre,  suivant  leurs  positions  par  rapport  au  soleil;  de  là  des  apparences 
très  variéô,  et  qu'il  était  difficile  d'expliquer  en  l'absence  de  tout  phénomène 
connu  analogue. 

L'existence  de  plusieurs  anneaux  séparés  les  uns  des  autres  a  été  reconnue 
en  1675  par  Dominique  Cassini,  qui  a  aperçu  deux  anneaux,  puis  en  1850  par 
I.  Bond,  qui  en  a  découvert  un  troisième. 

S.  L'analyse  qu'on  va  exposer  d'après  Laplace  donne  prise  h  plusieurs  objec- 
tions :  elle  suppose  l'anneau  homogène,  et  fait  abstraction  des  actions  exer- 
cées par  les  anneaux  voisins.  Or  l'homogénéité  n'est  pas  admissible,  comme 
€0  le  verra  plus  loin,  sans  créer  pour  l'anneau  un  état  d'équilibre  instable, 
qui  le  ferait  tomber  sur  la  surface  de  Saturne.  Quant  h  l'action  des  an* 
neaux  voisins,  die  n'altère  pas  sensiblement  la  forme  elliptique  de  la  seo- 
tion  d'équilibre,  pourvu  que  les  anneaux  soient  très  aplatis  dans  leur  plan 

mAvtffi. 


Soil  V  le  polentici  du  sjsiéme  par  rapport  a 
.  V  deTra  satisfaire  â  l'équalian 


I  point  considéré.  La  foac\Àaa 


:'+H^ 


dy^ 


'    T-,  =  0- 


Nons  apposerons  que  l'anneau  ait  pour  aie  de  révolution  Tue  de>s]a^ 
pelons  r  la  dislance  du  point  (a,  ^.  f)  à  cet  axe  ;  nous  aurons  r*^**  -K  ^, 
et  ta  fonction  V  sera  évidemment  fonclion  des  tariables  r  et  -)  seules.  Faitaal 
le  changement  de  variables  comme  uu  §  331,  PéqualiOD  i  laquelle  I 
satisfaire  devient 


UÇ.-o 


4 


équalion  qui  s'applique  &  l'allraclion  d'un  solide  de  révolulioD  tiomoféne 
quelconque. 

Comparée  h  celle  du  §    65,  elle  n'en  dilTère  que  par  le  terme  -j-^. 

qui  manque  dans  l'une  et  qui  O^ure  dans  la  seconde.  Celte  remarqui? 
montre  l'an3l<$ie  qui  eiisle  entre  la  tliéorie  de  l'allmction  des  cjlindres 
indétinisel  lalhéorie  générale  de  l'allraclion  des  solides  de  révolution. 

Pour  passer  du  cas  généra!  des  solides  de  révolution  au  cas  particulier  des 
anneaux  de  Saturne,  observons  que  les  dimensions  de  la  section  iranster- 
sale  de  chaque  anneau  sont  très  petites  par  rapport  â  son  rajon  mojen. 
Appelanl  a  le  rayon  moyen,  nous  pourrons  changer  d'abord  r  en  a+n,  ce 
qui  translbrme  l'équalion  donnée  en 


sr< 


+  - 


((V   ,   dT 


.-ri-O- 


Puis  noDS  restreindrons  notre  redierche,  en  nous  occupant  seulement  des 
poinls  1res  voisins  de  l'anneau,  de  sorte  qu'en  faisant  coïncider  son  phin 
moyen  avec  le  plan  XOÏ.  ■!  et  «  seront  des  nombres  positifs  ou  n^alifs. 
très  pelils  en  valeur  absolue.  On  pourra  alors  négliger,  au  moins  dons  une 
première  approximation,  le  terme 5-,  qui  est  de  l'ordre  de  gran- 
deur de  -•  et  réduire  l'équaliou  &  la  forme 


t.  Jé««^ 


Celte  équation  rentre  dans  le  type  de  celte  des  corda  vibrantti,  i 
connaît  l'inlégrale  générale.  C'est,  en  désignant  par  f  tl^  deux  fooclioot 


p{«  +  v\/^}  + +(« -  vV^n). 
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On  peut  aussi  écrint  Hnlégnile  sous  la  forme  suÎTante,  en  appelant  f  et 
T  deux  fonctions  non? elles,  déduites  des  fonctions  9  et  4»  : 

1=r^i.  +  yv'=l;4-/(ii--v^Pî)+\^=^[F{»-t-7\'=^)-F(»-yV^)]- 

les  iimctions  f\u)^  f{u)  étant  supposées  réelles,  il  en  sera  de  mémo  de  la 

««■ww  A*-Hir\^— 1)  +  rt««  —  *  V^JlI)'  ®*  ^"  produit  par  ^  —  X  ào  la  diffé- 
«Dce  F(i»  +  7^  —  i)  —  F(ti— ï^—l),  de  sorte  que  V  se  trouvera  réel.  La 
wlntion  se  simplifie  quand  le  système  attirant  est  symétrique  par  rapport  à 
ton  plan  moyen,  ce  que  nous  supposerons  ici.  Alors  Y  ne  doit  pas  changer 
<|Qand  on  change  7  en  —  7;  or  cette  substitution  ne  cliun'ge  pas  la  somme 
des  fonctions  /",  tandis  qu'elle  change  le  signe  de  la  différence  des  fonctions 
F.  Pour  qoe  V  reste  le  même»  il  faut  et  il  suffit  que  F=  0,  et  la  valeur  de  V 
H  rMoit  à  Texpression 

SiTon  fait  7=0,  ce  qui  place  le  point  attirant  dans  le  plan  moyen,  on 
ion  Y=:3/(tt);  la  fonction /(«)  se  déterminera  donc  en  cherchant  In  valeur 
de  T  pour  un  point  situé  dans  le  plan  lOY  ;  connaissant  f\u),  il  suffira' pour 
«rô  h  solution  générale  de  changer  u  en  u±  '^  —  i. 

iOO.  Nous  admettrons  que  la  section  de  Tanneau  soit  une  ellipse  BCC'C' 
^legrand  axe  BB'  est  situé  dans 
^  pba  XOT ,  et  dont  le  centre  A       ' 
^  à  une  distance  très  grande, 
^=a»  du  centre  de  Panneau. 
'^^^Bioos  un  point  M  quelconque 
^  le  prolongement  de  OA  »  et 
^^''itfaoos  la  valeur  du  potentiel  V 
^  le  cas  parliculier  où  la  dis- 
'90ce  AM,  qui  est  égale  à  ti,  est  très 
P^  par  rapport  au  rayon  OA. 

8oit««  +  XV=K«  l'équation 
^  Tellipse  BCB",  rapportée  à  ses 
•*B|  AB  et  AC.  Décomposons  Taire  de  l'ellipse  génératrice  en  éléments  reo- 
'^'^iilaires  dxdz,  et  formons  le  potentiel  de  M  par  rapport  aux  anneaux 
Cendrés  par  la  révolution  de  ces  éléments  autour  de  OZ. 
L'élément  de  niasse  N  a  pour  mesure 

pdxtlzx[a'^x)d0, 

^  désignant  par  p  la  masse  spécifique,  qu*on  suppose  constante,  et  par  d 
^gle  NOM  qui  fixe  la  position  de  Télément  considéré. 
I«a  distance  du  point  N  à  l'élément  N  est  égale  à 


Fig.  76. 


Vi*  H-  la  +  M)«  -h  l«  -t-  *)*  —  ïl«  +  «)  (a  -f  x)cob«. 


\?-ù  AN>EAU 

et  par  suite 


4  /».»  —  xi 


V^ 


7  = 


intégrale  qu*on  ne  peut  obtenir  sous  forme  finie.  Mais  nous  devons  nous 
borner  au  cas  où  x,  2  et  ti  sont  très  petits  en  valeur  absolue  par  rapportât. 
Si  nous  divisions  haut  et  bas  par  a,  il  viendrait 

r  r  r  (i-Hf),^,^, 

et  on  simplifierait  la  fonction  en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  a 
en  dénominateur;  mais  cette  mélliode  d^approiimation  donnerait  liea  à 
une  difiicullé,  car  on  trouverait 


-,           lit  ^dxdsdO 
Y  =  p    I      i      I  -1 

2sin^ 


r  r  r 

Iff 


intégrale  qui  devient  inflnie  quand  on  la  prend  entre  les  limites  0=0  et 
6=2ir.  Pour  tourner  celte  difficulté,  observons  qu'il  n^est  pas  néœssakB de 

connaître  la  fonction  Y,  mais  seulement  ses  dérivées  -r-t  -7-«  qui  entrent 

du   «7    ^ 

en  facteur  dans  l'expression  des  composantes  de  Tattraction  cberchée.  0 

suffit  même  de  connaître  -7-  en  fonction  de  u  seul;  on  a  en  effet 
•  du 

et  si  Ton  connaît  Texpression  générale  de  la  fonction  p  pour  des  valeur» 
réelles  de  la  variable,  on  pourra  trouver  par  de  simples  substitutions  les 

leurs  de  cette  fonction  pour  des  valeurs  imaginaires, uiii'yv^—  1,  de  cett( 
même  variable  ;  on  aura  ensuite  -j-  au  moyen  de  Téquatio 


la  fonction  /^(m±:7V^— 1)  étant  supposée  connue. 

Proposons-nous  donc  de  trouver  j-  pour  le  cas  où  7  est  nul,  où  leraj< 

moyen  OÂ=a  de  fanneau  est  très  grand,  où  enfin  la  distance  AM=ic 
très  petite  eu  valeur  absolue.  Dans  ce  cas  particulier,  les  molécules  voi 
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<le  A  exercent  sur  le  point  M  une  attraction  incomparablement  plus  grande 

que  le5  molécu1e5  plus  éloignées,  et  nous 

a*auron8  à  admettre  dans  le  calcul  que  des 

valeurs  très  petites  de  Fangle  NOA  =0. 

La  dbtance  projetée  en  UN  a  pour  Tulcur 

approximative 


<Ni,  en  faisant  a6 =(, 


Fig.  77. 


Donc  on  aura,  avec  une  approximation 
d'autant  plus  grande  que  a  est  plus  grand  par  rapport  aux  dimensions  trans- 
versales de  Taniieau, 

Y  =  r  r  r     àzdsdt 

Les  limites  de  x  et  de  <  seront  encore  données  par  le  contour  de  la  section 
droite  de  Fanneau.  Quant  aux  limites  de  /,  on  peut  dans  le  cas  d*un  anneau 
très  grand  attribuer  à  i  les  limites  —  oo  et  +  «o ,  ce  qui  revient  à  substi- 
tuer à  l'anneau  un  cylindre  droit  indéfini  dans  les  deux  sens,  ayant  mémo 
section  droite  que  Tanneau  dans  le  plan  0)1.  Nous  aurons  ainsi 


"Ml* 


/=-»-• 


dxdidt 


V/lii  — j:)«-h«^ 


et,  en  dérivant  par  rapport  à  u, 

rfv  n  r  r  tixdzdi  x  [u  ^  x) 

[(i«-x) 


€fY  _  ^    r  r  r  dxdzdix 


les  intégrations  étant  faites  entre  les  limites  indiquées. 

La  première  intégration  relative  à  t  doit  se  faire  de  —  och-^-oo.  Elle  nous 
donnera  la  composante  de  Tattraction  exercée  sur  le  point  M  par  un  prisme 
indéGni  qui  aurait  pour  base  Télément  superficiel  dxdz,  et  pour  masse  ^dxdz 
par  unité  de  longueur.  Nous  connaissons  cette  attraction  (§  66  ).  Elle  est 

égale,  abstraction  faite  du  facteur  constant  /ix.,  à  — .  m  étant  la  masse  par 

r 

unité  de  longueur  du  prisme  attirant,  et  r  la  distance  de  son  axe  au  point 
attiré;  ici  on  aura  pour  Tattraction  totale  exercée  par  le  Glet  sur  le  point  M, 


Icdxdz 


1C8 


ANMEAU 


Pour  la  projeter  sur  Taxe  OM,  il  faut  la. multiplier  par  le  oo^us 

Il  9 

Tangle  que  la  distance  r  fait  atec  cet  axe*  ou  par 


traclion  estimée  suiyantOM  est  égale  h 


^(a— xj*  +  a«' 


9p(lxdz[u'—  x) 


et  nous  aurons,  en  indiquant  les  deux  nouvelles  intégrations. 

Faisons  l'intégration  relative  à  s  entre  les  limites  —  W — 7* 
-H  \/  — 7z — •  U  viendra*  en  indiquant  d*abord  les  limites. 


dS 

du 


L  J-v^^' 


=-*^f:: 


dx\  arctang 


u  —  X     / 


La  troisième  intégrale  peut  s'effectuer  à  Faide  de  Tintégration  par  parties, 
ce  qui  donne  entre  les  limites  —  K  et  4-  K, 

Cette  fonction  devant  être  identique  à  2/^(11),  nous  aurons  pour  déterminer 
la  fonction  f  Téquation 

Remplaçons  «  par  u±f^  —  1  ;  il  tient 
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e(  enfin*  en  passant  au  cas  général,  où  «  et  7  sont  variables  à  la  fois. 


+v\pï-  y/(«+vv/rri)«_K«i!^* 


r«_0„_,vCri)._K.Ç?J 

^•/  ~  ^  i*— 1  / ^TZTÂ  y 

foniiiiies  qui  sont  seulement  approximatives,  et  applicables  aux  petites  va- 
^c<u*s  absolues  de  «  et  de  7. 

Si  l'on  suppose  le  point  attiré  placé  à  la  surface  de  Tanneau,  on  aura  en- 
^  «s  et  7  la  relation  a*  +  x*^* = K*,  qui  permet  de  chasser  7  de  Texpression 

**  2"  et  II  de  1  expression  de  -v-. 

PcMir  y  parvenir  plus  aisément,  diangeons  de  variable,  et  pesons 

»=  Kcosf. 
XI  viendra 


Ksin^ 
7"" 

Xhns  réquation 


^=     A 


'^^niplaçors  sous  les  radicaux  u  et  7  pnr  leurs  valeurs  en  fonction  de  Pan- 
Ste  f  ;  le  premier  radical  devient 


=  y  K*cos«^) 75-^  4-  2K«cosy  sinf  ^-^^ "^  ? 


î  cosf  +  Ksiny  ^/inr  =  «  +  yi  ^Pî, 


i90  ARIŒAU 

Le  second  radical  serait  de  même  égal  à  -  —  ^fX^ — 1,  «I  par  saite 


On  trouTendt  de  la  même  manière 


■T-  =  — 4/)Xr— -î' 

«y  / -H  1 


Ce  sont,  aux  facteurs  /ji.  près,  les  composantes  de  l'attraction  exercée  par 
un  anneau  à  section  elliptique  très  mince,  de  densité  p,  sur  un  point  ma- 
tériel placé  à  sa  surface. 

iOi .  Nous  pouvons  vérifier  maintenant  si  la  section  elliptique  dePanneaa 
satisfait  aux  conditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'uu  moaifr* 
ment  de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure.  Les  forces  qui  agisseut  sur 
un  point  (x  de  la  surface  extérieure  de  lun  des  anneaux  sont  : 

1*  L'attraction  de  la  planète  Saturne  ; 

2*  L'attraction  de  Tanneau  ; 

3*  L*altraction  des  autres  anneaux  concentriques  ; 

A*  EnOn  la  force  centrifuge. 

i*  Soit  M  la  masse  de  Saturne;  les  coordonnées  du  point  (x  rapportées 
au  centre  et  aux  axes  de  l'ellipse  méridienne  sont  u  et  7;  sa  distance  au 
centre  de  la  planète  est  ^(a  -f-  uY  +  ^^  ;  l'attraction  exercée  par  la  planète 
sur  ce  point  est  donc  égale  à 

AmXM 


(a  4- m)-»  4- 7* 

Cette  force  a  pour  composantes  suivant  les  axes  des  u  et  des  z 


[(a4.«)«  +  yll  lia  ■+■")'+•/*]« 

2*  Les  composantes  parallèles  aux  u  et  aux  x  de  Tattraction  de  l'anneau 
seront,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

4t/5M       ,  .         4T0/y 

-fAXjii     et     -^X^-^. 

3*  L'attraction  des  autres  anneaux  s'obtiendrait  en  appliquant  les  for- 
mules générales  ;  mais  la  résultante  de  toutes  ces  actions,  assez  petite  sans 
doute  pour  pouvoir  être  négligée,  est  sensiblement  parallèle  en  chaque  poini 
à  l'attraction  de  la  planète  elle-même,  et  on  peut  en  tenir  approximative- 
ment compte  en  altérant  convenablement  la  masse  M. 
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4*  La  force  centrifuge  pour  un  point  de  masse  (x,  placé  à  la  distance  a-hu 
de  Taxe  de  rotation,  m  étant  la  Titesse  angulaire,  a  pour  expression 

/AXfti»x(a  +  fi); 

eOe  agit  dans  le  sens  positif  parallèlement  à  Taxe  des  u. 

L'équation  d^équilibre  fournie  par  Thydroslatique  s'obtient  en  égalant 
i  0  la  somme  des  produits  des  composantes  de  chaque  force  par  la  dilTé- 
reollelle  de  la  coordonnée  correspondante  ;  nous  aurons  donc 

Owk  simplifiera  les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  en  observant 
que  ic  et  7  sont  très  petits  par  rapport  à  a.  Dans  le  premier  terme,  nous 
<:0Kiui2enceron8  par  négliger  7*  devant  (a  +  u)*,  ce  qui  réduira  ce  terme  h 

qu'oiipeut  écrire  sous  la  forme  ^  M -h- j     du.  Développant  la  puis- 

indiquée,  et  arrêtant  le  développement  au  second  terme,  il  vient  en 
itive  pour  le  premier  terme  pris  positivement 

'—■du -~-  udii. 


a« 


î-e  second  terme  ^ —     xl  1   ,i.  se  réduit  par  la  môme  méthode,  en 

[(a  4- !!)«-+- 7']* 
''^ligeant  les  puissances  de  u  et  de  7,  à 

(•^équation  d'équilibre  prend  la  forme  suivante,  en  groupant  les  termes 
^1^  multiplient  du,  udu  et  ^d^,  et  en  divisant  par  p.  : 

Cette  équation  .doit  coïncider  avec  celle  de  Tellipse  méridienne 
**  H-  x«7« = K«,  ou  bien  avec  sa  différentielle  udu  -h  \*^d^  =  0,  ce  qui  exige 
^'on  ait  à  la  fois 

ft»'fl='-ï#       ou       ca' ='-=-, 


a« 
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De  tes  deux  équations,  la  première  rè|;le  la  TÏlesse  angulaire  de  TaniMB 
en  fonction  du  son  rayon  moyen  et  de  la  masse  de  S^ilurtf.  La  secondt 
assujellil  6  uue  condition  le  rapport  X,  qui  définit  rexceiilricilé  de  l'ellipst 
méridienne. 

L'obscrT»tion  directe  des  anneaux  de  Saturne  ne  permet  pos  de  déter- 
miner avec  exactitude  les  valeurs  de  3.;  la  masse  H  de  la  planète  ne  peut 
être  obtenue  qu'avec  une  approiii^nlion  asseï  grossière,  et  en  ronbndaU 
dans  celte  quantité  la  somme  des  masses  de  la  planète,  des  aniicaui  et  da 
satellites,  de  toutes  les  masses,  en  un  mot,  qui  consiitueiil  le  système  de  b 
planète.  Les  seules  quantités  qu'on  puisse  mesurer  un  peu  exactement  sont 
les  rayons  des  circonrérences, intérieure  el  extérieure, de  l'ensemble  des»- 
neaux,  el  la  durée  de  leur  révolution  autour  de  la  planète:  ce  qui  permet  de 


ïérifier  approxûnalivemenl  l'équation  »' 


_.fll 


laquelle  assimile  l'ai 


h  un  satellite  qui  tournerait  autour  de  la  planète  à  la  distance  a  (III,  §SjO,  3-). 
Cette  équation  montre  que  la  vitesse  angulaire  des  diflérenls  anneaux  dml 
varier  de  l'un  à  l'autre. 

L'anneau  liomogèiie  que  nous  avons  considéré  serait  dans  un  élal  d'équi- 
libre instable;  car  si.  par  un  accident  quelconque,  le  centre  de  l'uu 
quittait  le  centre  de  la  planète,  l'altraclinn  devenant  plus  forte  sur  Us  partît* 
de  l'anneau  qui  se  rapproclient  de  S;ilurne,  et  moins  forte  sur  celles  if 
s'en  éloignent,  tendrait  à  accroître  la  dislance  des  centres,  et  non  i  b 
ramener  a  léro.  La  stabilité  du  système  peut  s'expliquer  par  l'irrégulariti 
de  la  densité  et  de  la  forme  des  anneaux,  qui  éloigne  le  centre  de  gem 
général  du  système  de  son  centre  de  l)|;ure,  et  en  fait  une  e^^pêt-e  de  taie 
lile  assujetti  à  un  mouvement  autour  du  corps  altiranl.  Remarquons  d'aî 
leurs  que  les  corp»  ct-lesles  étant  plutôt  assimilables  It  des  fluides  qu'l  dd 
solides  invariables,  leur  forme  extérieure  peut  se  utodiller  h  la  dema 
des  forces  qui  aiiisseiit  sur  eux,  de  manière  i  réali-or  à  chaque  instant  k> 
nouvelles  conditions  d'équilibre  qui  leur  sont  imposées,  de  sorte  que  le 
déplacement  d'un  anneau  pourrait  très  bien  être  corrigé  par  une  allénlkii 
de  la  riRure,  et  par  une  modification  des  vitesses  des  diverses  partiat  àM  3 
est  funué. 
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401  La  théorie  complète  des  marées  constitae  un  problème  d'hydrody- 
'^^mique  qu'il  parait  impossible  de  résoudre  en  toute  rigueur.  Laplace,  dans 
^^  lirre  lY  de  la  Mécanique  céietU^  en  a  donné  les  équations  difTérenlielles, 
^^  tenant  compte  du  mou? ement  de  la  terre  et  des  actions  du  soleil  et  de  la 
'^^œ,  mais  en  laissant  de  c6té,  d'une  part,  les  efTets  de  la  viscosité  des 
*i^oides,  qui  sont  peu  connus  encore  aujourd'hui,  et  de  Tautre  Finfluence 
^«s  formes  des  continents  et  des  profondeurs  variables  de  la  mer.  Son  ana- 
^  ^se,  sans  rendre  compte  de  tous  les  phénomènes  observés,  conduit  à  distin- 
guer trois  espèces  d'oscillations  de  périodes  différentes,  quand  on  se  borne 
t^oor  Texpression  des  forces  aux  termes  qui  contiennent  en  facteur  le  cube 
^A  rinrerse  de  la  distance  de  l'astre  attirant. 

Les  oicUîatioiu  de  première  eepèce  dépendent  uniquement  du  mouvement 
cle  Fastre  attirant;  elles  sont  indépendantes  du  mouvement  de  la  terrel 

Les  oeeiUations  de  eeconde  eepèce  dépendent  du  mouvement  diurne,  et 
t)nt  pour  période  un  jour. 

Les  oeeUlationt  de  tnrieième  eepèce  ont  une  période  d'une  demi-journée 

• • 

cnnroii* 

Les  formules  permettent  de  calculer  séparément  chacune  de  ces  osciUa- 
tioos  et  de  déterminer  la  part  de  chaque  astre  attirant.  On  trouve  l'oscil- 
latkm  totale  en  eompœant  les  oscillations  partielles  ainsi  obtenues. 

nous  nous  bornerons  ici  à  donner  la  théorie  élémentaire  des  marées,  et 
rîndication  sommaire  des  princi- 
ptax  résultats  auxquels  Tobserva- 

tioo  a  conduit.  /^        ^  Ç^^ h' 

Noos  avons  remarqué  (Uf ,  §  326) 
que  le  phénomène  des  marées  s*ex- 
pliqae  par  les  oscillations  périodi- 
ques que  subissent  les  verticales 
autour  de  leur  position  moyenne.  Pig,  7g 

nous  allons  reprendre  ce  principe 

pour  le  soumettre  au  calcul.  Pour  simplifier,  nous  supposerons  la  terre 
figooreusemeiit  sphérique  et  homogène. 

Soit  0  son  centre.  Cherchons  la  déviation  produite  sur  la  direction  de  la 
verticale  en  un  point  m  de  sa  surface,  par  Fattraction  d*un  corps  L,  situé 
à  ane  grande  distance  R  dans  la  direction  OL.  Appelons  p  la  distance  mU  du 
eorpsL  au  point  m.  Les  distances  R  et  ^  sont  assez  grandes  pour  qu'on  puisse 
regarder  les  droites  mL'  et  ml  comme  parallèles.  Joignons  Om  ;  le  prolon- 
gement inZ  de  cette  droite  sera  la  verticale  du  point  m,  abstraction  faite 
^  osdllatioiis  produites  par  la  présence  du  corps  attirant  Or  si  Ton  ap- 

V.  ^-  MÉC,  OOLUGKOa.  13 


m  MARÉES. 

pelle  M  la  masse  de  ce  corps,  ratlrnction  exercée  sur  le  globe  terrestre  est 
une  force  dirigée  suivant  OL,  et  qui  imprime  au  centre  du  globe  une  accélé- 
ration égale  à  (7^-.  L'accélération  imprimée  au  point  m  par  Faltractioa  da 

II 

même  astre  est  L.,  et  raccéléralion  relative,  qui  produit  la  déviation  par 
rapport  au  globe  supposé  fixe,  est  égale  à  la  différence 

Soit  Z  Fangle  ZmL'=ZOL,  angle  zénithal  de  Tastre  L  par  rapportais 
verdcale  moyenne.  Projetons  le  point  m  en  P  sur  la  droite  OL;  nous  aurons 

p  =  R  —  OP  =  I\  —  rcosZ, 

r  étant  le  rayon  de  la  sphère  terrestre.  Donc 

•        i  1 


p       H — rcos'Z 


5/.       r       ,\=lT('+fl'^*')' 


en  négligeant  dans  le  développement  du  quotient  les  termes  afTectés 
puissances  du  rapport  k^  <iui  est  toujours  très  petit. 

Élevons  au  carré,  et  négligeons  de  même  le  terme  qui  contient  le  can^ 
|T^,  il  viendra 

1         i    /         2r         \        i        2r 

r^  =  itH^  +  u  '"'V  =  îT*  +  ir^'"'^' 

enOn 

I/accélération  apparente  due  à  Tat  traction  du  corps  L  est  donc  égale  à 

2/"Mr      , 

Nous  pouvons  la  décomposer  suivant  la  direction  mZ  normale,  et  II 
direction  7nT,  tangente  à  la  surface  terrestre  menée  au  point  m  dans  te 
plan  vertical  Z\1L'  qui  contient  le  corps  attirant.  La  composante  suivant  ml 
sera  éî^ale  à 


h» 


cos*Z, 
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et  la  composante  suiyanl  ml  égale  à 

-Çr^  cosZ  sinZ  =  ^  sin2Z. 

La  première  se  retranche  de  Taccélération  g  due  à  la  pesanteur,  et  comme 
eOe  est  toujours  très  petite  par  rapport  à  g  à  cause  de  la  petitesse  du  coeffi- 
cient '•^,  on  peut  la  négliger  sans  erreur  sensible.  La  seconde,  qui  est  du 

même  ordre  de  grandeur,  produit  la  déviation  cherchée. 

Si  Ton  appelle  a  Tangie  très  petit  dont  Fattraction  de  Tastre  L  déplace  la 
<iireclion  de  la  verticale  dans  Tazimut  de  Taslre  attirant,  cet  angle  a  sera 
àmné  par  Féqualiou 

tanga,  ou  plus  simplement    a=  • 

On  voit  que  Tangle  «  est  nul  quand  sin  2Z  =  0,  c*est-à-dire  quand  Z  est 
^1  à  0,  à  90*  ou  à  180*,  c'est-à-dire  quand  Tastre  attirant  est  à  Thorizon, 
n  zénith  ou  au  nadir.  Il  est  maximum  en  valeur  absolue  pour  Z=:45* 
ou  135-. 

^03.  Ce  calcul,  qui  suppose  la  terre  sphérique,  s^applique  encore  approxi- 
nnUvement  au  sphéroïde  terrestre  ;  la  verticale  moyenne  en  u;i  point  donné 
<^U  surface  terrestre  est  la  direction  de  la  résultante  de  deux  forces,  sa- 
voir :  Fattraction  du  globe  sur  ce  point  et  la  force  centrifuge;  g  est  Fac- 
c^^^^ion  correspondante;  Fattraction  de  la  lune  produit,  dans  le  plan 
^'^cal  qui  passe  par  le  centre  de  cet  astre,  une  déviation  très  petite  a, 
donnée  par  la  formule 

_  /"LrsinSZ 

^  L  représente  la  masse  de  la  lune,  R  sa  distance  actuelle  au  centre  de  la 
^e,  et  Z  sa  distance  zénithale.  Le  soleil  produit  en  même  temps  sur  la 
^^icale  une  déviation  a',  dirigée  dans  le  plan  vertical  qui  contient  son 
'^tre,  et  donnée  par  Féquation 

,      /"SrsinSZ^ 

^'^  S  est  la  masse  du  soleil,  Z'  sa  distance  zénithale,  et  R'  la  distance  de  son 
^treaa  centre  de  la  terre.  Ces  deux  déviations  se  composent  en  une  seule, 
^^  donnent  la  direction  définitive  de  la  verticale.  Dans  ces  formules  r  repré- 
^te  le  rayon  moyen  de  la  terre.  Quant  à  Faccéléralion  g,  sa  valeur  n^est 
^  sensiblement  altérée  par  les  actions  des  astres. 

^04.  Nous  pouvons  déterminer  d*après  ces  principes  la  figure  que  tend 
*  Pi^ndre  la  surface  de  la  mer  par  suite  de  Fattraction  d'un  astre  L  en  par- 


IM 
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ticulier.  Pour  cela,  nous  supposerons  encore  que  la  forme  nalurelle  de  li 
lerre  soit  rigoureuseoienl  spliêrique,  el  que  la  pesanteur  g  soil  l»  m^uicra 
tous  ses  points  ;  nous  admettrons  de  plus  que  la  déformation  stibie  pir  U 
surface  soil  asseï  petite  pour  ne  pas  altérer  sensiblement  les  foru»,  dettlte 
sorte  quon  puisse  les  c:ilculer  par  une  métliode  de  fausse  posittoo,  « 
cherchant  leurs  valeurs  dans  L'état  primitif  oii  la  dêfortnalion  n'annitpu 
lieu. 

Les  forces  qui  agissent  sur  un  point  U  sont  :  la  pesanlf-jr  g  smnà  b 
verticale  moyenae  MO,  et  l'atlraclion  relative  de  l'astre  L  suivant  MLiTm- 

célération  correspondante  à  cette  dernière  force  est  -~  cosZ. 

La  pesanteur  g  se  décompose  parallèlement  aux  axes  rectangulaira  OK. 
Oï.  dont  l'un.  01,  est  dirigé  Tcn^ 
centre  de  l'astre  L;  on  a  wiiuil 
l'aie  OX,  — i^cosZ,  el  suiTnnl  lue 

Appelant  Xel  ¥  les  composaDietde 
la  fcrce  totale  qui  agit  sur  le  point  H) 
nous  aurons 


X=-jmbZ  +  *-L^( 


ï=  — jsinZ. 


Dans  ces  expressions, nous  remplacerons  cosZ  et  s 

op   Mr  I   .       a 

OÏÏ'  (W  ""  P^  -  ^'  par  --  ce  qui  donnera 


L'équaiion  de  la  méridienne  altérée,  qui  doit  couper  I  angle  à 
résultantes  des  forces  X  et  V,  est 


Cette  équation  est  intégrable,  puisque  r  représente  la  valeur  constante  du 
rayon  moyen  de  la  terre.  Il  vient,  eu  désignant  par  C  une  constante. 
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OQbien 


;^*e-'^)-«. 


Sqoalion  d'une  ellipse  qui  a  pour  demi-axes  Oi'  = 


nr 


=v/î- 


V    r        H» 


La  ooDstante  C  se  déterminera  en  exprimant  que  le  sphéroïde  déformé 
3  mime  Toiume  que  la  sphère  primitive,  ce  qui  donnera  Inéquation 


Dbien 


û;  /       C        _  , 

V   r         U» 


Éleiant  les  deux  membres  à  la  puissance  ■= ,  il  vient 

0 

n  en  résulte,  an  même  degré  d'approximation, 


0A'  = 


-'('*i^')- 


Le  demi-axe  dirigé  vers  Tastre  attirant  surpasse  donc  le  demi-axe  per- 

fMr*  2  /Nr* 

sndiculaire  de  la  quantité  '-t---;  la  monUe  maximum  *  ^^  — r-r,  est  double 

1  /••>• 
s  la  de$cenU  maximum,  ^  — ût* 
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105.  Celle recherdie  n'a  qu'un  intWt  lliéoriqiie.  Elle  foil connaître lesal- 
lératjons  subies  par  les  surfaces  de  niveau  assiijeliii  s  à  couper  à  an;;Ie  driiil 
toutes  les  verticales.  Mais  l'équililire  n'enislant  pas,  rien  ne  prouie  que  1 1 
surrace  de  la  mercoînride  à  chaque  instant  avec  la  surrace  de  niveau  qui 
correspond  â  la  disiribution  des  forces  à  ce  mSme  instant.  Le  problème  en 
en  réalité  beaucoup  plus  complexe. 

Les  mouvements  du  soleil  et  de  la  lune  étant  bien  connu;,  on  pourra  dé- 
terminer pour  un  iuslaiu,  quelconque  et  pour  un  lieu  donné  du  globe 
les  distances  zt^i>itli»ies  Z  et  l'  des  deux  astres,  et  les  dislances  H  et  R'  de 
leurs  centres  au  centre  de  la  terre  ;  on  pourra  ensuite  décomposer  les  foK» 

c  L_  sin  97  correspondantes  à  chaque  nslte,  en  deux  compo- 


horizon taies  -, 


santés  suivant  les  directions  du  méridien  et  du  parallèle.  Les  funvs  qoe 
l'on  obtiendra  subiront  d'instant  en  instant  des  variations  correspondantes 
aux  variations  des  angles  Z  et  Z'  ;  la  portion  principale  de  ces  variations  sen 
due  au  mouvement  diurne  de  la  terre.  La  hauteur  de  la  mer  est  réglée  pir 
les  valeurs  successives  de  ces  forces,  qui  sont  sensiblement  périodiques  pen- 
dant la  durée  d'une  demi-journée;  or  on  peut  admettre  avec  Laplace 
comme  un  principe  général,  que  lorsque  les  forces  sont  périodiques. 
•  l'élat  d'un  système  de  corijs  dans  lequel  les  conditions  primitives  du  ntoo* 
vemenl  ont  disparu  par  les  résistances  qu'il  éprouve,  e^t  périodique  cmum« 
les  forces  qui  l'animent.  >  Ce  principe  permet  d'éliminer  toutes  les 
circonstances  initiales  et  toutes  les  |>erturbation» 
Bcddenlelles  qui  compliqueraient  singnliéremenl  le 
problème  des  mouvements  de  la  mer.  A  ce  point  de 
vue,  l'élat  de  hauteur  de  la  mer  est  iissujelii  â  des 
oscillations  sensiblement  périodiques,  dont  la  durée 
est  d'environ  une  demi-journée.  En  réalité,  la  pé- 
riode est  un  peu  plus  longue,  à  cause  des  iroure- 
ments  propres  des  astres  attirants,  et  les  périodes 
j,.     y,  successives  ne  sont  pas  toutes  égales  à  caUM  de 

la  variation  des  distances  angulaires  du  sole»!  et  de 
la  lune.  La  loi  de  montée  et  de  descente  de  la  mer  dans  une  période  eu 
particulier  est  1res  variable  d'un  point  h  l'aulre;  mais  on  peut  admelliv 
comme  régie  générale  qu'elle  suit  la  loi  des  oscillations  simples  d'un  point 
niliré  par  un  centre  Fixe  proportionnellement  à  sa  distance  ii  ce  centre.  Soit 
A  le  niveau  de  la  basse  mer,  B  le  niveau  de  la  mer  bsnie,  hU  =  h  ramplilnde 

totale  de  l'oscillation.  I)u  foint  0,  milieu  de  AJï,  comme  centre  nvec  j 

pour  rayon,  décrivons  un  cercle,  et  imaginons  qu'un  point  mobile  C  par- 
coure ce  cerele  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  avec  une  vitesse  unifonne,  de 
manière  i  plisser  en  Aàrinslant  de  la  liasse  mer,  et  en  D  A  l' lus  tant  de  la 
mer  haute.  On  admettra   que  le   niveau  de  la  mer  coïncide  à  cliaqur- 


^M 
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instant  avec  la  liauteur  da  point  C.  Si  donc  ('  est  Theure  de  la  mer  basse, 
r  l'heure  de  la  mer  haute,  ces  deux  heures  étant  exprimées  en  secondes, 
la  montée  AP=x  de  la  mer  à  l'instant  (  s'obtiendra  par  Téquation 


=  J  [*  -  "'%^' >^  "  - ''] 


106.  La  loi  exacte  est  beaucoup  plus  compliquée,  et  ne  peut,  pour  cer- 
tains points  du  globe,  s'exprimer  que  par  une  somme  de  plusieurs  termes 
de  périodes  différentes  :  Tobserration  seule  permet  de  les  découvrir  pour 
chaque  port  en  particulier.  Voici,  du  reste,  un  résumé  des  principales  lois 
générales  du  phénomène. 

1*  La  hauteur  de  la  mer  se  règle  principalement  sur  la  hauteur  de  la 
rane,  i  cause  de  ki  plus  grande  proximité  de  cet  astre  ;  mais  Fobservalion 
montre  qu'il  y  a  un  retard  de  56  heures  euviron  entre  Tétat  de  la  mer  et  la 
position  de  la  lune  qui  correspond  à  cet  état  ;  ce  retard  est  dû  à  Tinertie 
de  la  mer,  qui  ne  peut  prendre  instantanément  la  forme  d'équilibre  cor- 
respondante à  une  |>osilion  donnée  de  la  lune. 

S*  Les  marées  sont  peu  sensibles  sur  les  mers  fermées,  telles  que  la  Mé- 
diterranée *  et  la  Baltique  ;  elles  sont  tout  à  fait  insensibles  sur  les  mers  de 
petite  étendue,  comme  la  Caspienne  ;  elles  ont  une  faible  amplitude  en 
pleine  mer,  et  notamment  dans  l'Océan  Pacifique,  où  Finlumcscence  pro- 
duite par  Tattraction  du  soleil  et  de  la  lune  se  propnge  avec  une  extrême 
facilité  à  la  surface  des  eaux.  Le  phénomène  est  extrêmement  sensible  au 
contraire  sur  les  côtes  de  TOcéan,  surtout  sur  celles  qui  font  obstacle  à  la 
propagation  du  flot.  Ainsi  Tamplitude  de  la  marée,  qui  s'élève  à  6  mètres 
sur  les  côtes  de  Saintonge  et  de  Bretagne,  atteint  14  mètres  dans  la  baie 
da  Mont-Saint-Michel,  8  mètres  sur  les  côtes  de  Normandie,  et  se  trouve 
réduite  à  3  mètres  environ  le  long  des  rôles  de  la  mer  du  Nord. 

5*  On  a  déterminé  par  Tobservation  pour  chaque  port  deux  constantes 
qui  servent  à  calculer  Theure  de  la  pleine  mer  pour  un  jour  doimé,  et  la 
hauteur  probable  de  la  marée.  Ces  constantes  sont  Vélahlmement  du  port 
et  Vunilé  de  hauteur. 

L'établissement  du  port  est  le  retard  de  la  haute  mer  par  rapport  à 
rinstant  du  passage  de  la  lune  au  méridien,  ce  retard  étant  constaté  aux 
environs  de  l'équinoxe,  et  quand  la  lune  est  à  une  distance  moyenne  de  la 
erre. 

'  L'unité  de  hauteur  est  la  moitié  de  l'amplitude  totale  de  la  marée  à  l'é- 
poque des  syzygies  équinoxiales,  c'est-à-dire  à  l'époque  la  plus  voisine  des 
é<]uinoxes  où  la  lune  est  nouvelle  ou  pleine. 

'  Il  y  a  exception  dans  la  Méditerranée  pour  le  fond  de  rAdriatiquc  et  pour 
le  golfe  de  la  grande  Syrto,  où  l'on  observe  un  retour  périodique  do  marées 
d'une  fa-blc  amplitude. 


SOQ 


LiiIS 


On  appelle  ligna  eolidaUt  les  lieui  géomélri^ues  des  points  du  glidwllh 
resire  qui  onl  la  pleine  mer  au  même  instanl. 

4"  l.a  hauteur  de  la  haute  mer  en  un  point  donné,  au-dessus  du  xàtm 
moyen  correspondant  atii  svzygies  équinoxiales,  dépend  des  dishnmdii 
ï^oleil  el  de  la  lune  â  la  (erre,  et  de  Ifurs  déclinaisons.  Elle  esl  dounéepur 
la  formule 


/NV 


3s2U-f 


OÙ  H  esl  l'unjlé  de  hauteur  du  port  considéré; 

R,  la  distnnce  actuelle  du  soleil  i  la  terre  ; 

Rq.  la  distance  moyenne  de  ces  deui  corps  ; 

D  la  déclinaison  actuelle  du  soleil  ; 

R'  la  distanceacluclledela  luneà  la  terre; 

R'o  la  dislance  moyenne  de  ces  deux  corps  ; 

D*  la  déclinaison  de  la  lune; 
et  A  el  B  deux  conslunles,  savoir  A  =  0,80039  et  B:=  0,31211. 

Cdte  forniulese  met  sous  la  forme  t^llm,  et  le  coefficient  numérique  w 
varie  de  0,GSii  1,17;  le  nomhredecenliémes  conlenus  d.tns  ce  coeDickiil 
exprime  le  nombre  de  degrés  de  la  marée. 

L'action  du  venl  peut  niodiiier  notablement  la  liûuleur  ainsi  calculée. 
6*  L'heure  de  la  pleine  mer  pour  un  jour  donné  s'obtient  en  ajouiani  i 
l'heure  du  passage  de  la  lune  au  méridien  du  liini  l'élabliss^ment  d" 
]iorl;  mais  le  résullal  doit  èlre  currigé  par  l'addition  d'un  temii'  «  qm 
se  calcule  comme  il  suit.  Soient,  comme  lout  a  l'heure.  D  el  D*  les  déclinai- 
sons du  soleil  et  de  la  lune,  S  et  S' leurs  diamëlres  apparents  au  jour  duané, 
nu  mieux  30  heures  avant  le  pa.>isage  de  la  lune  au  méndJen  du  lieu: 
cnQn ,  il  et  lit'  les  ascensions  droites  des  deux  astres  h  celte  raèoie  époque  : 
la  correction  u  s'exprime  par  la  formule 


iuïiilt- 


-I3i 


IWdX^'"^-^ 


,2(JI- At'i 


^ 


Le  relard  de  36  heures  que  l'on  obsci've  diins  les  mari'es  (Kir  rapport  3  b 
position  du  soleil  et  de  la  lune,  indique  une  tendance  au  ralenlissemeiil 
d^ns  le  mouvement  de  roUition  de  noli'e  globe.  Si  le  renOeiiieiit  dû  à  b 
marée  solaire  était  lonstumment  dirigé  vers  le  soleil,  la  rèsullMile  éa   n 
aitraclions  eiercées  par  le  soleil  sur  les  molécules  du  spltëroide  déformé   .{ 
passerait  toujours  par  le  centre  de  la  terre,  et  ne  contribuerait  pas  i  altértr   j' 
S]  vitesse  angulaire.  En  rédliié.  les  pAles  du  spliérujde  déloimêélant  tou-   ] 
jours  en  retard  par  rapport  au  soleil,  h  résultante  des  altr»clioiis  ne  passe    ' 
plus  par  le  centre  du  globe,  et  donne  naissanc«  à  un  coupl< 
icndà  diminuerla  vitesse  de  rotation.  On  peut  comparer  le 
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créé  par  la  marée  à  un  frein  que  le  soleil  promènerait  sur  la  surface  de 
rOoéan  dans  le  sens  opposé  au  mouvement  propre  de  la  terre.  M.  Delaunay, 
Tun  d«*s  premiers  qui  aient  étudié  celte  influence,  évaluait  à  une  seconde  en 
rent  mille  ans  la  diminution  correspondante  du  jour  moyen.  U  (am'ii  obser- 
rer  en  même  temps  que  cette  diminution  pouvait  n*étre  pas  indéfinie,  et 
qa*elle  cesserait  le  jour  où,  le  refroidissement  complet  du  globe  ayant 
réduit  à  Tétat  solide  la  masse  entière  des  eaux  de  TOcéan,  la  terre  tourne- 
rait constamment  Ters  le  soleil  la  même  face.  On  pense  que  c'est  par  un 
eflet  semblable  que  la  lune  et  les  satellites  présentent  toujours  la  même 
face  à  la  planète  autour  de  laquelle  ils  se  meuvent. 

QUELQUES  ntaiCULARITés  DU  PnÉ.IOMÈKE  DES  MARéBS. 

i07.  M.  l'amiral  de  Jonquiéres  a  rassemblé,  dans  une  note  insérée  aux 
llomptes  rendus  du  9  mars  1885,  un  certain  nombre  d'exceptions  locales 
k  la  loi  des  marées.  Nous  en  extrayons  les  détails  suiTanti. 

Sur  certains  rivages,  et  notamment  à  Papeete,  dans  l'Ile  de  Tahili,  on 
n^obserfe  qu'une  marée  en  vingt-quatre  heures,  au  lieu  des  deux  qu'on 
roostate  partout  ailleurs.  L'influence  lunaire  disparaît,  et  la  pleine  mer 
rerient  chaque  jour  régulièrement  à  la  même  heure. 

A  Akaroa  (presqu'île  de  Banks),  au  contraire,  l'influence  solaire  semble 
iisptraltre,  et  la  pleine  mer  arrive  deux  fois  chaque  jour,  trois  heures 
mnron  après  le  passage  de  la  lune  au  méridien  de  Paris. 

Doins  le  golfe  du  Tonkin,  sur  la  côte  de  Chine  qui  Tavoisine  au  nord,  à 
lanflle  et  dans  les  ports  des  lies  Philippines,  la  marée  présente  un  ca- 
raetèare  anormal  ;  deux  ou  trois  jours  après  que  la  lune  a  traversé  l'équa- 
leur,  on  obsenre  toutes  les  yingt-quatre  heures  deux  pleines  mers  et 
leoz  basses  mers  d'amplitude  à  peu  près  égales.  Les  jours  suivants,  Tun 
des  flots  Ta  en  augmentant,  l'autre  en  diminuant,  et  bientôt  on  ne 
constate  plus  qu'une  marée  unique  dans  les  vingt-quatre  heures  ;  cette 
marée  atteint  son  maximum  d'amplitude  lorsque  la  lune  atteint  sa  plus 
grande  déclinaison. 

La  hauteur  qu'atteint  la  marée  présente  aussi  de  très  notables  diffé- 
rences d'un  rivage  à  l'autre.  Très  grande  dans  les  estuaires  dont  les 
côtes  se  resserrent  graduellement,  comme  la  Manche,  la  baie  de  Fundy, 
le  golfe  de  Corée,  elle  est  presque  nulle  pour  les  lies  de  l'océan  Pacifique; 
die  ne  dépasse  pas  une  dénivellation  totale  de  3",75  sur  la  céte  ouest  de 
r/Unérique,  du  cap  Horn  au  détroit  de  Behring,  et  cette  dénivellation 
maximum  se  réduit  même  à  2  mètres  entre  les  tropiques.  Sur  la  côte  est, 
an  contraire,  elle  atteint  12  mètres  vers  le  détroit  de  Magellan,  et  décroît 
graduellement  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  l'Equateur. 

Kn  résumé,  la  question  des  marées  est  encore  très  peu  étudiée,  surtout 
wa  point  de  Tue  local. 


s 


CHAPITRE  IV 

EXTENSION   DE  LA  THÉORIE  OU   POTINTIEU 


108.  Étant  donnés  un  système  matériel  et  un  point  dont  les  ooordon&ées 
rectangles  sont  a,  p,  -^^  le  potentiel  du  système  par  rapport  au  point  est 
une  fonction  Y  des  trois  variables  a,  p,  ']f,  telle  que  les  dérivées  partielles 

-T-i  -77)  ^9  représentent,  à  un  facteur  constant  prés,  les  valeurs  des  oon- 

posantes  de  Taltraclion  exercée  sur  le  point  par  le  système.  Nous  avons  vu 
l'usage  de  cette  fonclion  pour  résoudre  certaines  questions  relatives  à  Fat- 
traction  des  systciiies  matériels  ou  à  la  fonne  des  corps  célestes.  On  rem- 
ploie aussi  très  fréquemment  dans  la  physique  mathématique,  notamment 
dansTélude  de  la  capillarité  et  des  attractions  magnétiques  ou  électriques. 
La  délinilioudu  potentiel  peut  être  généralisée,  et  appropriée  aux  recher- 
ches de  dynamique  analytique.  Reprenons  Téqualion  des  forces  vives  appli- 
quée à  un  système  matériel  quelconque  considéré  dans  deux  positions  dis- 
tinctes. Nous  aurons  (111,  §  171) 

2 1 "'"'  ""  S^  ''"'o'  = /l^'^-^  -+-  ^^'^  +  7r/5 -f  \'(/.r'  +  Yv/y  -f  Z\I:'  -f  . . .). 

Dans  cette  équation»  X,  Y,  Z  repré^^entent  les  composantes  de  la  force 
totale  qui  sollicite  le  point  (x,  y,  z)\  X',  Y',  1\  les  composantes  de  la  force 
totale  qui  sollicite  le  point  (x',  y',  z'),  ...  Supposons  que  les  composantes 
X,  Y,  Z,  X', ...  soient  exprimables  en  fonclion  des  coordonnées  x.  y,  s,!^»..., 

supposons  de  plus  que  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  dans  le  se- 
cond membre  soit  la  diflérentielle  exacte  d'une  fonction  <l>  des  laiiaMrs 
X,  y,  s,  x', ...  considérées  comme  indépendanic  s;  on  pourra  |  oser  (111, §  185) 


FONCTION  DES  COIICES. 
et  la  fonclion  '>aur,i  pnr  rapport  aui  coraposanles  X,  T.  Z,  X',  ... 
proprièlé  que  le  polenliel  reloti renient  aui  composanles  de  l'nllra 


a  en  eflel,  en  dilTérentiant,  l'identité 

rf,+         ,3+        d,+         rf^-H 


d'où  l'on  déduit,  puisque  dx,  dy,ix,  ...  sont  des  (hcteurs  indélenninés, 


.  —\dx-\-  \dij  +  ld!  +  X'Jx- 


ï  = 


ConnnifsanI  la  fonclian  4>,  on  en  dëduini  les  conipo^aiitei  de  lo  forcequi 
agit  sur  un  point  {x,  y.  s)  du  système,  en  prenant  les  dérivées  partielles  du 
la  fonction  O  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  1  de  ce  point. 

La  fonction  «s'appelle  pour  celte  raison  fonction  det  forces  :  quelques  a  tu- 
teurs lui  donnent  pur  extension  1g  nom  de  poUtiliel. 

S'il  n'y  a  qu'un  point  mobile,  la  fontlion  des  forces  égalées  à  une  con- 
sluite  arbilmire  définit  laaériedes  iiir/ucEsffe  niveau  (III,  g  10). 

Toua  les  problèmes  de  la  dynamique  n'udinetlrnl  pas  une  fonction  des 
lorccs.  Si  parmi  les  lorces  on  considère  un  frolletnent,  par  exemple,  les 
composantes  de  ce  frottement  dépendent  d«  la  direcltoii  du  mouvement  Ae 
soapoint  d'application,  et  leur  expression  nnalylique  contiendra  par  con- 

séqueiil  en  bcleurs  les  cosinus  y  ^,  -^,  des  angles  que  celle  direction 

fait  avec  les  aies  ;  s'il  ;  a  des  résistances  de  milieux,  qui  s'expriment  en 
fonction  des  vitesses,  lis  expressions  analytiques  des  forces  correspondantes 
contiendronl  certauies  puissances  de  la  vitesse  v.  Dans  ces  cas,  les  compo- 
santes X,  Y,  Z,  ..  n'étant  plus  des  ftHiclions  des  coordonnées  x,  y,  i, ... 
l'intégration  a  priori  de  la  fonction  (Xr£r  +  ,.  )  n'a  plus  aucun  sens  et  la 
fenclion  des  forces  n'existe  pas.  lien  serait  de  méniesi  X</x+ ïrfj-t- ... 
n'était  pas  une  diflérentielle  exacte,  bien  que  X,  V, ...  fussent  des  fonctions 
connues  des  coordonnées.  Parfois  cependant  on  trouve  utile  d'admettre  une 
fonction  fictÎM  des  forces,  quoique  celte  fonction  n'existe  pas  en  réalité,  el 


<!«  rvpréseuler  s( 


is  forme  df  dérivées  partielles ^,-T-,  ,,.  les  valeurs  des 

composantes  X,  V,  Z.  ...  Ce  n'est  plus  alors  qu'une  notation  p.irliculière, 
dont  l'usage  est  légitime,  pourvu  qu'on  n'en  déduise  aucune  transformation 
fUfposant  l'existence  réelle  d'une  lomtion  4>. 

Kous  trouverons  dansleslivre*  suivants  de  nombreuses  >ipplicatlons  delà 
fonction  des  forces.  Ici  nous  eu  montrerons  l'usage,  en  reprenant  avec  plus 
de  détails  une  théorie  que  nous  avons  esquissée  (III, §  IS7}  sur  la  slabilité 
Je  Céquilibre  d'un  système  à  liaisons. 
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STADILni  DE    L*£qUILIBRB  d'uH  1Î8T&XB. 

109.  Lorsque  la  fonction  des  forces  existe^  i*  le  système  mobUe  ed  ex 

équilibre  dans  les  positions  qui  font  passer  cette  fonction  par  un  maximwm 

ou  un  minimum;  2*  V équilibre  est  stable  dans  les  positions  qui  rendent  cette 

fonction  m€udmum. 

Soient 

L  =  0. 

U=0, 

•  •  •  • 

les  équations  qui  définissent  les  liaisons  auxquelles  le  système  est  assujetti. 
On  suppose  que  ces  liaisons  dépendent  seulement  des  coordonnées  x,  y,  s, .... 
et  ne  contiennent  ni  le  temps  t,  ni  les  vitesses,  ni  les  angles  des  vitesses 
avec  les  axes. 

La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonction  o  des  fortes 
est 

Les  différentielles  dx,  dy,  dz,  ...  des  Tariables  qui  entrent  dans  la  fono- 
tion  o  doivent  d'ailleurs  satisfaire  aux  équations  de  condition 

dl  =  0. 


Or  ces  équations  sont  celles  que  la  statique  donne  à  résoudre  pour  dé- 
terminer les  positions  d'équilibre  du  système;  il  suffit  en  effet  de  satisfidre 
à  la  fois  aux  équations 

dl  ,        dl^    ^   '^L,     ,   rfL  ^^^  ,. 


dont  la  première  est  Téquation  du  travail  virtuel  cl  exprime  IVquilibre,  et 
dont  les  suivantes  expriment  les  conditions  auxquelles  les  variations  ^x, 
hjt  ...  sont  assujetties.  On  passe  du  second  système  au  premier  par  oo 
simple  changement  de  notation  qui  consiste  à  remplacer  les  variations  3's, 
^1/, ...  par  les  différentielles  dx,  dy,  ...  Les  résuliats  des  deux  ctlculs  sont 
donc  identiques,  puisqu'on  les  obtient  par  Télimination  des  variations  dans 
un  cas,  des  différentielles  dans  l'autre ,  et  la  première  partie  du  théorènif 
est  démontrée. 
Venons  à  la  seconde  partie,  relative  à  la  stabilité. 
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^  NousaTonsd^jà  vu  (!¥,§  119)  comment  une  question  de  stabilité  se  traite 
au  moyen  de  l'équation  des  forces  Tives.  On  s*explique  facilement  remploi 
de  cette  équation  en  considérant  Féquilibre  d*un  point  unique  pesant,  ou 
plus  généralement  d*un  système  pesant  à  liaisons.  Si  les  liaisons  du  système 
sont  telles  que  le  centre  de  gravité,  aux  environs  d'une  position  d'équilibre, 
ne  puisse  que  s'élever,  quel  que  soit  le  déplacement  infiniment  petit  qu'on 
suppose  imprimé  au  système,  le  travail  de  la  pesanteur  sera  toujours  néga- 
tif et  tendra  à  réduire  l'amplitude  et  les  vitesses  du  déplacement  considéré 
La  stabilité  est  donc  assurée  si  la  hauteur  du  centre  de  gravité,  compté  en 
montant  à  partir  d'un  plan  horizontal  inférieur,  est  minimum;  or  la  fonc- 
tîoD  des  forces  est,  dans  le  cas  de  la  pesanteur,  égale  à  —  imgz^  ou  à  —  Mgzi, 
en  appelant  <|  le  s  du  centre  de  gravité,  et  le  minimum  de  Z|  correspond 
au  max'unum  de  —  Ugt^  (III,  §  188). 

Hous  allons  démontrer  d'une  manière  générale  que  l'équilibre  est  stable 
quand  ^  passe  par  un  maximum. 

Le  maximum  de  o  est  défini  en  général  par  les  deux  conditions  sui- 
Taotes  : 

d'>=~r/x-f  ^f//-h    ..^0 
dx         *   dy     ' 

et 

qodles  que  soient  les  différentielles  dx,  dj,  ...  La  première  condition  est 
satisfaite  dans  la  position  d'équilibre. 

Désignons  parÇ,ii,  C»  ...des  variations  infiniment  petites  des  coordon- 
nées X,  y,  2, ...  comptées  à  partir  de  la  position  d'équilibre.  Nous  pourrons 
remplacer  dx  par  Ç,  dy  par  d,  ds  par  C,  ...  Formons  la  fonction  (f*0,  en  y 
frisant  la  même  substitution.  H  vient  d'abord  un  polynôme  du  second  de- 
gré eu  \,  u,  Ç,  ... 

Biaisa,  n,  C,  ...  ne  sont  pas  des  variables  complètement  indépendantes, 
car  elles  satisfont  aux  équations  de  liaisons.  On  devra  d  abord  réduire  ces 
variables  au  moindre  nombre  possible,  en  chassant  celles  qui  peuvent  s'ex- 
primer ai  fonction  des  autres.  La  condition  du  maximum  de  la  fonction  0 
sera,  après  ces  diverses  préparations,  que  </*<!»  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
d^one  scMnme  de  termes  négatifs,  quels  que  soient  les  signes  des  variables 
qui  y  Ogurent.  Appelons  <,  s',  s^,  ..é  certaines  fonctions  linéaires  de  celles 
des  variables  (,  n,  C, ..'  qui  sont  conservées  dans  (2M»,  ces  fonctions  s,  s', ... 
s'annulant  avec  les  variables  Ç,  ti,  C ...  Cela  posé,  on  pourra  en  général,  dans 
le  cas  du  maximum,  mettre  d!^  sous  la  forme 


^06  STABILITÉ 

À,  A',  A",  ...  étant  des  fondions  eisentiellemenl  positivei  des  coordonnées 
Xty^z, ...  qui  définissent  l'équilibre. 

Imaginons  qu'on  amène  le  sysléme  dans  une  position  infiniment  YoisîDe 
de  la  position  d'équilibre,  et  soient  ^,  yiq,  i;^,  ...  les  écarts  correspondants 
projetés  sur  les  axes  ;  soit  de  même  Vq  la  vitesse  infiniment  petite  impri- 
mée à  un  point  en  particulier  dans  cette  position  du  système.  Appliquons 
le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  qui  succède  à  Télat  initial  ainsi 
défini.  Il  viendra 

ou  bien,  en  développant  les  fonctions  «  par  la  série  deTaylor,  et  en  obser- 
vant que 


aussi  bien  que 


d*>       d^ 

dx^^  dy  "'   '       " 


dx^^'^d^''^'^"" 


est  nul  à  cause  de  Téquilibre,  et  que  les  fonctions  4(x,t/,  s...)— 4i(x,y,  s...) 
se  détruisent,  on  aura 

2]  I  "**'*-  Z I  ""'o*  =^  -  As«  -  A'«'«  -  A"*"»  -  . . . 

4-  AV  -i-  AV*  +  A^V-  -  . . .; 

'^o*  ^01  <"o«  ••*  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  s,s%  s",  ...  quand  on  y 
remplace  l  par  ^o»  •••  l^s  autres  termes  de  la  série  seraient  infiniment  plus 
petits  en  valeur  absolue  que  ceux  que  nous  avons  écrits,  et  nous  pouvons 
n'en  pas  tenir  compte,  car  ils  n'infiuent  pas  sur  le  signe  de  la  série. 
Posons 

C  =  2  ^  ""û*  +  W  -^  A'so'^  -h  A^"*  +  . . . 

La  constante  G  sera  une  quantité  infiniment  petite  positive,  qui  dépend  des 
circonstances  initiales.  L'équation  des  forces  vives  devient  alors 

2^  "2  mt;«  =  C  —  A««  —  A'«'2  —  A'»"*  —  . . . 

Le  premier  membre  étant  toujours  positif,  le  second  Test  aussi,  et  par 
suite  la  somme  des  quantités  positives 

A««  H-  A's'»  -f-  A"*"»  4- . . . 

est  toujours  au  plus  égale  à  la  constante  G.  Donc  s,  s*,  s",  ,..  ne  peuvent 
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croître  an  deli  d*ane  certaine  limite  ;  il  en  est  par  conséquent  de  même  de 
^,  «,  C«  .*.  qui  s*expriment  linéairement  en  fonction  de  s,  s',  t^, ... 

Si  donc  la  fonction  ^  passe  par  un  maximum,  les  écarts  (,  n,  Ct  •••  à  par- 
tir de  la  position  d'équilibre  sont  essentiellement  limités,  et  on  peut  suppo- 
ser des  écarts  initiaux  et  des  vitesses  initiales  assez  petits  pour  qu'ils  ne 
paissent  dépasser  ni  même  atteindre  les  limites  correspondantes  à 


=  v/r   "-\/l    ''=V 


ce  qui  est  la  cléflnition  même  de  Féquilibre  stable. 

ilO.  La  démonstration  ne  suppose  pas  nécessairement  remploi  de  la  série 
de  Taylor.  Dire  que  <l»(x,  y,  %,  ...)  passe  par  un  maximum  dans  la  position 
d*équilibre,  c*est  dire  qu'en  prenant  les  Tariations  Ç,  vi,  Cf  ...  sufllsamment 
petites  en  valeur  absolue,  la  différence 

est  négatiTe.  Cette  différence  dépend  des  valeurs  particulières  de  ^,y),  (;.  ... 
(leprésentons-la  pour  abréger  par  l'expression 

en  mettant  le  signe  négatif  en  évidence. 

L*équation  des  forces  vives,  appliquée  au  mouvement  dont  Fétat  initiarest 
représenté  par  le  système  de  valeurs  (Çq»  ^«oi  Cq*  ..*  Vq,  ...)*  prendra  la  forme 

ou  bien 

et  si  la  constante  G  est  positive  et  infiniment  petite,  la  fonction  f  ((,  r,  i;, ...) 

sera  limitée  à  la  valeur  G  au  maximum,  puisque  s  \  mv*  est  toujours  positif. 

Mais  la  fonction  9  est  nécessairement  positive  et  croissante  pour  des 

valeurs  des  variables  (,  n,  C>  •..  à  partir  de  la  valeur  0,  sans  quoi  <l»  ne 

serait  pas  maximum  dans  la  position  (x,  y,  2  ...),  et  il  en  est  ainsi  tant  que 

les  variables  (,  n,  i;,  ...  ne  dépassent  pas  certaines  limites  ^,,  v)|,  X,^,  ...  à 

partir  desquelles  la  fonction  <l»  peut  devenir  décroissante.  On  peut  admettre 

que  les  valeurs  initiales  ^,  To«  Co»  •*•  soient  choisies  au-dessous  de  ces 

limites.  Alors  G  sera  une  quantité  positive,  qu'on  pourra  supposer  aussi 

petite  qu*on  voudra  en  attribuant  à  l^y  v)o,  Co>  *•*  et  à  Vq  <^^  valeurs  absolues 

suffisamment  petites.  La  fonction  9(^,  vt,  C»  .••)»  ^^n^  positive  et  moindre 

que  la  constante  G,  les  variations  (,  vi,  C,  ...  sont  elles-mêmes  limitées, 

en  valeur  absolue,  à  des  maxima  qu'on  peut  rendre  aussi  petits  qu'on  veut 

en  disposant  convenablement  de  la  constante  G. 
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111.  M.  Clausius  a  introduit  dans  le  calcul  une  nouvelle  espèce  de  fonc- 
tion des  forces,  à  laquelle  il  donne  le  nom  de  vtrte/,  et  qui  s'exprime  par 
la  somme 

Xx  4-  Yi^  4-  Zî  +  X'x'  -h  \y  -f-  Z'a'  -h  . . . 

Chaque  composante  est  multipliée  par  la  coordonnée  parallèle  de  son  point 
d'application,  et  cette  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces  qui  sont  appli- 
quées au  système  que  Ton  considère. 

Cette  définition  fait  intervenir  la  position  et  la  direction  des  axes  coor- 
donnés; le  viriel  est  donc  relatif  à  un  système  d'axes  particulier»  et  change 
avec  le  changement  des  axes.  On  pourrait  modifier  cette  définition.  M.  Lu- 
cas, dans  un  mémoire  sur  la  vibration  des  systèmes  élastiques,  a  été  con- 
duit à  considérer  une  autre  fonction  analogue  au  viriel,  mais  dans  laquelle 
les  coordonnées  x,  y,  2,  par  lesquelles  on  multiplie  respectivement  les  com- 
posantes X,  Y,  Z,  sont  remplacées  par  les  projections  sur  les  mêmes  axes 
de  récart  du  point  mobile  par  rapport  à  la  position  d*équilibre  autour  de  la- 
quelle il  oscille. 

Pour  montrer  l'utilité  de  la  considération  du  viriel,  nous  donnerons  un 
théorème  dû  à  M.  Yvon  Yillarceau. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  point  unique  de  masse  m  sont 

f^'l  V 

d*z       „ 

Multiplions  la  première  par  x,  la  seconde  par  y^  la  troisième  par  %  et 
ajoutons.  11  vient 

|1)  «»(^Âï+ytfïï+^5i)=XxH-Yy-f-Z.. 

Transformons  le  premier  membre  de  cette  équation. 

Sdt  r  la  distance  de  l'origine  0  au  point  mobile.  Nous  aurons 

r«  =  a:«  -+-  y*  4-  **. 

IHfîérentiant,  on  a  ^ 

rdr  ss  xdx -h  tfdy -^  d4, 


TnÉORËME  DE  M.  Y.  TILLARCEAU.  iOO 

et  dilTérentiant  de  nouTeau,  en  prenant  toujours  le  temps  i  pour  variable 
indépendante,  et  en  divisant  par  dt^, 

^        d  frdr\  _dx*       dy*       rfi«  _i_    ^^  ^      d^U   ,      d** 


3? 


•   I      d*x   ,      d*y   ,      rf»3 


Mnttîplîons  par  m,  et  remplaçons  dans  (1)  le  premier  membre  par  sa  Ta< 
leur  déduite  de  \^)\  il  vient  Téquation 


iifv*  =  m 


s(^0""^^+'^-^^'' 


, .  x^         ,         d  rrdr\       dTid  [i^n       1  d*  (r«) 

oo  bien,  en  observant  que  5-^(^j  =  2^[5-^'J  =  5-jJ. 

(3)  »»•  =  ^  î^'  -  (Xz  4-  Yy  -f-  Za). 

Cette  équation  étant  écrite  pour  tous  les  points  d*un  système  mobile,  on 
ann  un  théorème  applicable  au  mouvement  de  ce  système  en  les  ajoutant 
tontes  ensemble;  l'équation  finale  donnera  la  force  vive  totale  en  fonction 

du  viriel  et  des  quantités  m  —^  : 

Le  viriel,  pour  un  point  M  en  particulier,  est  le  produit  de  la  force  P  qui 
solHcite  ce  point  par  la  distance  r  du  point  à  Torigine  et  par  le  cosinus  de 
Tangle  formé  par  la  direction  de  la  force  MF  avec  le  prolongement  du 
rayon  OM  qui  joint  le  point  M  à  l'origine. 

£o  eflet , 

Cest  le  travail  que  produirait  la  force  P,  agissant  toujours  parallèlement 
à  elle-même,  si  son  point  d'application  était  transporté  du  point  0  au 
point  M. 

Lorsque  les  points  mobiles  exercent  les  uns  sur  les  autres  des  actions 
mutuelles  proportionnelles  à  leurs  masses  et  à  une  fonction  de  leur  distance, 
la  portion  du  viriel  afTérente  aux  forces  intérieures  peut  s'exprimer  d'une 
manière  très  élégante. 

Soient  m,  m' les  masses  de  deux  points  M,  M',  dont  les  coordonnées  sont 
s,  y,  1  pour  le  premier,  af^  tf,  s' pour  le  second  \  soit  p  leur  distance  MM'. 

V.  —  H<C.  COLLUSSOa.  14 
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Le  produit  fmm!  9  (p)  représentera  la  force  mutaelle  F  subie  par  les  deux 
points  dans  les  directions  MM',  M'M.  Leviriel  correspondant  sera  le  triTail 
de  la  force  F  agissant  dans  le  sens  MM' quand  son  point  d'application  re<;oit 
le  déplacement  NM,  augmenté  du  travail  de  la  seconde  force  F  agissant  dans 
le  sens  M'M,  quand  son  point  d'application  reçoit  le  déplacement  03P.  La 
somme  de  ces  deux  quantités  de  travail  sera  le  produit  de  la  force  F  parla 
distance  MM',  ou  enfîn  par  p.  Le  Yinel  correspondant  est  donc  exprimé  par 
/mm'(p(p)p. 

S*il  n'y  a  dans  le  système  que  des  forces  intérieures,  exprimables  en 
fonction  des  masses  et  des  distances,  Téquation  de  M.  Yvon  Villarceau 
deviendra  donc 

(5)        2  '"'''  =  5  S  "•  ^  "  S/''»'"'?  w></'- 

Sous  cette  forme,  le  théorème  s'applique  aux  mouvements  vibratoires 
d'un  système  élastique. 


DÉFntiriCXS  ET  N0TATI05S  DE  LSXi. 


112.  Lamé  a  introduit,  dans  ses  recherches  de  physique  mathématique, 
es  définitions  suivantes,  qui  ont  été  généralement  adoptées  par  les 
analystes. 

Soit  F  une  fonction  des  coordonnées  rectangles,  x,  y,  j,  d'un  point 
dans  l'espace.  Lamé  appelle  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  de  la 
fonction  F  l'expression 


\i{thm-& 


ou  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  et  paramètre  différentiel  du  second  ordre  de  la  même  fonc- 
tion l'expression 

rf«F     rf«F     fW 

OU  la  somme  des  dérivées  partielles  du  second  ordre,  prises  chacune 
deux  fois  par  rapport  à  la  même  variable. 

11  est  facile  de  s'assurer  qu'un  changement  de  coordonnées,  opéré  en 
conservant  les  axes  rectangulaires,  n'altère  pas  les  paramètres  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  d  une  fonction  quelconque. 
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Nous  pouvons  regarder,  en  efTet,  la  fonction  F  comme  une  fonction 
éeê  forcetf  définissant,  pour  chaque  point  (x,  y,  z)  de  Tespace,  les 

coinposajKtes  ^»  -?->  -?->  parallèles  aux  axes,  de  la  force  qui  corres- 
pond à  ce  point.  Le  système  de  forces  se  trouve  parfaitement  défini 
pour  tous  les  points,  et  un  changement  d*axes  quelconque  n*aura  sur  ce 
système  aucune  influence.  Or  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 

'\/{yz)   +(7")   +(t)   ®*P"™®»  ^^  coordonnées  rectangles,  la 

force  totale  qui  est  appliquée  au  point  (x,  y,  z)  ;  il  ne  change  donc  pas 
par  un  changement  de  Forigine  et  de  T orientation  des  axes,  pourvu 
qu'ils  continuent  à  être  rectangulaires,  puisqu'il  représente  une  quantité 
absolue,  indépendante  des  axes  aufquels  on  la  rapporte.  La  même  pro- 
priété appartient  au  paramètre  différentiel  du  second  ordre,  et  a  été  dé* 
montrée  plus  haut  (§  59). 

Lamé  a  proposé  de  représenter  le  paramètre  du  premier  ordre  de  la 
fonction  F  par  la  notation  A<F,  et  le  paramétre  du  second  ordre  par  la 
notation  A*F.  L'emploi  des  exposants  dans  ce  cas  a  un  inconvénient.  Car 
il  semblerait  que  l'opération  A*F  est  le  résultat  de  la  répétition  de 
Topération  A<F.  On  n'a  pas  cependant  A>F  =  A*  (^*^«  Bien  qu'il  suffise 
d'^re  prévenu  que  la  notation  ne  se  prête  pas  à  l'algorithme  ordinaire 
des  exposants,  certains  auteurs  préfèrent  substituer,  pour  éviter  toute 
confusion,  les  indices  aux  exposants,  et  écrire  A^F,  A^F. 

L'équation 


revient  à  l'équation 


A-(F)=- 


rf*F      <fiF     d*F      « 
•— 4- — — -4- -T— =  0. 


que  nous  avons  déjà  rencontrée  en  hydrodynamique  (IV,  §  125).  On  y 
satisfait  en  égalant  F  à  un  potentiel  de  Vattraction  newtonienne^  ce  que 
Lamé  appelle  un  potentiel  inverse^  parce  que  le  radical  s'y  trouve  en 
dénominateur,  ou  potentiel  de  première  espèce ,  par  analogie  avec  les 
intégrales  elliptiques,  c'est-à-dire  en  posant  l'équation 

Y=  rrr,       ^^'•^•^'         ,,,^,; 


f(%,  p,  •{)  représente  dans  cette  intégrale  triple  une  fonction  arbitraire 
des  coordonnées  s,  p,  7  d'an  point  d'un  système  matériel  quelconque  , 
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c£tle  fonction  est  la  deruUé,  ou  matte  spécifique,  du  s;stème  en  ce  point 
a,  p,  i).  Les  inlégralions  s'élcndent  à  tous  les  élémenls  dans  lesquels  le 
sjstéme  se  décompose.  On  reconnaît  la  solulion  donnée  en  hydrodinn- 
nique  (IV.  §  l'37). 
De  même  l'étjuation 


A  (AN 


par  laquelle  on  indique  que  le  paramètre  difrêrenliel  du  second  ordre  du 
paramètre  du  second  ordre  de  la  fonction  cherchée  7  est  constamment 
nul,  revient  à  l'équation  développée 


tel  pour  solulion  l'intégrale  triple 


qu'on  peut  nommer  avec  Lamé  polentiel  direct,  ou  poUaliel  de  ta^nilt 
etpéce,  d'après  les  mêmes  analogies. 

Comme  applications  des  notions  précédentes  et  des  fonctions  qu'on 
vient  de  dérmir,  on  peut  consulter  un  mémoire  de  H.  J.  Boussinesq.  pro- 
fesseur à  la  faculté  des  sciences  de  Lille,  intitulé  :  AppUcalion  des  poteit- 
tielt  à  l'étude  de  Viquilihre  et  ilu  mouvement  dei  lalides  élosUque*  (Paris, 
Gauthier- Viilars,  1885). 
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115.  Etant  donné  un  système  de  corps  solides,  on  pourra  toujours 
isoler  chacun  de  ces  corps,  en  introduisant  les  forces  qui  se  développeni 
au  contact  des  uns  et  des  autres.  Ces  forces,  ïnlérieures  et  mulnelles 
lorsqu'on  considère  le  système  entier,  deviennent  des  forces  extérieures 

relativement  à  chaque  coi'ps  en  parlirulier. 

Occupons-nous  spécialement  d'un  des  corps  solides,  que  nous  appel- 
lerons le  corps  A.  On  suppose  ce  corps  soumis  â  des  vibrations,  qui  faal 
osciller  ses  molécules  autour  de  leurs  potitiotu  moyennet.  La  position 
moyenne  du  corps,  ù  un  instant  donné,  s'obtiendra  en  supposant  que  k 
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corps  se  solidifie,  qu*il  conserve  sa  forme  géométrique,  et  qu'on  le 
dépouille  de  tout  mouvement  vibratoire.  Cela  revient  à  décomposer  le 
mouvement  de  chaque  molécule  en  deux  parties  :  Tune,  comprenant  le 
mouvement  dû  au  déplacement  géométrique  du  solide  A,  Tautre  aux 
déplacements  propres  de  chaque  molécule  par  rapport  aux  positions  que 
ce  déplacement  géométrique  lui  fait  prendre.  On  conçoit  donc  ce  qu'on 
entend  par  le  mouvanenl  moyen  du  corps,  qui  n'est  autre  que  le  mouve- 
ment qu'aurait  le  corps  s'il  était  réduit  à  la  solidité  géométrique,  et  par 
le  mouvement  vibratoire,  qui  complète  le  mouvement  moyen.  Cette 
décomposition  est  analogue  à  celle  qu'on  opère  dans  la  dynamique  du 
système  matériel,  quand  on  considère  à  part  le  mouvement  du  centre  de 
gravité,  et  le  mouvement  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante, 
menés  par  le  centre  de  gravité. 

Nous  allons  chercher  comment  se  décompose  la  force  vive  du  corps  A, 
lorsqu'on  partage  ainsi  son  mouvement  en  deux,  mouvement  vibratoire 
et  mouvement  moyen. 

114.  Considérons  un  point  matériel  M  du  corps  A;  soit  m  sa  masse, 
9  sa  vitesse  à  un  instant  donné,  x,  y,  z  ses  coordonnées,  exprimées  en 
fonction  du  temps,  dans  le  mouvement  total.  Le  même  point  a  dans  le 
numœment  moyen  une  vitesse  Vq,  et  des  coordonnées  Xq,  y^,  «o?  <iui 
satisfont  d'un  point  à  l'autre  aux  conditions  de  la  solidité  géomé- 
trique. 

Le  mouvement  vibratoire  sera  défini  par  des  coordonnées  Ç,  vi,  ^,  rap- 
portées pour  chaque  point  à  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes;  elles  sont 
très  petites  en  valeur  absolue,  et  sont  alternativement  positives  et  néga- 
tives, puisque  les  vibrations  du  point  M  s'opèrent  autour  de  sa  position 
moyenne. 

On  aura  entre  ces  diverses  coordonnées  les  relations 


5  =  30  +  Ç- 


) 


Nous  exprimerons  que  les  coordonnées  Xq,  yQy  Zq  sont  celles  de  la 
position  moyenne,  en  appliquant  la  remarque  suivante  :  le  mouvement 
vibratoire  du  tyttème  A  ne  change  rien,  ni  à  la  position  du  centre  de  gra- 
wilé^  ni  à  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  des  axes  de  direction  constante.  Cela  revient  à  dire  que  le  mouvement 
moyen  est  entièrement  dû  au  jeu  des  forces  extérieures,  qui  ne  subis- 
sent aucune  altération  sensible  par  l'efTet  des  vibrations ,  et  conser- 
vent les  mêmes  composantes  et  les  mêmes  moments  par  rapport  aux 
axes. 
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On  aura  donc  à  la  fois  les  six  équations,  en  étendant  les  soizzoui 
tous  les  points  matériels  du  corps  A, 


(2) 


(3) 


Les  (rois  premières  équations  donnent 
W  l  y^mn  =  0,     et  par  suite      (5) 


Quant  aux  (rois  suivantes,  observons  que  la  vitesse  totale  t  de  la  molé- 
cule m  a  pour  composantes  la  vitesse  Vq  du  mouvement  moyen,  et  la 
vitesse  u  du  mouvement  vibratoire,  de  sorte  que,  si  Ton  prend  par  n|H 
port  à  un  axe  quelconque  les  moments  de  ces  trois  vitesses  appliquées  an 
point  M,  et  qu'on  multiplie  par  la  masse,  on  aura 

M(mr)  =  M(»ir„)-fM(ww), 

et  par  suite,  faisant  la  somme  de  toutes  ces  équations  appliquées  à  t(HC 
les  points,  on  aura  aussi 


(0) 


2iM  [mr  ==2**  ('"'o)  +  2^  ('»«)■ 


Les  équations  (3)  font  voir  qu'on  a 

par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  coordonnés.  Donc  eiilin 
(7)  (  J^%[»^f)  =  0, 
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Des  équations  (7)  et  des  équations  (5)  on  déduit  que  les  quantités  de 
moutement  du  mouvement  vibratoire^  considérées  comme  des  forces  appli^ 
quies  au  solide  géométrique  Â,  se  font  à  chaque  instant  équilibre. 

ii5.  Cette  proposition  va  nous  senrir  à  opérer  la  décomposition  de  la 
force  Yive. 

Des  équations  (1)  on  tire  en  difTérentiant 

dx dxQ  ,  rfç 

dt'^dr'^Jt' 

dy_dyo  ,  djn 
di^dl  '^dt' 

dz^^dzp  .  d; 
dt^dt  '^  dl 

£leTant  au  carré  et  ajoutant,  puis  multipliant  par  m,  et  faisant  la 
sooune  étendue  à  toutes  les  molécules  du  système  A»  il  vient 

2>  [m^m*  (S)i  =  2"  [(§)■+ {%'*  (t)"] 


+ 


"^[diTt  ■*■  S^rf/  ^  dtdt\ 


+  2 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  force  vive  totale  y^mt;*. 

La  première  ligne  du  second  membre  est  la  force  vive  ^mvo*  du  solide 
dans  le  mouvement  moyen, 

La  seconde  ligne  est  la  force  vive  ^^mt^  due  au  mouoemeni  vibratoire 

considéré  seul. 

La  troisième  ligne  se  réduit  identiquement  à  zéro»  en  vertu  de  la  pro- 
position qu*on  vient  d^établir. 

Considérons  en  effet  la  somme 

m^dxo-hfn^^dyQ  +  m^^dz^ 

Elle  représente  le   travail  d'une   force  dont  les   composantes   sont 
***  ^'  ^  ^*  ^  ^'  lorsque  son  point  d'application  reçoit  un  déplacement 

dont  les  projections  sur  les  axes  sont  dx^^  dy^,  dz^.  Elle  exprime  donc  le 
travail  de  la  quantité  de  mouvement  appliquée  à  la  molécule  M,  quand 
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le  solide  reçoit  le  déplacement  inrinimenl  petit  qui  est  dû  k  son  mouTe- 

raenl  moyen.  L'ensemble  des  quaiililés    de  raouïomeul  vibratoires  se   . 

faisant  équilibre,  la  somme  de  tous  leurs  travaux  éli^meiilaires  est  nulle  g 

ell' 


l'on 

a  par 

conséquent 

2:(." 

S-0  + 

-S'".+"f 

d--. 

=d,y^  Z 

[ri-+ 

dl  dl^dl  dlj 

=  0 

On 

en  déduit  régaliié 

»1 


2""=S-.-+&' 
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égaillé  de  même  forme  que  celle  qu'on  a  démoutrée  pour  la  dêcomi 

silion  de  la  force  vive  en  deux  parts,  quand  on  rapporte  le  1 

d'un  système  k  des  aies  de  direction  constante  menés  par  le  centre    «i 

gravité, 

La  force  vive  totale  est  la  tomme  de  la  force  vive  dont  le  moi(wm«M/ 
moyen, ef  de  la  force  vire  vibratoÎTe. 

En  général,  le  terme  ^mu'  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  le  négliger 
sang  erreur  appréciabk;  ou  bien  il  conserve  une  valeur  sensibletneol 
constante,  et  disparaît  dans  la  différence  des  forces  vives,  prises  i  dwi 
époques  déterminées. 

11(1.  Occupons-nous  actuellement  du  travail  des  forces.  Les  fimo 
extérieures  figurent  seules  dans  les  équations  des  quantités  de  manve' 
ment  projetées  et  des  moments  de  ces  quantités;  la  substilution  in 
mouvement  moyen  au  mouvement  total  n'altère  pas  seusibleuienl  cet 
forces  extérieures,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction,  à  cause  dï  b 
pelitesse  des  différences  E,  n,  C;  cette  substitution,  qui,  par  hypothjtei 
est  sans  effet  sur  les  quantités  de  mouvement  et  leurs  momenis,  laiM 
donc  subsister  sans  changement  lus  équations  un  elles  figurenl.  Il  n'f 
est  pas  de  même  pour  le  théorème  des  forces  vives,  car  si  Im  foiws 
ne  changent  pas,  le  ctiemin  parcouru  par  lequel  elles  doivent  être  mulli- 
pliées  est  altéré  par  le  mouvement  vibratoire.  Soient  ï,  Y,  7.  les  compA' 
ïiintes  d'une  force  extérieure  appliquée  au  point  dont  les  ciwrdaïui^ 
sont  J,  y,  i.  Le  travail  élémentaire  de  celle  force  dans  le  mouvement  ri*l 
sera 

Ux  +  \il,j  +  ld%. 

tandis  que,  pris  pour  le  mouvement  moyen,  le  travail  serait 


mm  SYSTÈME  DE  CORPS  ËUSTIQUES.  217 

La  différence  entre  ces  deux  fonctions  est 

de  sorte  que  le  trayail  des  forces  extérieures  se  partage  en  deux  parties  : 
Tiuie  comprend  le  tratail  de  ces  forces  dans  le  mouyement  moyen,  et 
l'autre  le  travail  des  mêmes  forces  qui  est  dû  aux  Tibrations. 

L'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  total  prend  la 
forme 

^n  désignant  par  ^fdr  le  travail  élémentaire  des  forces  intérieures, 
^  par  2  4  "**'o*  **  ^^^^  ^*^®  initiale. 

Remplaçons 

2^m©»    par    ^mvf* -{•  ^mu*, 

et  J^J{\dx  +  ydy-^Zdz) 

par  la  somme 
U  viendra 

La  première  ligne  de  cette  équation,  prise  à  part,  est  Téquation  des 
forces  vives  appliquée  au  mouvement  moyen.  Les  forces  intérieures  n'y 
figurent  pas,  puisque  le  système  est  alors  considéré  comme  invariable. 
On  a  donc  aussi 

de  sorte  que  Tacroissement  de  la  demi-force  vive  vibratoire  n*est  pas 
dû  uniquement  au  travail  des  forces  intérieures  ;  il  est  encore  dû  pour 
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une  part  à  Texcés  du  travail  des  forces  extérieures,  afférent  aux  excès  d. 
déplacements  subis  par  leurs  points  d'application. 
En  général,  Ç,  n,  C  sont  assez  petits  pour  que  la  quantité  detrai 

2  r  (M  +  Yd-n  -f  Idq  soit  négligeable  vis-à-vis  du  travaU^  f/ard  _ 

forces  intérieures,  et  Ton  peut  dire  approximativement  que  Téquatîon  c^^ 
forces  vives  s'applique  au  mouvement  moyen,  en  tenant  compte  du  tr«^ 
vail  des  forces  extérieures,  et  au  mouvement  vibratoire,  en  ten^^i 
compte  seulement  du  travail  des  forces  intérieures  et  en  faisant  abstr^^^. 

tion  du  mouvement  moyen.  En  même  temps  y\  ^  mu*  —  ^  â  »tir« 

reste  sensiblement  nul  si  le  système  est  élastique,  pourvu  qu*on  prenne 
les  forces  vives  à  deux  époques  où  le  système  ait  repris  la  même  forme. 
On  a  alors,  entre  ces  deux  époques  qui  comprennent  un  nombre  &iUer 
de  périodes, 

Mais  alors  on  a  aussi  ^  f  f^^  =  ^»  *'  P^*"  conséquent 

On  peut  prendre  indifféremment,  dans  ce  cas,  le  travail  des  forces 
pour  le  déplacement  moyen,  ou  pour  le  déplacement  total.  Cela  revient  à 
laisser  entièrement  de  côté  le  mouvement  vibratoire. 

La  théorie  des  forces  vives  dans  le  mouvement  vibratoire  des  solides 
est  due  à  Coriolis. 


LIVRE  II 


rBINCIPES  »E  I.A  THÉOBIE   DE    I^'ÉLASTICITË 


117.  Les  corps  solides  que  Ton  rencontre  dans  la  nature  n'ontpasTin- 
Tariabilité  géométrique  qu*on  leur  attribue  communément  dans  la  méca- 
nique rationnelle.  Ils  sont  déformabUs  plus  ou  moins,  suivant  les  efforts 
plus  ou  moins  grands  qu^on  leur  fait  subir.  Lorsque  la  déformation  est 
très  petite,  et  qu*on  fait  cesser  Teffort  qui  Ta  produite,  le  corps  revient 
à  sa  forme  naturelle  d'équilibre,  après  une  série  de  vibrations  qui  s'étei- 
gnent en  général  assez  rapidement.  Cette  tendance  des  corps  solides  dé- 
formés vers  leur  état  primitif  constitue  Vélasiiciié  des  corps  ;  elle  suppose 
qae  les  efforts  subis  par  le  corps  n'ont  pas  dépassé  une  certaine  limite, 
assez  mal  défmie,  qu'on  nomme  limite  d'élasticité^  et  au  delà  de  laquelle 
la  déformation  resterait  permanente  en  totalité  ou  en  partie.  Les  diffé- 
rents corps  sont  plus  ou  moins  élastiques,  suivant  que  leur  limite  d'élasti- 
cité est  plus  ou  moins  élevée.  Du  reste,  dans  ce  qui  suit  on  supposera 
toujours  que  les  efforts  qu'on  leur  applique  pour  y  produire  des  déforma- 
tions sont  inférieurs  à  cette  limite. 

Il  ne  sera  question  ici  que  des  corps  homogènes,  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  admettre  l'identité  de  toutes  leurs  parties.  Parmi  ces  corps  ho- 
mogènes, il  y  a  lieu  de  distinguer  les  corps  d'élasticité  constante  en  tous 
sens,  et  les  corps  qui  ont,  au  contraire,  une  élasticité  différente  suivant  le 
sens  dans  lequel  s'opère  la  déformation.  Cette  dernière  classe  comprend  cer- 
tains corps  cristallisés,  dont  les  déformations  obéissent  à  des  lois  spéciales. 
Mais  la  plupart  des  corps  homogènes  ont  aussi  une  élastici  té  constante,  et  c'est 
d'eux  seul^que  nous  aurons  à  nous  occuper.  Théoriquement  on  peut  les 
concevoir  comme  formés  d'un  assemblage  de  systèmes  moléculaires  telle- 
ment disposés  autour  d'un  point  0,  qu'une  droite  de  longueur  finie,  issue 
de  ce  point  0,  rencontre  dans  tous  les  sens  le  même  nombre  de  ces  sys- 
tèmes :  condition  qui  suppose  un  nombre  infiniment  grand  de  systèmes 
moléculaires,  et  qui  serait  impossible  à  satisfaire  s'il  n'y  en  avait  qu'un 
nombre  limité. 
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118.  La  théorie  de  l'élastidlé  est  toute  moderne.  Elle  a  été  «Me  fr 
les  IriTiiux  de  Narier,  de  Polfson,  de  Cauchy,  de  Lamé  ;  les  leçons  4e  » 
dernier  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris  ',  publiées  en  1853,  ont  lé- 
sumc  les  principes  de  ta  science,  et  en  onl  donné  des  applications  aui 
problèmes  les  plus  importants  de  la  pbjsique  mathématique  et  de  la  mé- 
canique Tibratoire.  Elles  forment  le  point  de  départ  d'une  foule  de  tra- 
vaux récents.  Nous  les  prendrons  pour  guide  dans  le  présent  liTre. 

L'hypothèsÈ  fondamentale  de  U  nouvelle  doctrine  est  que  l'augmenU- 
tion  de  ta  dislance  de  deux  molécules  fait  naître  entre  ces  deux  molëcula 
une  attraction  mutuelle  proportionnelle  à  celte  augmentation.  Si  l'on  ap- 
pelle E  ladistance  primitive  de  deux  molécules,  SI  l'accroissement  de  dis- 
tance résultant  de  la  déformation  du  solide  auquel  elles  appartiennent, 
l'action  mutuelle  développée  entre  les  deux  molécules  par  celle  varialioa 
de  distance  sera  exprimée  par  le  produit 

F  (i:)  étant  une  fonction  de  la  distance  H  qui  reste  complètement  incoo- 
n  sait  seulement  qu'elle  devient  nulle,  ou  au  mains  insensible,  dél 


râleur  appréciable.  De  cette  r 
1  très  petit,  décrite  de  chaque  point  du  solide 
I  solide  qui  peut  exercer  une  action  appréciablr 


que  la  variable  K  atteint 
limite  à  une  sphère  de 
comme  centre,  la  régie 
sur  le  point  considéré. 

IID.  Pour  délinir  la  force  élastique  en  un  point  donné  N  d'un  corps  lo- 
lide,  imaginons  en  ce  point  )l  un  élément  plan  n  1res  petit,  comprenant 
le  point  H,  et  sur  cet  élément  comme  base  construisons  un  cylindre  droit 
P  de  hauteur  1res  petite.  Du  point  N  comme  centre  avec  un  nyon  ^al  â 
ta  limite  de  distance  à  partir  de  laquelle  les  actions  mutuelles  deviennent 
insensibles,  décrivons  une  sphère  S,  que  le  plan  n  prolongé  partage  ta 
deux  moitiés.  Le  cylindre  1',  que  nous  venons  de  construire,  est  tout  en- 
tier contenu  dans  une  de  ces  moitiés.  Or  il  subit  les  actions  de  loua  Its 
systèmes  moléculaires  qui  sont  compris  dans  la  moitié  opposée.  La  rÉsal- 
tante  de  toutes  ces  actions  est  une  force  qui  trater^e  la  b.ise  u  du  cvlin- 
dre,  et  dont  la  grandeur  varie  avec  l'étendue  de  cette  base.  Si  donc  on  U 
divise  par  l'aire  cr,  le  quotient  E  est  un  nombre  Qni  qu'on  appelle  la  /iM* 
élailique  aupoiiit  M,  rapportée  à  l'unité  de  surface  prise  suivant  le  plan 
a.  En  général  celte  force  E  est  oblique  au  plan  auquel  elle  se  rapporte.  U 
dénnilion  qu'on  vient  de  donner  ne  suppose  pas  la  continuité  de  11  ma- 
tière; elle  pourrait  être  beaucoup  plus  rapide  si  l'on  admettait  la  réparti- 
tion continue  des  molécules.  Du  reste  elle  suppose  que  les  inolécuW  sMt 
asseï  voisines  les  unes  des  autres  pour  qu'on  en  trouve  toujours  un  très 
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grand  nombre  dans  un  espace  très  restreint.  Cette  quasi-continuité  per- 
met d'appliquer  au  système  les  mélhodes  du  calcul  infinitésimal. 

Le  problème  général  de  la  théorie  de  l'élasticité  comprend  deux  ques- 
tions distinctes  : 

i*  Trouver  la  force  éhutique  en  un  point  d'un  eolide,  sur  un  plan  quel- 
conque panant  par  ce  point,  connaiuant  lee  forcée  qui  sont  appliquées  au 
solide; 

S*  Déterminer  les  déformations  produites  par  ces  mêmes  forces. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  répartition  des  forces  élastiques. 
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120.  Rapportons  les  points  du  système  solide  à  trois  axes  rectangulaires 
OX,  OY,  OZ.  En  un  point  M,  menons  trois  plans  parallèles  aux  axes,  et 
prenons  des  longueurs  infiniment  pe- 
tites MA=d!x,  MB=Jy,  M=Jz  sur  les 
intersections  de  ces  plans  deux  à  deux; 
puis  icbeyons  le  parallélépipède. 

Soit  p  la  masse  spécifique  du  point  M, 
et  Xo9  To,  Zo,  les  composantes  suivant  les 
axes  de  la  force  extérieure  qui  sollicite  le 
panllélépipède,  rapportée  à  l'unité  de 
masse.  Les  composantes  de  cette  force 
seront 

jQXpdxdydz, 

^QXpdzdydzt 

loXpdxdydz.  Pig  gj 

Ces  forces  sont  tenues  en  équilibre  par  les  forces  élastiques  dévelop- 
pées sur  les  six  faces  du  parallélépipède.  Occupons-nous  d'abord  des  trois 
faces  qui  concourent  au  point  M.  Sur  la  face  GMB,  perpendiculaire  à  OX, 
Il  force  élastique  rapportée  à  l'unité  de  surface  est  décomposable  en  trois 
composantes  parallèles  aux  axes,  que  nous  désignerons  par  les  lettres 
X|  Ti,  Z|,;  de  même  sur  la  face  CMA,  perpendiculaire  à  OY,  nous  trouve- 
rons trois* composantes  X^,  Y,,  Z,,  rapportées  à  l'unité  de  surface;  et  en- 
fin trois  composantes  X.,  Y,,  Z,,  toujours  rapportées  à  l'unité  de  surface, 
sur  la  face  AM6  perpendiculaire  à  OZ.  Les  mêmes  forces  se  retrouveront 
sur  les  faces  opposas,  changées  de  sens,  et  augmentées  de  leurs  difTéren- 
tielles  partielles  relatives  à  la  coordonnée  qui  varie  d'une  face  à  l'autre. 
Si  l'on  réunit  dans  une  même  équation  les  forces  qui  agissent  suivant  la 
direction  d'an  même  axe,  on  aura  une  équation  de  l'équilibre  intérieur 


223 


ÉQUILIBRE  DU  PARALLÉLÉPIPÈDE  RBCTANGLE. 


du  solide  ;  on  obtiendra  trois  équations  analogues  en  opérant  de  même 
pour  chacun  des  trois  axes.  Pour  écrire  ces  équations,  on  devra  convenir 
du  signe  avec  lequel  les  forces  élastiques  doivent  être  prises.  Si  l*on  convient, 
avec  Lamé,  de  prendre  positivement  les  forces  qui  correspondent  à  mu 
traction,  et  négativement  celles  qui  correspondent  à  une  compression,  il 
faudra  donner  le  signe  —  aux  forces  indiquées  sur  la  figure,  qui  agissent 
sur  les  faces  aboutissant  au  point  M,  et  le  signe  +  par  conséquent  à  ces 
mêmes  forces  augmentées  de  leurs  différentielles,  qui  agissent  sur  les 
faces  opposées.  Il  vient  alors,  en  prenant  les  composantes  parallèles  à 
Taxe  OX, 

Xq X  pdxdydz  —  \^dydz  -f-  (  X^  -|-  -j-^  dxjdyds 

—  X^dxdz  +  (\^ -f  ^dy\dxdz  [  =  0. 

ce  qui  se  réduit  à  Téquation 

</X,     rfX,     c/Xj  ^ 

On  trouverait  de  même,  en  prenant  les  composantes  parallèles  à  OY  et 
àOZ, 


(1) 


z, 


\t 


m: 


V 


.^ 


x* 


On  peut  aussi  prendre  les  moments  par  rapport  aux  axes,  ou  mieux  par 

rapport  à  des  parallèles  aux  axes  menés  par  le 
centre  du  parallélépipède.  Ces  parallèles  ren- 
contrent à  la  fois  la  force  extérieure  et  les 
forces  élastiques  normales  aux  faces,  qui  se 
trouveront  ainsi  éliminées.  Si  Ton  considère  b 
parallèle  GX'  à  OX,  les  trois  forces  X,,Yj,Zj  ren- 
contrant cette  droite  n'ont  pas  de  moment  ;  les 
forces  X,  et  X,,  qui  lui  sont  parallèles,  n'en 
ont  pas  davantage  ;  il  reste  les  forces  tangen* 

tielles  Z,  et  X,,  et  celles  qui  leur  correspondent  dans  les  faces  opposées. 

L'équation  des  moments  par  rapport  à  GX'  donne  donc  simplement 

j  T^dxdz  +  (z«  +  ^  dy^  dxdz  |  dy 
-  j  \zd,dy^(\^  +  '^dz^dxdy  j  c/5  =  0, 


4, 


Fig.  82. 
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équalion  qui  se  réduit»  en  supprimant  les  termes  inOniment  petits  du 
quatrième  ordre,  et  en  divisant  par  dx  dy  dz^  à  la  relation  très  simple 

ee  qui  entrafne  les  relations  analogues 


{«) 


^5— ^Zj, 

Y.=X,. 


On  Toit  que  la  composantes  tangentielles  de  la  force  élastique  qui  sont 
perpendiadaires  à  une  même  arête,  sont  égales  entre  elles;  de  sorte  que  les 
iieuf  composantes  des  forces  élastiques  sur  les 
trois  faces  rectangulaires  aboutissant  au  point 
M  se  réduisent  à  six  composantes  distinctes. 

En  général,  nous  représenterons  par  N  une 
composante  normale  à  la  face  considérée,  et 
par  T  les  composantes  tangentielles  ;  et  nous 
ifiecterons  ces  lettres  des  indices  1,  2,  3, 
pour  montrer  à  quel  axe  elles  se  rapportent; 
pour  les  forces  N,  Tindice  1  se  rapportera  à 
Taxe  OX,  Findice  2  à  Taxe  OY,  l'indice  3à  Taxe 
OZ.  Pour  les  forces  T,  Findice  désignera  Taxe 
loquel  les  deux  forces  égales  sont  perpendi- 
culaires. Avec  cette  notation,  le  système  des  neuf  composantes  de  la 
figure  81  s#a  remplacé  par  le  système  des  six  composantes  de  la  figure  83, 
et  Ton  aura  les  trois  équations  d*équilibre  : 


Fig.  83. 


w 


S  +  W^d^'^^'       * 
dy^  dy^  d%  ^*^ 
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121.  Pour  déterminer  la  force  élastique  sur  un  plan  quelconque  mené 
par  le  point  M,  considérons  en  ce  point  des  parallèles  aux  axes  MX,  M  Y, 
MZ,et  coupons  le  triédre  MXYZ  par  un  plan  oblique  ABC,  infiniment  voisin 
du  point  M.  Soient  MA=a,  liB=^,  MG=cles  trois  arêtes  issues  du  point 


appelanl  f  la  masse  spécifique  ilu  systtoie 

au  point  H.  Le  proHuil  de  ct^tlo  misie 
par  la  force  exiérieure  rapportée  1  Tu- 
nilë  de  masse  sera  un  îiifînimenl  p«lil 
du  troisième  ordre,  qui  disparailn  iln 
équations  d'équilibre. 

Le  lélraèdre  est  en  équilibre  soueI'ic- 
tion  de  la  force  estérieure  el  des  foras 
élastiques  déreloppées  sur  ses  quilre 
faces.  Nous  avons  donné  des  nami  au 
composanlps  de  la  force  élastique  lur 
les  diverses  faces  de  l'angle  trièdr*; 
appelons  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la 
force  élasitquii,  rapportée  h  Vumli  àt 
surface,  sur  la  face  inclîuéc.  Ëeiiiwn 
l'éqUiilion  des  composantes  projetées  sur  l'axe  MX;  U  viendra 

XXsurrAIlC  =  H,xsurfl[BC-|-TtXSUrfKCA  +  T,surfllAB  — ^^«*ai; 


Fig.  81. 


11  bien,  en  divisant  par  surf  ABC,  et  observant  que 


surfHBC  surf  SU 


surf  ABC    surf  AU' 

^—. — r-r,  sont  respectivement  égaux  aux  cosinus  des  angles  que  le  plu 

A6G  fait  avec  les  trois  plans  coordonnés,  ou  des  angles  que  la  normtli  M 
plan  fait  avec  les  axes,  que  d'ailleurs  le  dernier  terme  conserve  un  be- 
leur  infiniment  petit,  el  disparaît  à  la  limite,  on  aura,  en  déDoitiM, 


S  =  M,i 


+  TjC0S|9-f  T,C0ST' 


a,  fleti  désignant  les  angles  que  fait  la  normale  au  plan  ABC  avec  les  ITM 
axes.  On  aura  de  même 


^m 


=  TiCOsa  +  T,C0»|9H-N,C 


Les  trois  équations  (5)  font  connaître  en  chaque  point  les  coi 
de  la  force  élastique  pour  un  plan  quelconque,  déljni  par  les  angles,  i,^!- 
cn  fonction  des  six  coinposantcs  >  et  T  sur  les  plans  coordonnés. 

ISS.  Ces  équations  conduisent  â  une  généralisation  du  ibéorème  ti'* 
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toiil  »  riieurt',  en  verlu  duquel  tes  composantes  langenlielles  de  la  force 
élastique  djins  deui  faces  rectangulaires  sont  égales  par  unité  de  sur- 
face. qtunH  elles  sont  perpendiculaires  à  l'arèle  commune.  Considérons 
la  première  t'quation  (5).  La  composante  X  est  la  projection  sur  l'axe  0\  de  la 
fotrce  élasliquequi  agit  sur  le  plan  (s,  9,  y)  mené  par  le  point  H  ;  or  elle  est 
<gale  h  N,  cos  «  +  T,  cos  p  +  T,  cos  7,  c'est-i-dirc  à  la  projection  sur  la 
normale  à  ce  plan  de  la  force  élastique  totale  dont  les  composantes  sont 
^n  Ti.  T„  c'esl-à-dire  de  la  force  qui  agit  sur  la  face  normale  à  l'aio  MX. 
Les  aies  CDordonnés  sont  ici  des  droites  quelconques  ;  l'équation  ludique 
doncqu'il  7  a  ég.-ililëentre  la  projection  de  la  force  élastique  du  plan  (i,  P,-]) 
sur  la  droiti;  NX  normale  à  la  face  NBC,  et  la  projection  de  la  force  élas- 
tique du  plan  MllC  sur  la  normale  au  plan  (a,  p,  f )  ;  d'où  résulte  ce  théo- 
rème ;  Si  en  un  point  H  d'un  miliai  on  considère  deux  plant  P  el  ^  et  Ut 
normalet  H  ri  II  à  cet  deux  plant,  et  gu'an  diiermine  let  force»  élattiques 
E  <I  E'  qui  agittent  tar  ehacun  d'eux  att  point  H,  mpporléet  à  runili  de 
tmrfaer,  la  projection  de  E  lur  II'  tera  fgitte  à  la  projection  de  E'  tur  H. 

L'égalité  des  composantes  T  perpendiculaires  â  une  même  arête  dans 
deux  faces  rectangulaires  est  un  cas  particulier  de  ce  théorème  :  les  nor- 
ruIm  11  et  II'  coïncident  alors  avec  les  axes  coordonnés. 

les  équations  (4)  et  (b)  expriment  les  conditions  de  l'équilibre  inlé- 
iMur  de  chaque  élément  inllniraent  petit,  à  faces  parallèles,  dans  lequel 
mi  peut  conœvoir  le  système  matériel  décomposé;  les  équations  (5)  en 
particulier  fout  connaître  ce  qui  se  passe  à  la  surface  extérieure,  où  les 
parallélépipèdes  élémentaires  peuvent  être  tronqués  par  des  plans  ohli- 
qiKs.  l'rises  ensemble,  elles  déllnissent  donc  entièrement  l'équilibre 
d'une  portion  qudconquedusystèmo  solide.  On  vérifiera  enefTet  aisément, 
en  multipliant  les  trois  équations  (()  par  dxtlijdz,  et  en  intégrant,  puis  en 
formant  les  équations  des  moments,  que  ces  équations  conduisent  aux 
conditions  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures,  pour  une  portion 
quelconque  du  système.  Il  faut  alors  faire  entrer  dans  les  forces  cité 
rieures  les  forces  élastiques  déyeloppêes  sur  toute  la  surface  qui  limite  la 
portion  de  solide  considérée.  Nous  renv^irrons  pour  cette  vérification  fi 
ToUTT^  de  Lamé,  legon  11,  §  10. 


ELLtrSOÏDE    U  ELtSTICITL. 


Iïi5.  Reprenons  les  équations 

(H.cosd-t-TjCOs^  +  l,  M»r  =  X, 
T,CMa+T,co!p  +  NaCOSv  =  Z, 
«t  considérons  les  trois  composantes  X,  ï,  Z  de  la  force  élasiique  relativi 


MB  ELLIPSOÏDE  D'ÈUSTiaiÉ. 

aa  plan  {«,  p,  i),  comme  les  coordounées  d'un  point  rapporté  aux  ua 
MX,  Mï,  MZ.  Cfl  point  sera  l'eKlrémité  de  la  droile  MF  qui  représenleea 
grandeur  et  en  direction  la  force  élastique.  Cela  étant,  résolrons  In 
trois  équations  par  rapport  aux  trois  cosinus, 
n  Tiendra  poureosa 


I  X   Tï  Ti  I 

I  Z    T,  S,  I 

1  S.  T,  T,  I 

Tj  Nj  T, 

I  T,  T,  Sj  I 


-  ï(Ti^»  -  T.T^l  +  Z!T,T,  —  V,l 


-T,T,)  +  T,(TiT,-V, 


de  sorte  que  rosz  est  une  Tonclion  linéaire  homogène  de  S.  Y,  l. 

Les  deux  autres  cosinus ,  tos  p  et  ces  j,  s'expriment  aussi  linéiin- 
raenl  en  Tonction  des  coordonnées  X,  V,  Z,  et  nous  pouvons  poser  d'nu 

manière  générale 

C05.  =  aX  +i-ï  +rZ, 
C0ï3=«'X  +iT  +c%, 
cosï=^<i'X  +  fï  +  CZ, 

a,  b,  c, ...  d'  étant  neuf  coelQcienls,  qui  ne  peuvent  être  ni  inflnlt  Di 
indéterminés,  d'après  la  nature  même  du  problème.  Ëlerons  au  carrj  c» 
trois  équations,  puis  Taisons  la  somme.  Il  viendra 

cos' a  +  cos' ^  +  cOi' T  =  I  =  (aX  +  tï  +  fZ|»  +  (aTC  +  fï  +  rt,' 
+  {a'X4-i'ï  +  i7^)«. 


équation  du  second  degré  en  X,  Y,  'l.  qui  représente  une  surTace  du  w- 
corid  degré  dont  le  centre  est  au  point  M.  Les  coordonnées  X,  I,  t  w 
peuvent  être  Infliiles.  Donc  enfm  la  lurface  lieu  de  t'extrémiti  de  U  fbm 
ilailique  au  point  11  ett  un  elliptoide  qui  a  ce  point  pour  centre.  On  dam» 
à  cette  surlace  le  nom  d'  eltipioîde  tTHatUcili. 

134.  L'ellipsoïde  d'élasticité  a  des  plaus  principiut  qui  (onaMÊÊ 
point  H  un  triédre  trirectangle.  Rapportons  la  surface  aui  ariletitn 
Iriédre.  Elle  aura  pour  équation 


(0) 


b»  +  r 


et  par  la  construction  même  de  la  surface,  le  demi-axe  A  sera  11  An* 
élastique  relative  au  plan  principal  ÏMZ)  B  sera  la  force  élastique  sur  It 
plan  principal  ZHX,  et  C  la  force  élastique  sur  le  plan  principal  XUÏ.  Lo 
forces  élastiques  sur  les  trois  plans  principaux  sont  donc  iionualet  1 0 
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t»  ptr  conséquent,  les  composantes  tangentielles  T  relatives  à  ces 
^lans  sont  nulles. 

te  à  chercher  à  quel  plan  P,  déûni  par  les  angles  «,  p,  7  qu'il 
fec  les  plans  principaux,  correspond  la  force  élastique  MF,  ter- 
II  un  point  quelconque  F  de  rellipsoîde  d'élasticité. 
t  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  F.  A  ce  point  correspondent  des  va- 
s  angles  «»  p,  7,  qui  sont  données  par  les  équations  (5).  Ces  équa- 
simphûent  du  reste,  en  observant  qu'on  a  N|  =  Â,  N,  =  B,  N,=:C, 
T,=T,=  0. 
itdonc 

X  Y  z 

COSa  =  ?t       COS/ï=-»       C08y=-' 

ition  d*un  plan  passant  par  Torigine  M,  et  faisant  des  angles 
ivec  les  plans  coordonnés,  est 

a;cos«-+-ycO6^  +  acO8y=0. 

an  correspondant  au  point  F  et  à  la  force  élastique  MF  a  donc 
nation 

A  ^  B  ^  C       "• 

dérons  une  seconde  surface  du  second  degré,  qui  aura  son  centre 
it  M,  et  dont  les  plans  principaux  coïncideront  avec  ceux  de  Tellip^ 
'élasticité;  l'équation  de  cette  surface  sera 

Â  +  F  +  c—^^' 

isentant  une  quantité  qu'on  peut  choisir  arbitrairement.  La  droite 
se  la  surface  (8)  en  un  point  F',  dont  les  coordonnées  seront  pro- 
nelles  à  X,  Y,  Z,  et  pourront  être  exprimées  par  les  produits  XX, 
X  étant  un  facteur  convenablement  déterminé.  Si  en  ce  point  F'  on 
.  k  surface  (8)  un  plan  tangent,  ce  plan  aura  pour  équation 

conséquent  le  plan  (7),  correspondant  à  la  force  élastique  MF,  est 
le  au  plan  tangent  à  la  surface  (8)  au  point  F'.  En  déGnitive,  à  la 
^otHque  MF  définie  par  un  des  rayons  de  Vellipioïde  d'élasticité  (6) 
lond  un  plan  (7),  ^1  est  le  plan  conjugué  du  rayon  MF  dans  la  sur- 
I  second  degré  (8).  Cette  surface  du  second  degré  a  reçu  le  nom 
uade  directeur.  C'est  un  ellipsoïde  seulement  lorsque  A,  B,  C  sont 


ellipsoïde  D'ÉLASTiaiÉ. 


de  même  signe;  alors  les  demi-axes  K\/Â,  Ky/B,  Kv'ÏÏsûnl  proporlionDels 
aux  racines  carrées  des  forces  élastiques  principales.  Si  A,  B,  C  ne  tocl 
pas  de  même  signe,  la  surface  (S)  représente  l'ensemble  de  deux  hyper- 
boloides,  l'un  à  une  nappe,  l'autre  à  deux  nappes,  séparés  par  le  cd m 
asymptote  commun  aux  deu:c  surfaces.  Un  rajon  MF  qui  coïncide  iteclf 
cône  asymptote  est  conjugué  au  plan  lanput  au  cAne  suivant  ce  njoa 
HF.  La  force  élastique  correspondante  n'a  donc  pas  de  composante  nor- 
male :  aussi  le  c6ne  asymptote  est  désigné  également  sous  le  nom  de  Hm 
du  foTcet  élattiquet  tangentUUet,  ou  de  cane  de  g'iuement. 

iiô.  Si  dans  les  équations  (5)  nous  exprimons  que  la  force  élastiipK 
(X,  Y.  Z)  relative  au  plan  (i,  p,  -j]  est  normale  â  ce  plan,  nous  aurons  dé- 
llni  l'un  des  plans  principaux.  Soit  F  la  force  élastique  qui  a  î,  Y,  Z  pour 
composantes;  si  elle  est  normale  au  plan  (a,  p,  -[).  elle  fait  avec  l«s  ne 
ces  mêmes  angles  a,  fi.  -j,  et  Ion  a  X  =  F  cos  i  Y  ^  F  cos  ^,  Z  =  F  cki- 
Les  équations  (b)  deviennent  donc 


«  +  T,t 


f  T,ai 


=  0. 


T,cos«  -f  [N,  — F)cOB3  +  T,coav  =0. 

T.cos  I  +  T,  cos  p  +  JNj  —  k;  coa  ■/  =  0. 

Entre  ces  trob  équations,  éliminons  les  rapports  ^^,  ^^.  L'équatiou 
finale  sera  une  relation  qui  ne  contiendra  plus  que  la  forc«  F;  elle  sen 
du  troisième  degré  en  F,  et  fera  connaili-e  les  trois  forces  principalfs. 

H  vient 

(S,-F)(N,-F)(N,-F)-[N,-F)V-T,(t5(N,-FJ-T,T,) 

ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  k  F, 

P-[îl, +N.  +  Nj)P+(S,Si  +  N,S,  +  NA-V-V-r,*)F 
-  [H,S,Ni  +  3T,TjT,  -  K,T.-  —  N.T,»  -  N,T,»]  =  0. 

Celte  équation  fait  connaître  les  trois  axes  de  rellipsoîde  d'élasticité,  « 
détermine  les  valeurs  des  forces  élastiques  principales,  en  grandeur  ât  a 
signe. 

Connaissant  les  trois  valeurs  de  F,  on  substituera  dans  les  équatiouf^). 
<iui,  en  s'aidant  de  la  relation  générale  cos*a-f  cos*p+ cos<7=I. 
feront  connallre  les  angles  i,  p,  -j  et  les  directions  des  axes  priacA- 
paux. 
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126.  Les  forces  élastiques  se  dé?eloppent  aux  dÎTers  points  du  corps 
par  suite  des  déformations  qu'il  subit.  Venons  à  Tétude  de  ces  déforma- 
tions, rious  considérerons  pour  cela  deux  molécules  M  et  M',  qui  sont 
situées  i  la  distance  très  petite  l  dans  leur  position  naturelle,  et  qui 
acquièrent  une  distance  C  +  ^  lorsque  le  corps  est  déf(»rmé. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  II  dans  Tétai  naturel»  e\x-{-Ufy-{-v,z-\-w 
les  nouTclles  coordonnées  du  même  point  dans  Tétat  déformé. 

Les  coordonnées  af,  y',  z'  du  second  point  M'  diffèrent  peu  des  coor- 
données X,  y,  z  du  point  M  ;  et  nous  poserons 

y'  =  y-\-k, 

en  appelant  h^k^l  les  yariations  très  petites  que  subissent  les  coordon- 
nées X,  y  y  z  quand  on  passe  du  point  M  au  point  M'.  Ces  coordonnées  s!^  y',  t! 
se  rapportent  à  Tétat  naturel  du  solide.  Dans  Tétat  déformé,  elles  s'ac- 
croissent respectiTcment  de  quantités  u',  \f\  u/,  et  deviennent  xf  +  W, 

Les  déplacements  projetés  u,  v,w  peuvent  être  regardés  comme  des 
fonctions  des  coordonnées  primitives  x,  y,  z  du  point  auxquels  ils  se  rap- 
portent; et  ces  fonctions  seront  continues,  et  varieront  par  degrés  insen- 
sibles, si  Ton  admet  qu'il  y  a  un  très  grand  nombre  de  systèmes  molécu- 
laires compris  dans  un  espace  très  restreint.  On  pourra  donc  appliquer 
aux  fonctions  u,  v,  w  le  développement  de  Taylor,  en  prenant  h,  k  ei  î 
pour  les  accroissements  qu'on  donne  aux  variables  indépendantes  x,  y,  z 
et  en  s'arrètant  aux  termes  du  premier  degré,  à  cause  de  la  petitesse  de 
ces  accroissements.  On  passera  des  fonctions  u,  v,  w,  relatives  au  point  M, 
aux  fonctions  uf,  V,  vf  relatives  à  M',  par  les  équations 

,  ,   du  ,    ,    du  ,       du  . 

(1)  \    ^  =  „+_A+ _*+_,. 

Pour  déterminer  l'accroissement  de  distance  K  des  deux  molécules, 
''^'^nons  qu'on  ramène  parallèlement  à  lui-même  le  solide  déformé,  de 


MTOBUINS  K  S 


•  1  ^r»  nûBaôsr  h  senaée  paatÎMi  dm  point  M  arec  sa  position 
».  :3»  pu  rvvjot  i  nfi  iImi  x-rB-f  +  r.  s-^r  des  coordM- 
r  -  v.y  ^r.s  ^v'.  Up«ât  l'  prendra  h  positioo  l^eth 

^  cm  laéHUBeeMVf;  ces  dcudraleslf 

?.  et  nr^  CBBt  entre  eDes  un  angle  né- 

petit.   S  Ton  projette  V|  en  I 
h  AicUiiMi  ëe  Ml%  on  ava,  m 
petits  d*ordre  supéneorpcs. 


par  le  point  I  des  panDâei 
r^    <.  an  aies  II.  XI.  XZ;  les  coordomès 

de  I  par  rapport  à  ce  système  d'aiesie- 
nu.:  IL  L  :  :  *t  >*  îr:»f:tjie*  sar  ks  axes  de  la  droite  W1Ê\  seroat  i«s- 
a«T:i-*«aM.:  *xiâss  i  »  —  a.  r  —  t.  «•'  —  ».  La  droite  MT  est  doocégik 
I  il  smnme  âes  ;r:*»Mi»>3S  sv  h  propre  «firectîon  des  differeaces 
1  —1.  r  —  1.  T  — r  jrrses  respecthcment  snr  les  axes,  et  Too  a 


"S  »  » 

>x£iic::»:e«  i  &  — *,  r  — r.  »— w  Iw  expressions  fournies  pirte 


?:  =  -    f—  t ^  —  tJ  ] 


.->  dz 


-n'-i-'-rl')'] 

\u  l.-ej  if  cor.&*rr:^r  à.  l.  <  dans  cette  équation,  nous  exprimeroBs 
i-î>>  qui::t::e>  tr.  f::î:î»>n  de  ;  et  des  angles  *,  J,  7  que  la  droite  Wthii 
iTW  ks  Inris  ixr^  Il  lent  alors 
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el 


W 


,    /dw   ,  dv\        ^  ,    /dv   .  dw\  T 


équation  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  le  rapport  -p,  c'est-à-dire  la 

dilatation  linéaire  subie  par  le  système  au  point  M,  dans  la  direction  dé» 
finie  par  les  angles  a,  p,  7.  Ce  rapport  devant  être  très  petit,  on  voit  que 

les  dérivées  partielles  f  *  *  'T  ^^^  toujours  très  petites. 

La  dUaiaiion  cubique  au  même  point  se  calcule  aisément. 

Considérons  le  parallélépipède  élémentaire  qui  a  pour  arêtes  dans 
réiat  primitif  dx,  dy  et  dz.  La  dimension  dx  devient,  par  suite  de  la  défor- 
aaation,  d(x-\-  u),  on  dx  -^  du,  en  désignant  par  du  l'accroissement  que 
iolMt  la  fonction  u  lorsque  la  variable  x  reçoit  seule  un  accroissement  dx. 
La  dimension  dx  devient,  en  définitive, 


"'^È'^-H'+È) 


On  reconnaîtrait  de  même  que  la  dimension  dy  se  change  en 


rfy(l+J)     et     rf,en.,(l  +  ^). 


Le  volume  dx  dy  dz  se  change  donc  dans  le  produit 

en  négligeant  les  produits  des  dérivées,  à  cause  de  leur  petitesse.  Le  vo- 
lume primitif  étant  multiplié  par  un  nombre  1  +  A,  l'excès  6  du  multipli- 
cateur sur  l'unité  est  ce  qu'on  appellera  le  coe/ificient  de  dilatalion  cubique  *, 
et  Ton  a,  par  conséquent, 

.».  du      dv      dw 

1.  Cf.  t.  lY,  g  123.  L'équation  <ie  continuité  dans  le  mouvement  des  liquides 
(seconde  équation  (5)  de  la  page  197)  exprime  que  le  coefficient  de  dilatation 
cubique  ett  nul. 


Les  dérivées  porlielles 


ÉVALDATIOK  DBS  FORCES  Ér.ASTIQlIES. 


d^  dij    (ft 


sont  calculées  pour  le  poinl  U,  o 


delà  sphère  d'action  du  poinl  considéré.  Elles  varient  très  lentemeolU' 
lour  de  ce  poÎDt  :  et  on  peut  reconDaitre  qu'elles  subiss«jjl  des  variiliom 
insensibles  toutes  les  Tois  que  U  droite  lU' joint  un  point  du  cylindre  dral 
I'  de  base  cr,  et  aboutit  en  un  point  intérieur  à  l'bÉBiispbére  opposé  1  m 
cylindre  dans  la  sphère  S.  La  vériflcation  a  été  faite  par  Luné,  et  nous  dp  , 
nous  y  arrêterons  pas. 


s    FOnCES    ELASTEQL'GS    DtES    I 


127.  Considérons  le  cylindre  MP,  de  base  n,  qui  contient  le  pointW 
soit  S  la  sphère  décrite  de  M  comme  cenire  avec  la  plus  petite  ï:  ' 

qui  rende  l'aclioi)  mutuelle  insensible.  Puv 
avoir  la  force  élastique  qui  s'uxertc  91 
bgsc  a,  appliquons  l'équaliui  (i)  à  t«»  In 
systèmes  de  deui  molécules  i: 
r'une  dans  le  cylindre  Ml',  l'autre  dini  IT*- 
tnisphére  opposé  ASB.  Pour  chacun  de  M 
groupes,  on  formera  la  valeur  ^  d'après  l> 
direction  de  la  droite  mm'  et  la  disUW 
Fil-,  mi.  des  deui  molécules,  puis  on  fera  le  pnxluil 

m  X  m' x:  F  (0  X  Jt,  qui  mesure  la  force^lai- 
tique  correspondante.  On  composera  ensuite  ces  diverses  forces  élémealii- 
res.  Le  résultat  sera  une  somme,  ou  une  intégrale,  qui  représentera  la  (oKi 
élastique  relative  i  l'élément  plan  a.  et  qu'on  devra  diviser  par  la  surfK' 
de  cet  élément.  On  pourra  ensuite  imaginer  qu'on  décompose  la  foret  F. 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  suivant  la  normale  au  plan  n,  et  ilfui 
autres  droites  rectangulaires  menées  dans  le  plan.  On  aura  ainsi  les  (nus 
composantes  de  la  force  élastique,  l'une  normale,  les  deui  autns  M- 
gentielles.  Ces  diverses  opérations  sont  inexécu labiés,  puisqu'on  ne  c«i- 
nall  ni  les  positions  dos  diverses  molécules,  ui  leurs  masse»,  ni  la  fon(- 
tion  F  p,).  Hais,  quel  qu'en  soit  le  résultat,  ce  qu'il  importe  d'obser^' 
c'est  qu'on  arrivera  A  des  expressions  finales,  contenant  i 
termes  ayant  respectivement  pour  facteurs  les  fonctions 


rfy  ~  di      ili~  dx       dx  ~  Uy 


4 


qui  entrent  linéairement  dans  l'expression  AcS^.eX  qui  ne  subissent  J'"!" 
leurs  pas  de  variations  sensibles  quand  on  passe  du  point  U,  pour  kçw' 
elles  ont  été  calculées,  à  un  point  m  quelconque  du  petit  cylindrcL"" 


m 
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entreront,  en  effet,  en  facteur  dans  tous  les  éléments  des  sommes  qu'on 
nm  à  former,  et  se  retrouf  eront  dans  les  sommes  finales.  Sans  connaître 
les  ooefflcients  par  lesquels  Aies  seront  multipliées,  on  pourra  donc  poser 
i*iiiie  manière  générale  : 

N.=A>:+B,ï+C/£+D/£+Î7) 

fiquations  dans  lesquelles  l'indice  t  doit  recevoir  les  valeurs  1,  2  et  3,  et  qui 
feront  oonnaitre  les  composantes  normales  et  tangentielles  de  la  force  élas- 
tique, si  Ton  parfient  à  déterminer  les  coefficients  A,  B,  ...P,  CX/*  c/*  *  *  > 

qui  y  figurent,  et  qui  y  tiennent  lieu  de  certaines  intégrales  définies,  ou  plu- 
tôt de  êommes  définies,  en  tenant  compte  de  la  discontinuité  de  la  ma- 
tière. A  première  Tue,  il  semble  qu'il  y  ail  là  trente-six  coefficients  à  déter- 
miner. Mais  on  verra  plus  loin  que  ce  nombre  se  réduit  notablement  dans 
le  cas  des  solides  homogènes  et  d'élasticité  constante. 

néoucnoii  dbs  coEFnaBirrs  dans  le  cas  des  solides  homogènes 

ET  D'ÉLàSTiaTÉ  CONSTANTE. 

iî8.  Les  trente-six  coefficients  A^  B„...  Cv^ , ...  doivent  être  regardés 

cmnme  des  constantes  en  tous  les  points  du  système  solide,  si  l'on  admet 
lliomogénéité  du  système,  et  la  constance  en  tous  ses  points  de  ses  pro- 
priétés élastiques.  On  les  détermine,  en  effet,  par  des  sommations  qui 
donneront  toujours  les  mêmes  résultats,  en  quelque  point  qu'on  place  le 
centre  M  de  la  sphère  au  dedans  de  laquelle  on  les  opère.  11  ne  pourrait  y 
avoir  d'exception  que  pour  les  molécules  situées  très  près  de  la  surface 
terminale  du  corps,  auquel  cas  la  sphère  déborderait  l'espace  occupé 
par  le  corps,  et  ne  conduirait  pas  aux  mêmes  sommes  qu'une  sphère  en- 
tièrement pleine.  Cette  exception  ne  s'applique  pas  aux  milieux  indéfinis. 
Dans  les  corps  cristallisés,  au  contraire,  les  coefQcients  A^,  B^,  ...  peu- 
vent varier  d^un  point  à  l'autre  ;  ils  peuvent  aussi  se  retrouver  périodi- 
quement les  mêmes,  si  l'on  admet  qu'un  cristal  est  l'assemblage  d'une 
infinité  d'espaces  polyédraux,  tous  égaux  entre  eux,  semblablement  places 
les  uns  à  côté  des  autres,  et  contenant  un  même  nombre  de  molécules 
semblablement  placées  dans  chacun  d'eux.  Pour  un  tel  milieu,  les  coeffi- 


tsi 
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cients  A^,  B„  . . . ,  appliqués  au  ^Toupe  eiilîer,  seront  encore  constantisi 
les  déformations  ou  les  vibrations  subies  par  le  système  déplat^nl  en 
lotalilé  chaque  groupe  polyédral,  sans  allér^r  les  positions  relalive3de> 
élêmcnls  du  groupe  ;  mais,  si  les  déplacements  portent  non  seuleutnl 
sur  les  groupes,  mais  encore  sur  les  élémenlj  constitulîrs  de  chw^ur 
groupe,  les  coeflicienls  A,- ...  doivent  être  considérés  comme  périodiques, 
et  le  problème  de  la  déformation  devient  plus  compliqué, 
Nous  supposerons  ici  riiomogénéilê  du  corps  et  la  constance  des  oxf- 

licieuls  hv-  CC/"-' 

Dans  ce  cas,  les  expressions  de  N,  et  de  Tt  se  simplîlient. 

Ces  formuW  (6).  qui  font  connaître  ces  composantes,  doivent  conjener 
leur  forme  lorsqu'on  opère  un  changement  quelconque  d'jixes  coordon- 
nés; car  les  aies  que  nous  avons  admis  n'ont  aucune  particularité,  tl 
sont  assujettis  seulement  à  la  condition  d'être  menés  par  le  point  UAit 
former  un  trièdre  trirectangle.  Si  l'on  permute  notainment  deui  dei«», 
Ifs  formules  devront  continuer  à  donner  les  mêmes  valeurs  pour  celb 
des  composantes  N  elT  qui  conservent  leur  signiCcntion  dans  ce  change- 
ment. Ou  reconnaît  ainsi  que  Pi,,  parallèle  i  l'axe  des  x.  doit  consuwn 
valeur  lorsqu'on  échange  l'axe  des  jf  avec  l'axe  des  t;  dans  ce  cas,  il  (ml 
changer,  dans  la  formule  qui  donne  H,,  v  en  ui  et  if  en  i  :  de  sorte  qn'w 
a  à  la  fois 


i  +  ".T,+  =. 


m, 


i 


ce  qui  eiige  qu'on  ait 


On  prouverait  de  même,  en  considérant  les  composantes  N,  et  NLetf 
échangeant  les  axes  des  x  e(  des  i,  puis  des  x  et  des  y,  qu'on  a  aussi 

A,=  B,.  U,  =  E,: 

de  sorte  qu'en  réalité  les  valeurs  des  N  ne  contiennent  chacune  que  qu«l« 
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coeCQcienls  distincts.  Mais  on  peut  aller  plus  loin,  en  observant  que  la 
formule  réduite 

donnera  aussi  N^  et  N,,  moyennant  qu*on  y  change 

T,     y,     s.         M,     l\     w, 

en 

y.    2,    a-,       »,    ir,    M, 

puis  en 

3»    J^,    y.        tt^,    ti,    r; 

car  cela  revient  à  changer  les  noms  des  axes.  Il  vient  alors 

J.R  (àv  ,dv      dv      dw\ 


\ 


(dv      dw      dw      du\ 

-^^^Tz-^d^-^dl-^Tx) 


formules  qui  ne  contiennent  plus  que  quatre  coefficients  distincts,  et 
dans  lesquelles  on  peut  sans  inconvénient  supprimer  les  indices  des  coef- 
ficients. 

Les  formules  qui  donneront  T|,  T,,  T,  sont  susceptibles  de  semblables 
réductions  par  la  même  méthode;  et  Ton  trouvera,  en  définitive,  en  effa- 
çant les  indices  devenus  inutiles, 

/T.=aÊ+î/2,(g-H;T)+Ae+S') 

p  (dw      du      du      dv\ 
p  (du      dv      dv      du>\ 

fTs=aîT+îi2>(g+$)+A(rr+Ê) 


(8) 


330 
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1°  La  première  déforma  tioi 
Chaque  molécule  du  corps  si 


139.  On  pousse  plus  loin  ta  simplification  en  considérant  successiie— ■ 
nient  deux  déformations  particulières  qui  seraient  imposées  au  milieu 
élastique. 

is  admettrons  est  une  trocf i»n  timpl^ 
e  déplace  parallèlement  à  l'axe  fiieOZ  d*ucr:> 
quaiililé  proportionnelle  à  sa  disiaace  ^ 
planfiie  XOY:  le  dépUcemenl  subi  par 
point  U  [x,  y,  »)  sera  exprimé  par  ses  co^xx 
posantes 

a  =  0,         y  =  0.        ip  =  t:. 


/:         1  c  élant  un  coefficient  conslant.  Si  l'on  consi'. 

,  ^  dère,  en  un  point  m  quelconque  du  milieu, 

PI    g-j  un  élément  plan  infiniment  pelit,  perpendi- 

culaire i  Vue  ÛX,  et  qu'on  clierclie  lei  k- 
tions  exercées,  par  suite  de  la  déformation,  sur  les  molécules  canif- 
nues  dans  cet  élément,  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  actions  odI 
ime  résultante  normale  k  l'élément,  c'est-à-dire  parallèle  i  l'axe  Oï. 
Par  le  point  M  faisons  passer  deux  plans  rectangulaires,  paraUétïS  i 
¥0\  et  à  ZOS.  Les  molécules  voisines  de  m  se  trouvent,  par  l'hypotïèi' 
même  de  l'homogénéité,  dlslrihuées  syraétriquemenl  par  rapport  i  ces 
deux  plans.  Elles  subissent  de  plus  des  déi^accmenls  qui  les  laissent 
symétriques,  par  rapport  uui  nuèmes  plans  entraînés  par  le  point  m.  Si 
l'on  considère,  par  exemple,  sur  la  verticale  PM  deux  poinU  H  et  H', 
symétriques  par  rapport  au  point  1  où  cette  verticale  rencontre  le  pin 
parallèle  i  XOÏ,  ces  deux  points  et  le  point  m,  subissant  des  di-placenealt 
proportionnels  aux  distanues  l'H,  PH',  pm,  le  point  m  reste,  en  prqecliMi 
sur  l'axe  ÛZ,  le  milieu  de  la  droite  MH',  et  les  actions  dues  aux  accroi^K- 
ments  de  dislance  de  Hni  et  de  M'ni  n'ont  pas  de  composantes  suivant  cet 
axe.  Deux  points  symétriques  |>ar  rapport  au  plan  parallèle  à  ZOX  coma- 
vent  leurs  distances  au  point  m,  et  aucune  force  élastique  ne  se  dérelopp» 
entre  eux.  En  délinilive,  on  a,  sur  tout  élément  plan  parallèle 


Tj=T,  =  0 


et  la  force  élastique  se  réduit  k  sa  composante  normale  M,. 

La  même  conclusion  s'applique  aussi  au  plan  ZOS,  parallèle  à  lu  traction, 
et  par  conséquent  on  a  encore 


k 


Donc  enlîn  les  trois  plans  coordonnés  cl  les  plans  parallèles  sont  inn^ 
ce  cas  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie. 


^ 
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Introduisons  lliypotbèse  i«=0,  »=0,  io=c«  dans  les  équations  (8).  11 
Tient  pour  les  dériYées  partielles 

f^^      n      du      ^       du      ^ 

--=0,   T-=0,    T-=0, 

dx  dy  d% 

'^^  n  dv  ^  dv  ^ 
T-5=0,  T-=-.0,  -r  =0. 
dx  dy  ds 

dw      ^     dw      ^      dw 

-7-=0,   -3-=0,   -v-c=:c» 

dx  dy  dz 

et  par  conséquent  on  aies  six  équations 

Tf  =  î/2>c.  N,=:Bc, 

Pour  que  les  T  soient  nuls,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  (^  =  ^ = 0 , 

de  sorte  que  les  équations  (8)  perdent  leurs  deux  premiers  termes.' 
La  seconde  déformation  que  nous  imaginerons  consiste  à  poser 

ce  qui  montre  que  chaque  point  se  déplace  dans  le  plan  parallèle  à  XOY 
proportionnellement  à  ses  distances  à  ce  plan  et  à  Taxe  OZ.  Ce  mouTement 
définit  la  torsion  simple. 

Imaginons  un  élément  planp,  infiniment  petit,  perpendiculaire  à  OX,  et 
ayant  son  centre  situé  dans  le  plan  des  ZOX  ; 
cherchons  la  résultante  des  actions  élas-  ^m 

tiques  exercées  par  les  molécules  Toisines  | 

situées  d'un  côté  de  cet  élément.  Cette  ré- 


0 


I 


sultante  sera  égale  à  zéro.  En  effet,  consi-  i  ^r 

dérons  quatre  molécules  M,  M',  M",  M'"  sy-  f     «a 

métriques  deux  à  deux  parrapport  au  plan 

ZOX,  ainsi  qu'au  plan  parallèle  à  XOY  mené  par  le  pointp,  centre  de  Télément 
plan.  Soient  m  la  projection  des  molécules  M  et  M'';  mf  la  projection  des 
molécules  M'etM'".  Dans  la  déformation,  les  quatre  points  M,  M',  M'",  M"  et 
le  point  p  tournent  de  quantités  inégales  autour  de  l'axe  OZ  projeté  en  0.  On 
peut  concevoir  qu'on  ramène  après  la  déformation  le  point  p  à  sa  position 
première  ;  alors  les  points  M  se  seront  déplacés,  et  les  écarts  avec  leurs 
positions  premières  feront  connaître  les  forces  élastiques  déyeloppées  sur 
le  point  p.  Ces  écarts  sont  des  arcs  de  cercle  égaux,  diversement  dirigés. 
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Deux  des  points  M  se  seront  éloignés  de  p,  deux  s'ea  seront  rapprochés, 
mais  de  quantités  égales  deux  à  deux,  au  signe  près.  U  en  résulte  que  des 
quatre  actions,  égales  en  valeur  absolue,  exercées  sur  le  plan  j»,  il  y  a  deux 
actions  attractives  et  deux  répulsives,  faisant  des  angles  égaux  avec  les 
parallèles  aux  axes  coordonnés  menés  par  le  point  p.  La  somme  algé- 
brique des  composantes  de  ces  actions  projetées  sur  les  trois  axes  est  donc 
nulle,  et  par  suite  on  a  pour  Télément  plan  p,  dont  le  centre  est  dans  le 
plan  méridien  ZOX, 

N,=0,      T5=T,=0. 

Si,  au  contraire,  on  prend  un  élément  plan  |/,  au  même  point  p,  nuis 
perpendiculaire  à  Taxe  OZ,  on  reconnaîtrait  que  la  résultante  des  deux 
actions  développées  par  les  écarts  des  deux  points  M  et  M',  symétriques 
par  rapport  au  plan  p",  et  situés  par  conséquent  sur  une  parallèle  à  OZ,  est 
une  force  tangentielle  à  Télément,  de  sorte. que,  sur  ce  plan  p' parallèle i 
XOY  et  ayant  son  centre  dans  le  plan  méridien  ZOY,  on  a 

N5=0, 

et  la  force  élastique  se  réduit  à  sa  composante  tangentielle  T^. 
Si  Ton  introduit  les  hypothèses 

M  = uyZ,        V  =  (OXS,        w  =.  0, 

dans  les  équations  (7)  et  (8),  on  trouve  d*abord 


dx 

du 

dy 

du 
dz 

dv 

dy 

dv 
dz 

dx  -  "' 

du        ' 

dw 
dz 

0, 


et  par  suite,  en  observant  que  les  plans  p  et  p'  ont  tous  deux  le  plan  10^ 
pour  plan  moyen,  ce  qui  entraîne  y  =  0, 


N|  ^  D  wT, 
Nj  =  £  w.r, 
T5  =  Tj  =  ^  wr. 
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Cas  trois  quantités  devanl  6lre  nulles,  on  a  nécessaireraent 
n  =  0,      E^O,     ^  =  0- 

La  premii-re  hypothèse  a  supprimé  dexa  coefficients;  la  seconde  en 
supprime  trois;  et  comme  il  ;  eu  avait  huit  dans  les  équations  (T)et  (8), 
il  a'eu  reste  plus  que  trois, 

On  peut  se  rendre  compte  des  résultats  obtenus  dans  la  première  hy- 
pothèse, en  considérant  le  corps  solide  comme  décomposé  en  fibrei 
jmntÎTes,  h  section  rectangulaire,  parallèles  â  la  direction  dans  laquelle 
s'exerce  ]'e:iteiuion  timpte.  Comme  cliaciine  de  ces  fibres  s'allonge  de  lii 
tatme  quantilé,  il  n'y  a  aucun  glissement  sur  leurs  faces  latérales.  Mais  il 
peut  j  avoir  contraction,  comme  l'eipérience  le  démontre,  et  cet  elTet  sup- 
posa des  actions  normales  h  ces  mêmes  faces. 

PourtasL'condeliypotlièse.on  décomposera  le  solide  par  des  plans  passant 
par  l'axe  Ûï,  autour  duquel  lafor«ion  s'opère,  et  par  des  cylindres  concen- 
triques. Les  fibres  joinlivca constituées  parcelle  décomposition  sont  rccti- 
lignes  dans  l'état  naturel  ;  elles  se  courbent  en  forme  d'hélices  de  même  ' 
pas  par  suite  de  la  défurmalion.  Si  l'on  achèTe  de  les  décomposer  en 
tiéoients  inûnimeni  petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  OZ,  on  recon- 
naft  qn'il  y  a  tendance  au  glissement  de  deux  éléments  successifs,  suivant 
le  plan  de  la  base  commune,  dans  le  sens  perpendiculaire  au  rayon,  et 
aussi  luiTanl  le»  faces  situées  primitivement  dans  les  plans  mcriiliens, 
mais  que  les  actions  normale^i  sont  toutes  nulles,  car  il  n'y  a  ni  compres- 
sion ni  extension  sensible  de  l'élément  de  Qbre  considéré,  qui,  de  prisme 
droit  qu'il  était,  se  transforme  simplement  en  prisme  oblique  par  une 
déviation  anj^laire  inGniment  petite  de  s«s  génératrices  reclilignes. 

130.  Introduisons  ces  simplifications  dans  les  équations  (7)  et  (8);  il 
tiendra  les  équations 


"^^ 


'{%' 


'.  =  MS  +  ^ 


Ces  (rois  coefdcienls  distincts  .4,  0,  A,  peuvent  sr  réduire  h  deui 
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On  (ransforme  les  trois  premières  équations  (9)  en  introduisant  la  fonc- 
tion 6  =  J-+  -7-  -|-  -r-»  qui  représente  le  coefficient  de  dilatation  cubi- 
que; on  peut  écrire  en  effet 

du  .   ^  (dv       dw\  _      (du  ,dv      dw\ 

On  est  conduit  par  là  à  poser  A  —  B  =  2a,  \k  étant  un  nouveau  coefG- 
cient;  de  plus  on  remplace  ordinairement  B  par  la  lettre  X;  il  vient  alors 
les  trois  équations  : 

N.  =  i«)  +  2.ag. 
(10)  ^K.  =  a9  +  Î^g, 

N,  =  W  +  2Mg- 

Quant  aux  trois  autres  équations  (9),  nous  allons  démontrer  qu*onpeuty 
remplacer  le  coefQcient  A  par  (x.  Pour  le  démontrer,  "on  obs<irvera  que  l'é- 
quation Ni  =  ).Ô  +  2a  —  peut  s'appliquer  à  un   autre  système  d'axes 

issus  du  point  M  aussi  bien  qu*au  premier  ;  on  devra  trouver  pour  ce 

du' 
nouveau  système  N'j=:>.6 +  2u.  — .  Le  facteur  6,  qui  exprime  la  dilata- 
tion cubique  au  point  M,  reste  le  même,  quel  que  soit  le  système  d'aie 
adopté. 

11  suffira  donc  de  changer  les  axes  (x,  t/,  2,)  dans  les  axes  (xf,  ^,  z')  par 
les  formules  connues  de  transformation,  et  de  déterminer  les  nouvelles 
dérivées  partielles  en  fonction  des  anciennes  et  des  cosinus  des  angles 
que  les  anciens  axes  font  avec  les  nouveaux.  On  a  d*abord,  en  appelant 
77i|,  Hi,  Pi,  les  cosinus  des  angles  que  forme  Tancien  axe  des  x  avec  les 
trois  nouveaux  axes  coordonnés. 


4- 


o.r         (d^'  ,   dw\    ,  [dw   .   du\   ,  (du   ,  dv\^ 


formule  qui  doit  se  réduire  à  la  suivante  : 

dj/ 


N',  =  i0  +  V^ 
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Le  calcul  de  ^  en  fonction  des  anciennes  déiÏTées  est  long,  mais  il  ne 

présente  aucune  difliculté.  Nous  renyerrons  pour  la  suite  des  opérations  à 
la  i*  leçon  de  Lamé.  On  trouve 

fdv      dw\  (dw  .  du\   ,  /du  ,  dv\ 

et  par  suite 

équation  qui,  comparée  à  celle  qu'on  Tient  d'obtenir,  entraine  la  relation 
On  a  donc,  à  la  place  des  trois  dernières  équationsK9),  les  équations  (il) 


La  théorie  de  I«amé  ne  conserve,  en  définitive,  que  deux  coefficients 
distincts,  X  et  p..  lisse  réduiraient  à  un  seul,  et  Ton  aurait  x=(&,  si  Ton 
admettait  la  continuité  de  la  matière.  C'était  la  méthode  des  anciens  au- 
teors,  Poisson,  Cauchy.  Depuis,  M.  de  Saint-Venant,  dans  ses  notes  sur  les 
Leçons  de  Namer,  a  fait  voir  que,  contrairement  aux  idées  de  Lamé,  cette 
réduction  des  coefficients  à  un  seul  était  légitime,  et  qu'elle  résultait  ra- 
tionnellement de  rhypothése  même  des  actions  mutuelles  des  molécules 
fonctions  de  leur  distance.  La  plupart  des  géomètres  modernes  se  sont 
ralliés  à  cette  nouvelle  doctrine.  Nous  conserverons  néanmoins  dans  ce  qui 
suit  les  deux  coefficients  de  Lamé,  qu'il  sera  toujours  possible  de  réduire 
à  un  seul,  et  qui  donnent  plus  de  facihié  pour  mettre  la  théorie  d'accord 
avec  les  faits  observés. 

▼  .  —  V^.   COLL162IOH.  16 
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ÉQUILIBRE  D*ilJLSnaTé. 

131.  Les  équations  (10)  et  (11),  qui  rattachent  les  six  composantes  de 
la  force  élastique  aux  déplacements  u,  v,  .to,  font  connaître  les  N  et  les 
T,  et  permettent  de  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)  du§  liO, 
lesquelles  expriment  l'équilibre  du  parallélépipède  élémentaire.  Reprodui- 
sons ici  le  tableau  des  diverses  équations  dont  on  aura  à  faire  usage: 


Ni 


^    dv 

je  +  V^. 

«    dw 


(1) 


(2) 


du      dv       diD 

di'^dy'^di' 


rfN,       rfTs      rfT, 
dx  '^  dy  "^di 


+  w;r  +  5r +  pXo=o, 


(3) 


Si,  au  lieu  de  l'équilibre,  on  Toulait  traiter  la  question  du  mouTement. 
par  exemple  celle  des  oscillations,  il  faudrait  remplacer,  dans  le  secoiHi 

membre  des  équations  (3),  zéro  par  les  produits  9-Tr^>  ^  Tïn*  ^  7m*  ^  ^ 

masse  spécifique  par  les  accélérations  du  point  mobile  projetées  sur  1^ 
axes. 

Remplaçons,  dans  la  première  des  équations  (5),  N^,  T,  et  T,  par  leurs 
valeurs  ;  il  viendra  d'abord 


do       o    d*u  /  d^u        d*v        d*w       dHi\ 
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Or  l'équation  [S]  donne,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x, 

do dhi        €thf        dhv 

dx      dx*      dxdy      dxdz* 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

OU  encore  sous  la  forme 

[B  (du ^\  /dw     t^^X"] 

En  eflety  on  a 

^(du_dv\ 
\dy      dx)  ^^d*u        dhf 
dy  ""  dif*      dxdy 

.  /dw      du\ 

\dx       dz  ) d*w        d*u 

di  dxdz       dz* 


et  la  différence  de  ces  deux  expressions  est 


dhi  .  d*u        d*v         dhp 


#/m«     '     //*« 


dy*  *  dz*      dxdy      dxdz 

c'est-à-dire 

d*u  »  <^  1^ ^ 

rf?"^ây"*"5»*     di' 

On  passe  donc  de  la  première  forme  à  la  seconde  en  ajoutant  et  en  re- 
tranchant an  premier  membre  de  l'équation  le  produit  {a  ^• 

De  l'équation  ainsi  formée,  on  déduit  deux  autres  équations,  en  chan- 
geant 

«,  y.  ».  w,  »»  Wt  Xo 
en 

y,  %,  z,  r,  ir,  ti,  Yo 

puis  en 

<t  X,  y»  tp,  tf,  V,  Z9, 
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et  Ton  obtient  les  trois  équations 


(i  +  V) 


(5) 


(^  +  2/.)g  + 


r,/dv       dw\       j /du       dv\^ 


(i+V) 


.0^    P( 


dx       dz  I 
dx 


dy  J 


4-/^=0. 


132.  En  général,  les  forces  X^,  Yq,  Zq  sont  les  composantes  d*une  ou  plu- 
sieurs attractions  ou  répulsions  exercées  par  des  centres  fixes,  ce  qui  com- 
prend comme  cas  particulier  la  pesanteur.  S*il  en  est  ainsi,  Xo,  To,  Z, 
sont  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z  du  point 
qui  subit  ces  attractions,  d*une  certaine  fonction  de  ces  variables,  et  si 
les  attractions  et  répulsions  suivent  la  loi  newtonienne  de  la  raison  in- 
verse des  carrés  des  distances,  la  fonction  potentielle  F  satisfera  à  Téqua- 
tion 


ou  bien 


dx^'^  dy*^  dz*'     ' 


dx        dy       dz 


Dans  cette  hypothèse,  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  pre- 
mière équation  (4),  la  dérivée  par  rapport  à  t/  de  la  seconde,  la  dérivée  par 
rapport  à  z  de  la  troisième,  et  ajoutons  les  trois  équations  résultantes. 
Les  Xq,  Yq,  Zo  seront  éliminés,  ainsi  que  les  crochets  qui  multiplient  ff 

^  "^         —,  fourni  par  la  première  équation,  détruit  le 


car  le  terme 


terme  — 

(6) 
0  u 


dxdy 
\dy      dx) 


dxdy 


que  fournit  la  seconde.  Il  vient  donc  en  définitive 

dH  ,  d^e     (t^e' 


na.9   \  {'^^u.'^^-i.'^^\-(i 


si  les  zéros  des  seconds  membres  des  équations  (5)  sont  remplacés  ^ 
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les  produits  p^,»  p  -jff  p  ^  dans  le  cas  du  mouvement.  On  a  en  effet 
identiquement 

(d^u  dh         (Pw  \  _    rf*   /du   ,dv      dw\  __    d*$ 

dt^dx  ^  Sfidj  "*"  di*dz)  ^^dC^\di'^d^'^dï)—^dr* 

L*équation  (6),  l'équation  (4)  et  les  deux  autres  qu'on  en  déduit  (ou  les 
équations  (5)  équivalentes),  sont  en  définitive  les  équations  générales  de 
Téquilibre  élastique;  elles  sont  réunies  dans  le  tableau  suivant  : 

Cette  dernière  équation  est  identique  à  celle  qui  régit  la  distribution 
des  températures  à  l'intérieur  du  corps  solide;  elle  assimile  en  même 
temps  la  dilatation  cubique  6  au  potentiel  des  attractions  newtoniennes. 
f  Ce  double  rapprochement  entre  des  théories  en  apparence  si  diffé- 
rai tes,  dit  Lamé,  est  un  fait  analytique  très  remarquable,  et  qui  pourra 
senrir  de  point  de  départ  quand  il  s'agira  de  ramener  à  l'unité  toutes  les 
théories  partielles.  » 

133.  Les  équations  (4)  sont  des  équations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants, qui  renferment  des  termes  donnés,  pX^,  pYo,  pZq.  Les  fonctions 
cherchées  u^  v,  w  se  composeront  donc  d'une  somme  de  termes,  dont 
chacun  satisfera  individuellement  aux  équations,  et  qu'on  peut  partager 
eQ  deux  groupes  distincts  :  1"*  ceux  qui  constituent  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  (4)  dépourvues  des  termes  connus  ;  2*"  ceux  qui  sont 
destinés  à  faire  évanouir  les  termes  pX^,  pYo,  pZo.  Ces  derniers  sont  faciles 
à  déterminer,  lorsque  les  forces  Xq,  Yq,  Zq  dérivent  d'un  potentiel,  ou 
lorsqu'elles  sont  constantes.  Dans  le  cas  où  elles  sont  constantes,  on 
reconnaît  facilement  que  les  solutions  suivantes 

P       Xq    • 
"-      A  +  2m2''' 

1,  = 2— yov».. 

tr  = 5— ??a«, 

ont  la  propriété  d'annuler  les  termes  PqX,  pYq,  pZq.  Dans  tous  les  cas,  on 
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pourra  faire  abstraclion  de  ces  termes,  en  sous-entendant  les  lerawi 
correcUrs  qu'il  conviendrait  d'ajouter  à  la  solution,  si  l'on  voulail  m 
tenir  compte. 

La  forme  linéaire  des  équations  démontre  en  même  temps  le  principe 
si  fécond  de  la  superposition  dei  effelt  det  força,  analogue  au  prinap» 
de  la  coexittence  des  petites  oscillations  dans  l'hydrodynamique  et  la  méci- 
nique  vibratoire.  ' 

coEPpiciEST  ii'ÉusnaTé. 

134.  Les  coeriicients  X  et  ^  sont  homogènes  aux  tensions  N  el  T,  6tà- 
à-dire  à  des  forces  rapportées  à  l'unité  de  surface.  Leurs  valeurs  peuwil 
e  de  l'expérience,  en  soumettant  un  corps  élastique  à  un  «^ 
lain  nombre  de  déformations.  Il  suffît  de  deux  expérieuces  pour  arriTH 
à  déterminer  les  deux  inconnues  X  et  fj..  D'autres  expériences  fourni- 
raient  des  vérifications  de  la  théorie. 

1°  Imaginons  qu'on  exerce  sur  toute  la  surface  extérieure  du  solida 
élastique  une  pression  normale  uniforme.  Le  solide  devra  se  contracter 
en  restant  semblable  à  lui-mi^me,  et  la  pression  exercée  h  l'extérieur  » 
transmettra  partout  dans  la  masse  du  corps,  comme  s'il  s'agissait  d'un 
lluide  parfait.  Si  l'on  suppose  que  l'origine  des  coordonnées  reste  Axe, 
les  variations  des  coordonuées  de  chaque  point  {x,  y,  i)  seront  propor- 
tionnelles â  ces  mêmes  coordonnées.  On  pourra  donc  poser 


a  étant  un  coefllcient  constant  pour  tout  le  corps.  Les  composantes  UD- 
gentiellesTsonl  nulles  en  tout  point,  comme  le  montrent  les  équaliooiil). 
En  même  temps  les  N  deviennent  égaux  autour  d'un  point,  et  on  " 
N  =  —  (3x  -f  2ii)  a.  Soit  p  la  pression  par  unité  de  surface  uniforménKiil 

exercée  sur  le  corps;  on  aurap  =  — N,  et  par  suite  a  =  =— ^-5— le 

coefllcient  a  mesurant  la  contraction  linéaire,  la  dilatation  cubique  •  »l 

egaiea-^^^^. 

Si  donc  on  a  déterminé  par  expérience  la  eoniprettibililé  cuiifue  du 
corps,  c'esl-â-dire  le  rapport  de  sa  diminution  de  volume  à  la  preii» 
extérieure  qui  la  produit,  et  qu'on  appelle  n  ce  rapport,  on  aura 
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>remiére  équation  qui  lie  les  coeflicients  x  et  p.  au  nombre  *,  que  Texpé- 
ience  peut  déterminer. 

S*  Supposons  en  second  lieu  un  corps  prismatique,  à  arêtes  yerticales 
larallâes  à  l'axe  OZ,  et  soumettons-le  à  une  traction  F,  uniformément 
répartie  par  unité  de  surface  sur  ses  deux  bases.  Le  corps  s'allongera, 
nais  il  se  contractera  en  même  temps,  et  les  déplacements  u,  v,  w 
seront  donnés  par  les  équations 

ti  =  —  ox,      v  =  —  «y,      w  =  C5, 

en  aj^pelant  a  le  coefficient  de  contraction  lalérale  et  c  le  coefficient 
â^exJentiûn  longitudinale. 

Ces  hypothèses  rendent  nulles  les  composantes  T,  et  donnent  aux  N  les 
▼aleurs  suivantes  : 

N4=N,=  (c  — 2a)A— 2fl;ui, 

Nt  et  N,  étant  partout  les  mêmes,  et  étant  nulles  à  la  surface  latérale, 
où  nous  ne  supposons  aucune  force  appliquée,  on  aura 

(c— 2a)>  — 2afi  =  0,      oubien      Xc^2{X-\-fi)a=sO. 

De  plus  N,  est  aussi  partout  la  même,  et  a  pour  valeur  la  tension  F 
exercée  sur  le  prisme.  Donc 

(c  — 2fl)>  +  2c/i  =  F,      oubien      (A-f  V)<^— 2aa  =  F. 
Ces  deux  équations,  résolues  par  rapport  à  a  et  à  c,  donnent 


i+^- 


A*   „  iX       F 


c=-_-glF,       a=5-; 


3X-+-2/1    '  2/*3À-f-5î/* 

d*oû  Ton  conclut 

F 
8  =  c— 2<i  = 


3A  +  2.1* 


On  voit  qu'il  y  a  dilatation  cubique  lorsque  le  corps  subit  une  traction  ; 
le  rapport  de  Taccroissement  du  volume  à  la  tension  F  qui  le  produit, 

est  égal  è  -,   .  ^  »  c'est-à-dire  au  tiers  de  la  compressibilité  cubique  », 

ok  -f-  Su. 

déterminée  dans  la  première  expérience. 
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Vallomgement  relatif,  ^t  de  ranité  de  longnear  da  prisme,  rapporté  à  k 
Untkm  ¥  qui  le  frodmU^  est  égal  à 


Si  l'on  détermine  par  rexpérienœ  cet  allongement  relatif  p,  ao  nn 

une  seconde  équation,  qui  achéTcra  de  détenniner  X  et  v..  On  «me 

aux  équations 

3 


X      0^  —  a 

Le  coefficient  délatticité  E  de  la  résistance  des  matériaux  est  TioTerse 
du  rapport  ^,  et  l'on  a  par  conséquent 

Le  coefficient  E  représente  alors  une  force  rapportée  h  Funité  de  sur- 
face. Lamé  dêtiuit  au  contraire  le  coefficient  délatticité  par  l'allongement 
lit'  Tunité  de  lonirueur  d^un  prisme  sous  Finfluence  d'une  traction  égala  à 

riiiiilê.  Alors  il  est  é::al  à  3,  c'esl-à-dire  à  l'inverse  r:  du  coeffideat 

L 

tlflaslicilé  tel  qu'on  l'entend  communément. 

Lamé  repousse  la  relation  x  =  u,  qui  résulterait  de  la  continuité  delà 

matière;  il  projwse  x  =  *2a,  d'après  des  expériences  de  Wertheim.  A  mi 

dire»  le  rap|>ort  -  n'est  pas  encore  connu  avec  assez  de  précision  pour 


XX. 


ipron  puisse  aftirmer  qu'il  soit  le  même  dans  tous  les  corps. 
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ITm.  Le  travail  de  la  déformation  d'un  corps  homc^éne  et  d'élasticité 
constante  est  donné  par  un  thêoK'me  dû  à  Clapeyron.  Yoid  comment  oo 
peut  déduire  ce  théorème  des  équations  générales  de  Télasticité. 

lu'prenons  les  équations  de  l'équilibre  élastique,  et  faisons  abstraction 
(li's  forces  extérieures  qui  sollicitent  les  diverses  molécules  du  corps,  poor 
ne  tenir  compte  que  des  forces  appliquées  directement  à  sa  surlace 
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terminale.  Le  travail  des  forces  qu'on  supprime  serait  facile  à  rétablir 
s*il  était  nécessaire  de  le  déterminer.  Nous  aurons  dans  celte  hypothèse 

dx  ^  dy^dz  ""• 

^^^  ^dx   ^dy  +5i "• 

dx  '^dy  "^dz  ~"' 

équations  dans  lesquelles  les  N  et  les  T  ont  les  valeurs  suivantes  : 

(  N,  =  Ae+2,i^, 

N,=  A0+2|*^' 
N,=ifl+8/*^. 

Multiplions  la  première  des  équations  (1)  par  u,  la  seconde  par  v,  la 
troisième  par  w;  on  aura  les  travaux  des  forces.  Par  exemple,  les  forces 
N|y  Ts,  T,  qui  agissent  dans  la  direction  de  Taxe  OX,  c'est-à-dire  dans  la 
direction  du  déplacement  composant  ti,  donneront,  lorsqu'on  les  mul- 
tiplie par  u,  le  travail  correspondant  au  déplacement  de  leur  point  d'ap- 
plication. On  fera  la  somme  des  trois  équations,  et  on  multipliera  par  le 
produit  dxdydz^  après  quoi  on  intégrera  dans  toute  l'étendue  du  corps; 
ce  qui  donnera 

Considérons  à  part  une  des  triples  sommes,  la  première  par  exemple. 
Il  vient,  en  effectuant  une  intégration,  celle  qui  porte  sur  la  variable  par 
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-apport  à  laquelle  la  dérivée  est  prise  dans  l'espressioa  plawe  sous  le 
""^e  /,  et  en  intégrant  par  parties. 


Le  terme  N,a,  en  dehors  du  signe  /,  doit  être  pris  entre  les  liniiles 
correspondantes  aux  valeurs  données  de  y  et  de  i  ;  supposons  que  h 
droite  parallèle  aux  x  qui  correspond  à  ces  valeurs,  perce  en  deui  poiuL^ 
seulemeul  lu  surface  extérieure  du  corps  :  soient  N'|  et  u',  S",  et  u",  les 
Taleurs  des  fonctions  >,  et  u  en  ces  deux  pointa.  On  aura,  en  indiqu»!!! 
seulement  les  deux  autres  intégrations, 

///"S"  '■-""  ^ff'"'-  '■"'■-■-'  .••"  -///».  £  ■"■"'■■■ 

136.  L'intégrale  double  du  second  membre  représenle,  sauf  un 
coefllcient  constant  que  nous  déllnirons  tout  à  l'heure,  le  travail  des  ten- 
sions élastiques  extérieures  qui  s'eiercent  sur  les  deux  éléments  cilrèmes 
faisant  partie  de  la  surface  terminele  du  corps.  Le  facteur  ti\dxdî  repré- 
senle,  par  exemple,  la  tension  totale  qui  s'exerce  sur  l'un  de  ces  élé- 
ments, projetée  sur  l'axe  OX,  et  l'autre  facteur  ii  est  le  déplacement  que 
subit  son  point  d'.ippli cation  en  projection  sur  le  môme  axe.  Le  produit 
N'i  dy  dî  X  u'  représenterai!  donc  le  travail  partiel  de  la  force  élastique 
su  péril  cielle,  si  celle  force  conservait  la  même  Taleur  N',  pour  toutes  lei 
valeurs  du  déplacement  ti'.  n  n'en  est  pas  ainsi,  puisque  les  forces  élas- 
tiques varient  proportionnellement  aux  déplacements  qui  les  font  nuitre, 
et  la  somme  indiquée  est  égale,  non  pas  au  travail  des  forces  élastiques 
extérieures,  mais  bien  au  double  de  es  travail,  quand  on  tient  compte  ^ 
des  valeurs  régulièrement  croissantes  de  ces  forces  depuis  0  jusqu'aux  ^^ 
valeurs  finales  qu'elles  acquièrent  par  l'cITel  de  la  déformation. 

Si  une  tige  élastique,  par  exemple,  de  longueur  /,  de  section  n,  s'eit-^B 
allongée  d'une  quantité  il  sous  l'action  d'une  force  de  traction  égale  à  F^^ 
le  travail  de  cetle  force  sera  Fa;  nnais  1»  travail  des  forces  élastiques  ni^^^ 
sera  pas  égal  i  Fa,  car  les  forces  élastiques  ont  varié  deO  i  F^  etv  —s 
l'on  appelle /leur  valeur  lorsque  la  tige  avait  un  allongement  *,  leu^K*  i 
travail  sera,  pour  un  nouvel  allongement  dx,  égal  au  produit  /Ur.  Maiïer^-  J 


ce  qui  donne  pour  le   travail  élémentaire  - 

total  g  —r-  =  5  -7-  X  fl  =  5  Fa,  puisque  F  =  -j--  Le   travail  fa,  1 
culé  d'après  la  force  finale,  doit  donc  être  réduit  i  moitié. 


i. 
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Les  huit  autres  termes  de  l'équation  (3)  se  prêtent  à  la  même  trans- 
fonnation  que  le  premier  ;  on  trouvera  donc,  en  faisant  seulement  une 
intégration,  et  en  se  bornant  à  indiquer  les  deux  autres,  d'abord  le 
double  21  des  travaux  de  toutes  les  forces  appliquées  à  la  surface  du 
corps»  et  ensuite,  comme  second  terme,  l'intégrale  triple,  à  prendre  avec 
le  signe  —  : 

le  tout  doit  être  égalé  à  léro. 
La  somme  des  deux  termes  devant  être  nulle,  on  a  l'équation 


+ 


«4"+'^(S+S 


qtù  exprime  le  travail  des  forcet  tuperfieiellei  en  fonction  des  forces  élas- 
tîqiaes  intérieures, 

du  du  dw         , 

Dans  l'équation  (4)  nous  remplacerons  t-»  7û»  *  *  *  "37  P^^  ^^^^^  ^^' 

leurs  en  fonction  des  N  et  des  T,  déduites  des  équations  (2).  Si  l'on  fait, 
pour  abréger,  •  =  ^  +  5-  +  "X'  *^  ^®^*  d'abord 

.      Nt±?i±JÎ5 

rfx""     2/*     ' 

dv       H^  —  XB 
dy  ""     -2/* 

'*'  <di-'ir' 

dw      du  __Ti 

rfz         dz         /A  * 

^  _L  —  —  T». 
1  dy'^dx'^fi' 
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vi  la  parendk'se  de  la  tri])lp  soiiimo,  clans  T^qualion  (5),  devienl  par  cts 
substitutions 

expression  qui  peut  s'écrire  : 

Les  sommes  N^  +  N,  +  N,  et  N^N,  +  N^N,  +  N,N^ — T,»  —  T.» — V 
forment  deux  des  coefïicients  de  Téquation  en  F,  qui  fait  connaître  les 
forcée  ékuliques  principales  (§  125).  N|  +  N,  +  N,  est  la  somme  des  trois 
racines  :  désignons-la  par  H;  et  N JV,  +  N5N1 4- NjN,  —  Ti«  —  V  —  T,* 
est  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  :  désignons-la  par  G.  Obser- 

Sx  -4-  Su 

Tons  enfin  que  le  coeflQcient  E  d'élasticité  est  égal  à -^.  Noos 

1+- 

aurons,  en  opérant  ces  substitutions, 


(6) 


^=Uff(^-lh""- 


OÙ  le  second  membre  est  une  intégrale  triple  portant  sur  tous  les  élé 

H*       6 

ments  de  volume  du  corps.  Il  faut  remarquer  que  le  facteur  p- es»^   -t 

constant  en  un  même  point  du  corps,  quel  que  soit  le  système  d*axei 
coordonnés  qu'on  adopte,  dès  qu*on  admet  l'homogénéité  et  l'élasticiti 
constante  ;  c'est  une  fonction  déterminée  en  chaque  point  du  milieu  élas 
tique,  et  qui  représente  le  travail  des  forces  élasiiqttes  en  ce  point,  raj 
à  Vunité  de  volume. 

137.  On  peut  introduire  dans  cette  formule  les  forces  élastiques  prioc^B.- 
pales  Â,  B,  G.  En  effet,  H  est  leur  somme  et  G  la  somme  de  leurs  produi'^t.s 
deux  à  deux.  On  a  donc 


(») 


^='2///[^^^'^X^^ 


Cette  expression  se  simplifie  dans  le  cas  où  deux  des  forces  élastiqix^s 
sont  nulles,  par  exemple  dans  le  cas  de  la  traction  simple.  On  a  alors  ^ 
constant  en  tout  point,  et  B  et  G  nuls;  il  Tient 

en  appelant  V  le  volume  du  corps.  Si  Ton  observe  que  A  est 
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Fh  Iraclion    fiiiule   eiercé«,  rapporléc  a  l'iiuilé  de  surface,   et    s" 
prime  par  -jt  le  irarail  se  ramt^iic  i  l'équation  trouvi^e  tout  à  l'heure 


m-- 


^^HOfaservoos  encore  que  le  Iravail  des  forces  élastiques  n'est  pas  nul  lors- 
I     fjne  le  volume  du  corps  conserve  la  m^me  valeur,  ou  lorsque  la  funclion  0 
eat  nulle.  On  a  dans  ce  cas  >',  +  >,  +  \r=  0,  de  sorte  que  11  est  nul  ; 
is  G  n'est  pas  égal  à  zéro,  et  l'eipressian  de  T  conserve  la  valeur 


» 


-kfff' 


rrfï</:, 


île  sorte  que  le  travail  n'est  pas  nul,  bien  i|ue  le  volume  soit  conservé,  t  Ce 
cane  t^re.  dit  Lamé,  sépare  complètement  les  solides  des  lluides,  et  montre 
que  le  travail  des  forces  élastiques  peut  acquérirnne  très  grande  impor- 
tance sans  qu'il  y  ait  changement  du  volume  total  occupé  par  le  corps 
défonné. 

158.  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  d'après  Lamé  ont  été 
le  point  de  dépari  de  diverses  recherches ,  que  nous  nous  bornerons  à  si- 
gnaler hriëvemenl.  Dans  l'ouvrage  même  de  Lamé,  on  en  trouve  l'appli- 
uition  à  l'équilibre  élastique  el  aux  mouvements  vibratoires  des  fils  ou 
'lei  cordes  et  des  membranes  planes  de  difTérenles  formes,  k  la  propaga- 
tion des  actions  et  des  ondes  dans  les  milieux,  à  la  torsion  des  cylindres 
pleins  DU  creux,  aux  vibrations  longitudinales  ou  tournantes  des  liges. 
â  la  Tibralion  des  timbres  de  forme  spliL-rique,  à  l'équilibre  des  enve- 
loppes spbériqnes,  et  en  particulier  à  ['«équilibre  intérieur  de  la  croAlc 
du  globe  terrestre  ;  enfin  Â  la  double  réfraction  et  ù  la  théorie  des  ondes 
lumineuses. 

Dans  une  autre  direction,  on  a  appliqué  les  mêmes  principes  aux  ques- 
tions qui  rentrent  dans  le  cadre  de  la  rétntanee  de»  inaUHavx.  Cetic 
dernière  science,  que  Lamé  range  parmi  les  Mciaicet  (TalUnte,  destinées 
h  disparaître  devant  les  progrès  de  la  (ih;sique  et  de  l'analyse  nialhé- 
malique',  donne  dos  solutions  approximatives  des  problèmes  de  con- 
struction (]ui  se  présentent  dans  la  carrière  de  l'ingénieur.  La  théorie  de 
l'cliïticité  éclaire  ces  solutions  d'un  jour  nouveau,  quand  elle  n'a  pas  pour 
résultat  de  les  rectilicr  et  de  les  compléter  ;  mais  on  n'jr  a  encore  abordé 
l'élude  que  d'un  petit  nombre  de  cas  particuliers,  et  généralement  parmi 
les  plus  symétriques  et  les  plus  simples. 

1.  Leçoiu  mr  la  théorie  maibémali'/iie  de  l'ilatticilf  dcÊ  eorpt  loliilei.  Ksml- 
propos,  ■  Origine  et  but  de  cet  ouvrage  >. 
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M.  de  Saint-Venant  a  appliqué  les  principes  de  la  théorie  de  rélastkité 
à  la  question  de  la  torsion  de$  prigmes,  et  rectifié  analytiquement  les  no- 
tions inexactes  et  incomplètes  qu'on  s*é(ait  faites  du  phénomène,  par  nne 
généralisation  non  justifiée  des  résultats  simples  obtenus  pour  U  torson 
des  cylindres. 

M.  Maurice  Lévy,  M.  Boussinesq,  M.  Flamant,  ^c,  ont  fait  rapplicatioo 
des  principes  généraux  sur  la  répartition  des  forces  dans  un  milieu,  (fuie 
part  au  mouvement  permanent  de^  fluides  doués  deTiscosité,  d'autre  part 
à  l'équilibre  intérieur  d'un  massif  de  terre  à  Tétat  pulTénilent. 

Signalons  encore,  en  terminant  ce  lirre,  TouTrage  de  Qebsch,  Théorie  é 
VéUuticité  des  corps  solides,  traduit  de  l'allemand  par  MM.  de  Saint-Venant 
et  Flamant,  et,  dans  un  autre  ordre  d'idées,  les  travaux  de  M.  Henri  Tresca 
sur  VécouUmeni  des  corps  solides,  lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  pressions 
suffisamment  grandes.  M.  de  Saint- Venant,  appréciant  l'œuvre  de  Tresca 
dans  la  séance  de  l'Académie  des  sciences  du  13  juillet  1885,  réclame 
pour  cet  éminent  ingénieur  une  large  part  dans  les  perfectionnements  ré- 
cents de  la  théorie,  et  montre  dans  ses  recherches  la  création  d'une 
nouvelle  branche  de  la  mécanique,  la  plastico-dynamique,  qui  prend  pour 
objets  d'étude  tous  les  phénomènes  de  plasticité  ou  de  fluidité,  tels  que  le 
laminage,  le  forage,  Femboutissage,...  lorsque  la  limite  d'élasticité  est  dé- 
passée, et  que  les  molécules  du  corps  solide  retrouvent  un  nouveau  groa- 
pement  et  un  nouvel  équilibre. 


LIVRE  III 


BTMAHIQIJB    ANAIiTTIQUE 


CHAPITRE  PREMIER 

■^HOOe  DE  JACOBI,  DANS  LE  CAS  DES  POINTS  UBRES 


159.  La  méthode  de  Jacobi  pour  la  résolulion  des  questions  de  mécanique 
analytique  consiste  à  ramener  Tintégration  des  équations  du  mouvement  à 
intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour 
exposer  cette  méthode  avec  clarté,  nous  commencerons  par  en  fahre  l'appli- 
calion  au  mouvement  d'un  point  unique  libre  dans  Tespace. 

Soit  m  la  masse  d^un  point  mobile,  mX,  mY,  mZ  les  composantes  de  la 
force  qui  le  sollicitent  ;  X,  Y,  Z  sont  supposées  des  fonctions  connues  du 
temps  I  et  des  coordonnées  x,  y,  %  du  point  m.  Les  équations  du  mouvement 
sont,  en  supprimant  la  masse  m  qui  devient  facteur  commun, 

3?  ""*• 

Dans  la  plupart  des  problèmes  de  mécanique  analytique,  la  fonction 
Jdx-^ldy-^-ïdx  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  U  des  variables 
«»  y»  <9  le  temps  I  étant  traité  comme  une  constante  dans  la  différentiation. 
La  fonction  U  est  alors  ce  que  nous  avons  appelé  la  fonction  de*  forcei.  S'il 

*  Cest  au  Cours  de  M.  Serret  au  Collège  de  France  que  nous  avons  emprunté 
les  démonstrations  exposées  dans  ce  livre. 


X  — -  -jrr*  f  —  -jT-t  S  =  ^,  c'est-à-dire expri- 
I,  T,  2,  •.  CKOR  ks  aaâéntkms  ^  S.  ^ 


teHè»  ^Ktifite  fwmt  cxrtaoe  lonrtîoo  17  par  rapport  anx  ooor- 


**""^*    é^~ér    ég^^él 


et  îrcsvier  iBe  fnwrtioo  S  da  teoips  I  ^  des  ^^^wi^p^ 
X,  f.  s.  teCe^jKrMaiiéeBtee 

41  ~  Ji* 


la: 


c>^-^-:i«  t*^«  q»  les  démées  ptrtieOes  de  celte  fonction  par  rapport 
an  cvxi-ionn^es  soîeot  respecthement  égales  anx  Tîtesses  de  ces  coordoo- 
nêiK.  >appiatsocii  le  pnMême  résohi. 

USr»lioos  les  êqulioas  (i)  cl  «fifisons  par  di;  il  viendra  pour  lapre 
miêre  cqnatÀMi  du  groupe 

•*•  j~        "•  "j~    t  "--r     .  cf. — 

__  «^  ^       tfx  </x    .         dx  rf»/    ,         </x  c/5 

^     dt       *      dx     dt    '    'Ty    dt  "^  "rfT    5Î* 

rim:!a.;on5  ^.  y'-.  ^.  par  leurs  Taleurs  fournies  par  les  équations  (2)  : 

il  N»ti:Jn 

d-       d^  d"^  ^  ^S 

f '  ^yj  .  _jjTds  ,  ^ds  ,  ^  di  ds 

dl*  dt     "^    dx    dx  '^    dy    dy^  "dT  dl  ' 

OU  encore,  tn  intervertissani  Tordre  des  dérivations  par lielies, 

d^  d^  d^  ^^ 

(t^  ^     dt       r/s"  f/x      dS     dy      dS      dl 

dt*  dx'^dx    dx    "^  dy    dx    "^  rfs   ~d^ 
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Donc  les  dérÎTées  partielles  par  rapport  à  x  de  la  fonction  U  et  de  la  fonction 


Ë^'MÏHtMm 


font  égales.  On  prouverait  de  même  que  les  dérivées  de  ces  deux  fonctions 
|Mir  rapport  à  y  et  à  2  sont  aussi  égales,  et  par  conséquent  ces  deux  fonc- 
tk>ii8  sont  égales  ou  ne  différent  que  d'une  fonction  de  la  variable  t.  Gomme 
(Hâlleors  la  fonction  S  est  définie  seulement  pas  ses  dérivées  partielles 

J»         JO  JO 

•32* 'J'^  T"*  données  par  les  équations  (2),  on  peut  y  ajouter  telle  fonction 

de  I  qu^on  voudra,  et  en  déterminant  convenablement  cette  fonction  addi- 
tionnelle» on  pourra  faire  en  sorte  que  la  fonction  de  I  qui  représente  la  dif- 
entre  les  fonctions  U  et 


Ê+:[(Ë)V(i)+(ï)i 


nnt  réduite  à  zéro,  de  sorte  qu'en  définitive  le  problème  est  ramené  à  dé- 
terminer une  fonction  S  des  variables  ^  x,  y,  »,  telle  qu'on  ait  Téquation 

<3i     s+u(gr+(f,)v(s>». 

Cette  fonction  S  prend  le  nom  de  fonction  principale, 

L*équation  (3)  est  une  équation  aux  dirivée$  parlielle$  du  premier  ordre , 
•▼ec  quatre  variables  indépendantes.  Lintégrale  générale  de  cette  équation 
exprimera  S  en  fonction  de  ces  quatre  variables  x,  y,  »  eT  t,  et  de  quatre 
constantes  arbitraires  a,,  04,  a,,  a^.  On  voit  d'ailleurs  que  si  une  certaine 
fonction  S  est  une  solution  de  Téquation  (5),  la  même  fonction  augmentée 
d*iine  constante  arbitraire,  S  4-  C,  y  satisfera  également,  puisque  la  fonction  S 
B*entre  dans  l'équation  (5)  que  par  ses  dérivées  partielles,  où  ne  parait  plus 
la  constante  G.  Des  quatre  constantes  a,,  a,,  a^,  a^,  l'une  se  joint. donc  à  la 
fonction  cherchée  par  une  simple  addition,  tandis  que  les  autres  y  entrent 
d^one  manière  plus  complexe.  Nous  pourrons  par  conséquent  exprimer  la 
fonction  S  de  la  manière  suivante 

(4)  S  =  ï[t,  X,  y,  s,  a,,  «4,  as)  ■+  C, 

eo  mettant  à  part  la  constante  additionnelle  G.  Gette  fonction  S  une  fois 
trouvée,  on  obtiendra  les  vitesses  des  coordonnées  au  moyen  des  équa- 
tions (9),  en  formant  les  dérivées  partielles  -j-,  t-i  j->  ces   expressions 

contiendront  les  trois  constantes  arbitraires  aj,  a,,  a,,  de  sorte  que  Ion  aura 
|Mir  cette  méthode  le$  intégraîes  générales  du  premier  ordre  des  équations 
proposées. 

V.    Mie.    C0LL1G.^05.  17 


jr^g  IléTUODE 

liO.  Pour  acheTerlasolulion,  il  ï  nurail  encore  i  faire  rinl^ralïM  4(1 
équations  (2),  ae  qui  iniroduirait  trois  nouvelles  consUntes  arbilntres,  Bu 
P„  p,.  MaisJacobi  a  reconnu  que  cette  seconde  opération  pouvait  se  faire  en 
galant  â  trois  conslanles  les  dérivées  pariielles  de  S  par  rapport  aux  pM»- 
mèlres  i,,  «„  "j,  contenus  dans  l'équation  (4),  En  elTel,  pTtaioiis  la  déri?te 
partielle  de  l'équation  (5)  par  rapport  alun,  a,,  de  ces  porunëlna.  Il>iMi- 
dra,  en  observant  que  la  fonction  U  est  indépendante  de  a,, 
,  dS  ,  ,  dS  .  rfS  dS\ 

'' V(  ^  1  ( .  ,;s  "•  S:^  ^ ,  rfs  %»       ds  Sb  )  _ 


ou  bien 

<]x  <l^ 
dt'dy^ 


n  Intervertissant  l'ordre  des  dérivations,  et  en  reniplafanl  -j-  p»t- 


.dS 


d-TT. 


U+-, 


dy    di 


':^d,_ 
^  </»  di 


dx    dt 

l'r  le  premier  membre  est  la  diDÉrentielle  totale  de  j—  divisée  par  A< 

Cette  dirréreiilielle  étant  nulle,  la  fonction  -^  ne  varie  pas  avec  le  tcnqiii 
et  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ([II,  |  SI|- 
Donc  enfin  t—  =p,  esl  une  nouvelle  intégrale  du  mouvement.  Ooaun 

de  même  -p  =P„  et  ^  =  ^,. 

En  résumé,  le  problème  est  ramené  â  intégrer  l'équation  (3).  arec  11* 
constantes  arbitr.iîres,  a,,  «,.  x,,  non  rompris  la  constante  addllionndk. et 
les  intégrales  de  la  question  s'obtiendront  ensuite  :  1'  en  preimul  les  itn- 
vées  de  h  fonction  S  par  rajjport  aux  rariables  x.  y,  i,  et  eu  les  étiitani  nu 

j-  des  coordonnées;  2" 

ii: arbitraires  »,,«„  », 


vitesses  - 

ra|>port  au 


n  prenant  les  dérivées  de  la  fonclion  St«i 
at  en  les  égalant  à  de  nouvelles  consUa"* 


%  u  QtEiTIOn  MRS  U  ut 
où   CarTE   IMÉGHILE  EllETI. 

111.  [huis  le  cas  particulier  où  la  [onction  U  ne  contient  pis  1elenp(i<'' 

[jucïtion  se  simplille.  Ou  peut  alors  considérer  la  fonclion  S  comme  Iti^ 


L 
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ptir  rapport  an  temps,  ce  qui  reyient  à  mettre  Téquaf ion  (4)  soas  la  forme 

S  =  P(«,  y,  i,  a„  a,)  — a-f  C'. 


dérivées  partielles  de  S  par  rapport  à  t,  à  x,  à  y  et  à  x  ne  contiendront 
phas  la  variable  t  Appelons  S  la  fonction  V(xy  y,  z,  a,,  04)  qui  est  indé- 
pendiante  du  temps,  et  remplaçons  S  par  sa  valeur  dans  l'équation  (3)  ;  il 
Tiendra 

-«-U(S)^(S)^®1=«. 

OQ  bien 

01     (Ê)'+(fr+(g)*-«(«-«- 

Gelte  équation  est  une  simple  conséquence  de  Téquation  des  forces  vives; 
ur  le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  vitesse  du  point  mobile,  et  le 

second  est,  à  une  constante  prés,  le  double  de  la  somme  |  {\dx + ^dy  +  Zcfs), 

^  dn  travail  accompli  par  la  force  qui  sollicite  le  point.  On  intégrera  cette 
^^n^ation  (5)  ;  Tintégrale  générale  exprimera  e  en  fonction  de  x,  y,  %  et  de 
9^>aUe  constantes  arbitraires,  savoir  04, 04,  G  et  la  constante  additionnelle 
^*  On  donne  à  la  fonction  e  le  nom  de  fonction  caractérùlique.  La  dériva- 

^^^  de  8  par  rapport  à  «,  à  jf  et  à  s  donnera  les  vitesses  j7  »  j?»  ^»  conte- 

''^t  les  arbitraires  «i,  a,  et  G;  la  dérivation  de  e  par  rapport  à  ei|  et  à  Of 
ioQrnira  deux  nouvelles  intégrales.  Pour  avoir  la  sixième  intégrale,  on  doit 
^^er  à  une  constante  la  dérivée  de  S  par  rapport  à  G  ;  or  cette  dérivée  est 

^Me  à  Tj7  —  <  *.  la  dernière  intégrale  prend  donc  la  forme  jg  ""  ^  =  *^»  ®" 

appelant  t  une  nouvelle  arbitraire.  Gelte  dernière  équation  est  la  seule  qui 
"^itferme  le  temps  I. 

àtrucktion  AU  houvemuit  d'uh  poqit  Amtà  vers  un  cehtrb  fixb. 

^4S.  Supposons  (fig.  89)  que  le  point  M  soit  attiré  vers  le  point  0  par 
^'^  force  proportionnelle  à  Tinverse  du  carré  de  la  distance  OM  ;  la  fonction 
^  forces  U  sera  indépendante  du  temps  et  inversement  proportionnelle  à 
^  distance  OM.  Soit  donc  OM=r  :  nous  aurons,  en  appelant  A  une  con- 

*^te  donnée,  D  =  -.  La  question  est  ramenée  à  chercher  l'intégrale 

^^iiénde  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

'1     {sïH^y*m'-T*^ 


MO 
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II 


Oq  y  panrient  aisément  par  un  changement  de  variables,  en  passant  des 

Tariables  x  =  OR,  y = RN,  s  =  NM,  aux  variabb 
r = OM,  4»= angle  MOZ ,  o  =  angle  POI;  Vm^ 
tage  de  cette  substitution  résulte  de  ce  que  le 
second  membre  de  Téquation  ne  contient  que  b 
yariable  r. 
Il  faut  donc  exprimer  les  dérivées  partidks 

-r-,  T-,  -F-  ^n  fonction  des  variables  r,t^9. 
dx   dtf    dx 


Fig.  89. 


et  des  dérivées  partielles  de  B  par  rapport  à  ces 
nouvelles  variables. 
Or  on  passe  des  coordonnées  r,  «l'»  ?  aux  coordonnées  s,  y,  s,  par  les 
équations 


X 

y 

X 


rsinlsin^, 
rco8|. 


On  en  déduit  en  différentiant 


dy  —  r/rsin4>sin|»  +  rcos^^sin^f  +  rsin^cosfrf^, 
i/a  =  dr  cos^  —  rsinf<f^. 

Résolvons  par  rapport  à  (/r,  cf^J',  cf?;  il  vient,  en  multipliant  la  pmniêR    ' 
par  sinf'cosç,  la  seconde  par  sin^f  sinç,  la  troisième  par  cos<^,  et  en  ajou- 
tant 

dr—  sin^cosçc/x  +  sinif/sin  j.</y-|-  cosdrfs. 

Multiplions  la  première  par  cos^J/cosc? ,  la  seconde  par  cos^^^sin?,  la  tra- 
sièiue  par  —  sin^*,  ajoutons,  puis  divisons  par  r  : 

,    _  CCS  f  CCS  fdx  4-  cos  \j>  sin  ydy  —  sin  s^dz 

Eiidn  multiplions  la  première  par  —  sin  ç,  la  seconde  par  cosç,  etajoutoc> 
les  (Jeux  équations;  il  viendra,  en  divisant  par  rsin4', 

,        ces  •fdy  —  sin  çdx 

aç  •=--  — ■ — — : • 

^  rsinf 

Ces  relations  vont  nous  servir  à  exprimer  les  anciennes  dérivées  partieB» 
en  fonction  des  nouvelles  variables.  On  a  en  effet  identiquement 


r/e 


rfe 


r/e 


d& 


de 


de 


5^  rf- +  ^  </!/ +  ^  rf=  =  ^- dr  +  jyrf-*  +  5^rf?. 
Remplaçons  dr^  d^,  dr^  par  leurs  valeurs  en  d!x,  dy,  dz,  puis  identiôcts 


ATTIRÉ  VERS  UN  CE»TRE  FIXE.  201 

les  multiplicaleurs  de  ces  derniers  accroissements,  qui  doivent  rester  arbi- 
traires; nous  aurons 

</6        .    .  de   ,   cosOfCOS?  de        gin?  de 

dx  ^       ^  dr  r        d}        rsinf  d^ 

de        ...      de   ,   cosdfsins)  de   .    cose  de 
dy  ^       ^  dr  r        d^       r&inf  df 


de  ,  de       sinO»  de 

--  =  cosi>  T -T— 

</5  '^dr  r    d^ 


ÉlcYons  au  carré  chacune  de  ces  équations,  puis  ajoutons  et  substituons 
dajns  réqualion  (6)  : 

Les  doubles  produits  qui  proviennent  de  l'élévation  au  carré  se  détruisent 
«l^nt  la  somme. 

i43.  On  intégre  cette  équation  en  observant  que  e  peut  être  considéré 
tsovnme  la'  somme  de  trois  fonctions  d*uue  seule  variable  chacune,  savoir  une 
fonction  de  r,  une  fonction  de  ^  et  une  fonction  de  9.  Posons  en  effet 

H  étant  une  fonction  de  la  variable  unique  r,  V  une  fonction  de  la  variable 
4p»  et  ♦  une  fonction  de  la  variable  7.  Les  accents  désignant  les  dérivées  de 
^bacune  de  ces  fonctions  par  rapport  k  la  variable  qu*elle  contient,  Féqua- 
Uon  (7)  devient 

1  1  2A 

On  satisfait  aux  conditions  en  posant  les  équations  suivantes,  où  H  et  G 
^étignent  des  constantes  arbitraires , 

♦'=11. 
II* 

équations  difTérentielles  qui  contiennent  chacune  une  variable  unique.  On 
«n  déduit,  en  indiquant  seulement  les  quadratures,  prises  à  partir  délimites 
Hue  nous  définirons  plus  tard  : 


m  MOUVEMENT  D'UN  POIKT 

La  fonction  e  est  formée  par  Taddition  de  ces  trois  fonctions,  et  Ton  a 

(8)       e  =  H,^-j^YGC^|:rf^^.j^y'_«!^.!*  +  2C</^. 

ri  est  inutile  d'ajouter  une  constante  C%  qui  n'influerait  pas  sur  la  solution 
du  problème  proposé.  La  fonction  e  une  fois  trouvée,  on  reviendra  aux  andeo- 
nes  variables  x,  y,  x  et  la  solution  sera  contenue  dans  le  tableau  suivant  : 


dx 

de 

dl  ~ 

-Tx' 

dl  ~ 

de 

dz 

dt  ^ 

de 

'  dz' 

(0)        ;^  =  £'  m 


de 

i/H 

=  A. 

de 

=  9f 

de 

dC 

=  1  + 

T, 

h,  9,  T  étant  trois  nouvelles  constantes. 

143.  Nous  allons  développer  cette  solution  en  cherchant  la  signiGcai 
des  existantes. 

On  a  d*abord,  en  prenant  les  dérivées   de  9    par  rapport  aux 
riables  7,  ^  et  r, 


(11) 


d\,        V  sin*/ 


et  par  conséquent 


dx  _d0 
di  ~dx 


^       ^  y        r*    *     r     *  r         V  sin*s>       rsin  ^ 


dy_de 
dl  ■"  di^" 

II  COS  f 


4- 


rsia^ 

di_de 
dl  ""  dj 


=  ce,*  i/_  î^' +  ?^ + 2c  -  !în*  lAmi!: 

be  ces  équations  on  tire,  en  élevant  au  carré  et  en  ajoutant^ 

{p.y  *  (Mï *  m' -r  *'^ 
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c'^est-à'dire  Téquation  des  forces  vives,  qui  définit  la  constante  G  d*après  la 
vitesse  initiale  et  la  distance  initiale  du  mobile  au  centre  d'attraction. 

Multiplions  la  première  équation  par  y  dans  le  premier  membre,  et  par 
r  sin  4*  siu  9  dans  le  second  ;  la  seconde  par  x  dans  le  premier  membre,  et 
par  r  sin  4»  C08  7  dans  le  second  ;  il  vient,  en  retranchant  la  seconde  de  la 
première, 

xdy  --  ydx  _ 

équation  qui  définit  la  constante  H  comme  le  double  de  la  vitesse  aréolaire 
en  projection  sur  le  plan  XOY. 

Pour  définir  la  constante  G,  formons  de  même  les  équations  des  aires  en 
projection  sur  les  plans  YOZ,  ZOX  ;  il  viendra 

lËl^JÈL  =  -sin^y  G«-  ^-^  -  Hcosçcotf 
zdx  —  xdz  4  fZi         ïï*~       ... 

dl  V  SIIl*'j<  ^        ^ 

Élevons  au  carré,  puis  ajoutons  les  trois  équations  des  aires;  nous  au- 
vx)ns 

[zdy  —  ydx]*  -f-  {ydz  —  zdy^*  -t-  i^dx  —  rdz)* 

=  G«  —  J!j-  4-  H«(1  H-  coi«f;  =  G«. 

Le  premier  membi*e  représente  le  carré  du  double  de  la  vitesse  aréolaire 
<iu  mobiJe  dans  le  plan  de  la  trajectoire,  et  Tèquation  exprime  que  cette 
€|aaiilite  est  constante  et  égale  à  G*. 

Les  trob  premières  constantes  G,  H,  G  ont  donc  les  significations  suivan- 
tes :  G  est  la  constante  des  forces  vives,  H  le  double  de  la  vitesse  de  Taire 
décrite  autour  de  Torigine  en  projection  sur  le  plan  XOY,  et  G  la  quantité 
analogue  dans  le  plan  où  le  mouvement  s'effectue. 

144.  Il  reste  à  chercher  la  signification  des  constantes  h,  g  et  t. 

Reportons-nous  pour  cela  aux  équations  (8)  et  (10).  Il  vient,  en  prenant  la 
dérivée  par  rapport  à  la  constante  H, 

d^ 

.     Hcotti» 
=  o  -+-  arcsm  ^    . 

ci*o&  résulte 

lli)  ncot^=  VG«  —  H*8in(A  — 9»)  =  — Vg*  —  U*sin(f  —  /i). 

Le  radical  peut  être  pris  dans  cette  équation  avec  le  signe  4-  ou  avec  le 


954 


10EÎE1E5T  b'CJ  PODIT 


signe  — .  Si  Ton  y  lait  o  =  A,  oo  en  dédnit  oott^^zO,  el  ^  =  |.ceqQi 

montre  que  pour  ç  =à  le  mobile  se  troofe  dans  le  pian  XOT.  Donc  h  est 
l'angle  qœ  fait  arec  l'axe  OX  la  droite  soifant  laqœDe  le  plan  de  la  trajec- 
toire coiqiece  plan  coordonné. 
Le  plan  de  b  tntjedoire  tait  afec  le  plan  XOT  nn  aqgledont  le  eosinnse^ 

égal  à  g.  En  effet  Bdi  est  le  double  de  Faire  décrite  par  lerajon  secteur  da 

mobile  projeté  sur  le  plan  XOT,  et  Gdt  est  le  double  de  Taire  décrite  dans  le 
plan  de  la  trajectoire.  Donc 


ou  bien 


Uiic  =  G€efxcosti, 


n 

COS«=g. 


en  appelant  t*  Tangle  en  plan  BOA  dans  lequel  s^eOectoe  le  moarement, 
aTCC  le  plan  OAT  (fig.  90).  On  en  déduit 


tangMs 


_^V^G*  — 11* 


et  en  substituant  dans  Téquation  (iâ). 


Fig.  90. 


OU  bien 


cot^  =  zh  tangw  x  sin(f  »  A). 

Cette  relation  peut  s'établir  directement. 
Du  point  0  comme  centre ,  décriTons  une 
sphère  ayant  pour  rayon  l'unité  ;  soit  B  à  un 
certain  instant  la  projection  du  mobile  sur 
la  sphère  ;  nous  aurons  BE  =  <J,  CD  =  ?. 
Soit  OA  la  trace  du  plan  de  la  trajectoire; 
Tare  AD  est  égal  à  h,  et  Tangle  BAC  à  «. 
Cela  posé,  le  triangle  BGA  rectangle  en  C 
donne  l'égalité 

UngBC  =  sin  AC  X  UngBAC, 


coi  <|>  =  sin  (  j?  —  A)  UiDgM. 


Cette  équation  Oxe  le  signe  qu'on  doit  attribuer  au  radical  ^G«— H*.  En 
effet,  Tangle  u  doit  être  pris  positivement  ou  négativement,  suivant  q» 
pour  les  valeurs  croissantes  de  9  à  partir  de  9  =  A,  l'angle  ^  est  M-foèm 
décroissant  ou  croissant.  Dans  le  premier  cas,  le  plan  de  la  trajectoire  s'élère 
au-dessus  du  plan  XOY  ;  dans  le  second  il  s'abaisse  au-dessous  ;  par  ooosà- 


AITlRi  VERS  UM  CENTRE  nXE.  SfS 

quent  dans  le  premier  cas  on  deTra  changer  le  signe  de  ^G«— H*  dans  Iné- 
quation (12),  et  poser 

(13)  Hcot^=^G«  — H«sin(y— A). 

On  consenrerait  Téquation  (13)  si  la  trajectoire  s'abaissait  au-dessous  du 
plan  lOY  dans  le  sens  des  angles  7  croissants. 

Prenons  ensuite  la  dérifée  de  Téquation  (8)  par  rapport  A  G,  et  égalons  à 
g.  Il  Tient 

</e  /"^  G</^  .1  r« 


5g=^  = 


sia* 

OU  bien,  en  faisant  les  intégrations, 


V-  "  +  T 


2G 


(1  *)  c  =  arcco»  1  ^     )  —  arccos 


5!-i 


2CG« 


v^^ 


Les  radicaux  sont  pris  positifement.  U  est  inutile  de  tenir  compte  des 
limites  inférieures  des  intégrales  déOnies  qui  fourniraient  des  termes  con- 
stants, lesquels  se  fondraient  avec  la  constante  g. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  repdrtons-nous  à  la  figure,  et  observons 

à/gTTflî  ^  ^        Gcos+  sinBC 

qne8inii=l-g — ,  et  que  cos  +  =  sin  BC.  Donc  ^;===  =  ^nTËÂC* 

La  proportion  des  sinus  appliquée  au  triangle  rectangle  BGA  donne 
-^ — E7(7=  — 4~  *  ^^^  1^  premier  terme  de  l'intégrale  (14)  est  égal  à 

arccos  (dnAB)  =  |  —  AB. 

Appdons  X,  Tare  AB,  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  plan  delà  tngec- 
toire  à  partir  de  la  trace  OA  ;  faisons  de  plus  entrer  la  constante  5  dans  la 

coDSlinte  g,  en  posant  ^  =r  ^  —  ^.  L'équation  (U)  devient 

kr 
arccos  — ,  =  o'  — ç 


VATI 


oa,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres  et  en  résolvant  par  rap- 
port à  r» 

Gf 

(15  r=r ^  . 

l  +  V^7Çcos{ç-/) 


«6  lOUTElSTCT  DOIS  FOiBT 

éqQilîoo  polaire  d'une  courbe  du  second  ordre,  rapportée  dans  le  pbn  BOi 
aupôleOetàrmpobireOÂ.  -eslle  paramèlre*  elt/l  -h^  !>««. 
tridté  de  la  courbe.  La  forme  de  la  courbe  dépend  uniquement  du  sipe 
de  la  <iuantUé  -^,  c'est-â-dbe,  m  définilhe,  du  signe  de  C.  Si  C  est 

négatif,  l'équation  (15)  représente  une  ellipse,  si  C=  0,  une  panbole.si 
enfin  C  est  positif,  une  hyperbole.  Le  minimum  de  r  est,  drâs  tous  b 
cas.  fourni  par  la  plus  grande  faleur  du  dénominateor,  et  conespoMl  a 
C  =  9  ;  appelons  r«  celte Taleur;  fl  Tiendra 

G* 

A 

»••= ,  — 

2CG« 


*    '+0-'^ 


de  sorte  que  ^  est  la  Taleur  de  l  qui  correspond  à  la  moindre  distaxe 
du  mobile  au  point  0,  et  r,  la  Taleur  de  celte  moindre  distance. 

145.  Tenons  enfin  à  la  déterminatira  de  b  conslaiite  r.  ^ous  aurons  pov 
cela  à  prendre  dans  Téquation  (8)  la  dérifée  de  e  par  rapport  à  la  constate 
C,  et  à  égaler  cette  dérivée  à  la  somme  I  +  r.  Id  il  faut  obsenvr  qae  h 
limite  inférieure,  r,.  de  Tintégrale  dans  bqueile  figure  le  paramètre  C,  est 
elle-même  fonction  de  ce  paramètre,  de  sorte  que  Ton  doit  pos^,  en  diflê- 
rentiant  par  rapport  k  cette  limite. 


Je 


Hais  de  1  équation  (15)  on  tire  en  général 

4  /     G*      2~v  1    , 

et  comme  on  a  r  =  r.  pour  C  =  ^,  le  facteur  par  lequel  est  multipliée  la 
dérivée  -^  est  nul  de  lui-même.  On  a  donc  simplement 


fdr 
— 


ou,  en  effectuant  Tintégration, 

(10)       <  +  T-^lv'-G*-|-4Ar4-20« ^L^  arccoa  ^^  ^  ^  , 
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Si  rondifTérentie,  on  trouTe  en  efTet 

1  (A4-^Cr)rfr  A  VîCG»  -f  A« 


2C  y^—  G«  4-  2Ar  +  2Cr*.      2C  /=^  *  ^       (2Cr  +  A) 


V  2CG« 


2CG«  -t-  A* 
A<fr  2CA  dr 


2Cv/—  G«  4-  2Ar  +  2Cr«       2C  v/^I^ïc  V^^^^^  ^—  G«  -+-  2Ar  +  2Cr« 

Uéqoation  (16)   donne   immédiatement    /  +  t   sous  forme  réelle  s» 
^ —  2C  est  réel,  ou  si  G  est  négatif  ;  on  sait  qu'alors  la  trajectoire  est  une 

ellipse.  Si  G  était  positif,  ^—  2C  serait  imaginaire  de  la  forme  p  ^— i  ; 

2Cr  -♦- A 
mais  en  même  temps  -j=====,  serait  un  nombre  supérieur  à  Tunité,. 

V'^CG*  -+-  A* 

et  l'arc  correspondant  à  ce  cosinus  étant  un  nombre  imaginaire  de  la  même 

fonne»  le  rapport  ne  contiendrait  plus  v'^^  ;  on  pourrait  d'ailleurs  éviter 

les  imaginaires  en  introduisant  les  logarithmes  au  lieu  de  Tare  cosinus» 

Nous  nous  bornerons  ici  A  développer  les  calculs  dans  Thypothése  de  la 

tnijectoire  elliptique. 

Posons 

(17)  C08U== -7=^=.. 

V^2CG«4-A« 

on  en  déduit 


•^»  =  0-ÊtS=  V^îcgîTâï^-'^'-*-'*'-^''''*' 


et,  substituant  dans  (16), 


ou  enfin 
(18) 


,  .  V2CG*  -h  A«  .  A 

2CV— 2C  2CV^^^lC 


—  y  i  4- -;^sinu  =  ^— j-î-(<  +  t). 


Si  dans  l'équation  (18)  on  fait  u  =  0,  on  a  /  =  ~  t. 

La  constante  t  prise  négativement  est  donc  la  valeur  du  temps  pour  la* 
qlielle  la  variable  u  se  réduit  à  zéro. 

Connaissant  u  en  fonction  du  temps  /,  on  déduira  les  valeurs  de  r  de  Té- 
quation  (17),  puis  Téquation  (15)  fera  connaître  Tangle  (,  qui  achève  de  dé* 
Unir  la  position  du  mobile. 


■OTfElEST  DX5  POCiT 


l'^ifiii  iiMijin  fi  I    i^z^eAYescealLnâté  relatife  de  Fdlipse, 
Hfmltàamfftmiat  de  li  OHBbe eslêgd à  U deaiî-fiomiiie 


K-v^'-v^)"'" 


ijprlwT  c  rooeBUiôtê  et  c  le  déni  gnod  ne;  réquatioD  (18)  denea- 


Lnesfteàexpnner  leswnblesrelCen  fooction  de  la  variable 
Or  <•  a,  en  mohaat  rcii|intîoo  (17)  par  rapport  à  r. 


1       \:fCC«-i-Â« 


ceosai 


hMV  ma-  iDK  reiatkMi  «ntrv  I  et  s,  reportoos-nous  à  réqoatioo  (15),  M 
Dcai  araa  dè}i  dt>luit 


fin  :  -  ^  =  — .  

1  \  A«  -h  iCC« 


et  à  réquitioD  ,17  .  d*où  nous  i^xmis  tiré 


Multiplions  la  pr«niièr«  de  ces  deux  éqiiatioos  par  r,  la  seconde  par  a,  et 
diTÙoQS  ensuite  la  première  par  la  seconde.  H  Tîâidra 

rsin  :  — ^  G  A 


âsinac 


o  \  —  eC  .  /—  2CG« 


N/i 


Or  ~  est  le  paramètre  de  Fellipse,  oa  l'ordonnée  an  foyer,  OQ  enûi 
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5*  2G6*  < 

— «  en  appebnt  fr  le  demi  petit  axe  ; ^r  ^^^  ^E^^  à  i  —  e*.  Donc  enfin 

a  A 


^         __     \a)     _        6«        _ 


\/= 


et  par  conséquent 


2CG»       ^i— c«        flV^  — «* 
A« 


r8in(Ç  — ^0  __  6 
asinti  a' 


=  6. 


146.  Soit  A  A'  le  grand  axe,  0  le  foyer,  G  le  centre  de  l'ellipse  décrite 

par  le  mobile.  Pour  une  quelconque  de  ses  positions  M,  on  a  0M=/  et 

MOA  =  ?;  —  j^.  Donc 

MP  =  rsin(ç  — ^/. 

Sur  AA'  comme  diamètre,  décriTons  une  drcanférence  et  prolongeons 

Tordonnée  PM  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  circonférence  en  N.  On  sait 

PM  h 

*iue  le  rapport  ^  est  constant  et  égal  à  -  ,  fr  étant  le  demi  petit  axe  de 

l'^Kpse. 

L'ordonnée  du  cercle  PN = GN  sin  NCA  =  a  sin  NG A ,  et  par  suite  u = NGA . 

L^angle  u  est  compté  à  partir  du  grand  axe  GA,  dans  le  sens  du  mouve- 
n^nt,  autour  du  centre  de  Tellipse.  Les  angles  C — ^  et  u  passent  à  la 
fois  par  les  valeurs  0,  if,  2ir,  Sw, ...;  ils  ne 
aiftèrent  que  pour  les  valeurs  inlermé- 
^^'«'es.  Inéquation  (19)  donne  l'angle  u  en 
foncticn  du  temps  I;  l'équation  (20)  fait 
^suif  e  connaître  le  rayon  r  =  OM  ,  et 
^'équation  (21)  l'angle  Ç  —  ^= MOA. 

^^  peut  remarquer  que  l'équation  (20)  a 
^^  interprétation  géométrique.  La  demi- 
-J^^nce  des  foyers,  OG,  est  égale  à  ae. 
"'ailleurs  CN  =  a.  el  l'angle  OGN  est  égal  à 
*•  î^rojetons  le  point  0  en  D  sur  le  rayon  GN. 
J;^^*s  aurons  GD  =  GOcosm  =  ae  cosu.  Donc 
?^=ia(l  —  ecosa).  et  DN=r  =  OM.  Le  point  D  est  situé  sur  une  circon- 
^^nce  décrite  sur  GO  comme  diamètre  ;  de  sorte  que  les  rayons  vecteurs 

^*  issus  du  foyer  0,  sont  respectivement  égaux  aux  segments  DN  inter- 
^I**és  entre  les  deux  circonférences  OG  et  AA',  sur  les  rayons  correspon- 
^^ts  GN,  issus  du  centre  G. 

^our  trouver  à  un  instant  donné  la  position  du  mobile  sur  l'ellipse,  on 

^  t^ésoudre  l'équation  transcendante 


Fig.  91. 


U2) 


«  — «8ini<  =  vA  — î— » 


V^ 
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qu^on  peut  écrire  plus  simplement 

(23)  M  —  csiiiii^ii/4-«f 

en  appelant  n  le  moyen  mouvement  du  mobile  autour  du  centre  d*attraction, 
c'est-à-dire  le  quotient  de  la  division  de  Se  par  la  durée  T  d'une  réTolulion 
entière.  Augmentons  en  effet  Tangle  u  de  2ir  dans  Téquation  (19),  €L  soit 
T  la  durée  de  la  révolution.  On  aura  à  la  fois 

u  —  csina  =  vA— ==- 
^      y/S* 

«t 

M  +  2^  —  csinu  =  v^  î-i^l^; 

•donc,  en  retranchant, 


il  en  résulte 


27C  ./a 


Le  moyen  mouvement  n  et  le  demi  grand  axe  a  sont  donc  liés  ensenibb 

par  réquation 

»*a5  =  A. 

Faisant  de  plus       _!    =nT  =  <x,  on  parvient  à  Téquation  (25).  L* 

-constante  a  serait  nulle  si  Ton  comptait  le  temps  à  partir  de  l'instant  oik 
le  mobile  passe  au  sommet  A  de  l'ellipse. 

1  i7 .  Pour  résoudre  cette  équation,  on  peut  employer  une  méthode  géo- 
métrique. 

Sur  une  droite  indéfinie  xy  faisons  rouler  une  circonférence  aa'  de=- 
rayon  oa  égal  à  Tunité.  Le  point  p  de  cette  circonférence  décrira  une 

cycloïde  qpr;  nous  représentons 
-«::-  seulement  Tare  compris  entre  le 
r  point  de  rebroussement  q  et  le 

""^  sommet  r  de  cette  courbe. 

Considérons  un  second  point nv 

-jr    placé  sur  le  rayon  op,  à  une  dis — 

_  tance  om=c.  Ce  point  décrira 

^  ^  *"  «  y     dans  le  mouvement  du  cercle  un^ 

Wg.  w.  cycloïde  allongée  ni'mm' ,  to«»' 

entière  comprise  entre  les  paraV 
âèles  mV,  n''m*;  Tare  m'mm'^  se  prolongerait  au  delà  du  point  m'  par  un 
arc  symétrique  par  rapport  à  la  droite  rs,  puis  Teusemble  de  ces  deos 
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arcs  se  répéterait  indéfiniment  comme  les  arcs  successifs  de  la  cyclolde 
cUe-méme. 

Cherchons  les  coordonnées  du  point  décrivant  m  en  fonction  de  Tangle 
^^a  =.  M,  dont  le  cerde  tourne  pendant  que  le  point  p  décrit  Tare  qp^  et 
que  le  point  m  décrit  l'arc  m'm\  comptons  les  abscisses  x  à  partir  du 
point  q  sur  Taxe  xy,  et  les  ordonnées  y  à  partir  du  même  axe  sur  des 
perpendiculaires.  Nous  aurons 

x  =  qt  =  qa  —  ta  =  êvcap  —  ta  =  u  —  omxsintt=t<  —  e%mu, 
y  =  nU=^oa  —  omcosu  =  1  —  ecosu. 

Comparons  ces  équations  aux  équations  (23)  et  (20).  Nous  en  déduirons 

les  relations 

11/  -f-  «  =  ar, 

r 

â  =  'J- 

La  courbe  cydoldale  m'mm'  une  fois  construite,  on  aura  la  valeur  de  ti 
en  fonction  de  /  en  coupant  cette  courbe  par  une  verticale  ayant  pour 
abscisse  ni  +  a,  ou  simplement  ni,  si  Ton  convient  de  compter  le  temps  à 
partir  de  Tépoque  du  passage  du  mobile  au  point  A,  auquel  sur  l'épure 
correspond  le  point  q.  D'après  Tinspection  seule  de  la  courbe,  â  chaque 
tileur  du  temps  correspondra  une  valeur  réelle  pour  Tangle  u=poa,  et 
une  seule.  L'ordonnée  y  correspondante  fera  connaître  la  valeur  correspon- 

r 
Mante  du  rapport  -• 

Une  construction  simple  donne  sur  la  même  figure  Tangle  C — (^.  On  acn 
enet(21) 

asinii  a 

Au  point  m  élevons  sur  op  une  perpendiculaire  mf,  et  prolongeons-la 

jusqu'à  la  rencontre  en  k  avec  la  droite  xy.  Prenons  1»/=  ^1  —  e^*  On  a 

dans  le  triangle  mth 

nU=^mhx  sinmhl  =  mAsinti, 
ou  bien 

y=-=  inAsioii. 


Donc 

r 


=  m/u 


asinu 
Substituant  dans  (2i),  il  vient  la  relation 

mA8in(Ç  — y')  =  m/'. 
Au  point  f  élevons  donc  sur  m/  une  perpendiculaire  fq^  et  coupons  cette 
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perpendiculaire  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  m  comme  centre  a^ec 
mh  pour  rayon.  L*angle  fmg  sera  le  complément  de  C — (t- 

La  résolution  de  Téquation  transcendante  u  —  esinti=  lU  -t-  «  a  exercé 
les  analystes  ;  la  êérie  de  Lagrange  permet,  lorsque  e  est  inférieur  à  une 
certaine  limite,  d'exprimer  u  en  fonction  de  t  par  une  série  conyergente. 
Si  e  est  très  petit,  on  peut  trouver  ti  en  fonction  de  t  par  approximations 
successÎYes,  conformément  au  tableau  suivant,  qu'on  peut  prolonger  aussi 
loin  qu'on  voudra  : 

u,  =  ;t/  -|-  a, 

u^=  tU-h  a-\-  esintii  =  ni  -|-  a  -h  «sin  [nt  +  a), 

u,  —  91/  +  «  +  csinii^  =  fi/  -f-  «  -j-  csin  [[tU  -t-  a)  -h  «sin  [ni  ■+-  a)]. 


286.  Cherchons  enfin  à  exprimer  la  fonction  e  en  fonction  de  la  varia- 
ble u.  Pour  cela,  il  sufGrait  de  se  reporter  à  l'équation  (8),  et  de  rem- 
placer les  variables  9,  4'  et  r  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u.  Mais  il  est 
plus  simple  de  procéder  comme  il  suit. 

Nous  avons 

de^dx 

dx'^  dt' 

de  _fly 
(hj  "  dt' 

dQ_fh^ 

dz  ~~  dt  ' 

Multiplions  la  première  par  dx,  la  seconde  par  dy,  la  troisième  par  </:  ef 
ajoutons.  11  viendra 


dl* 


\hn 


en  appelant  V  la  vitesse. 
Mais  l'équation  des  forces  vives  nous  donne 


Donc  enfin 


Cela  posé, 


donc 


\«  =  —  -h  C€. 
r 


dQ  =  rI^^^  2C<tt. 


u  —  esm  li  :=  n/  -f  a, 
dui,\  —  ecosu)  =  ndt. 
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D*ailleun  . 

r  ssa(i  —  «costt). 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  en  de,  il  vient 

.^  __  ikdu(\  —  gçQStt)      2C</tt(i  — gcosii) 
na  (1—ecosttJ      '"  n 

=  —  rfM-f  —  (1— ecosujdn. 
Nais  A  =  fl•a^  et  —5g  =  a.  Donc 

a 
et  enûn 

</e  =  ina*du  —  jm"!!  — -  0CO8u]<lii  =  na*</ii  4-  na'tfcos  udu. 
Ou  en  déduit  en  intégrant 
(24)  e  =  lîû'  (  M  —  Wq)  +  "«'^  (sin  11  —  «in  uj , 

Ko  étant  une  valeur  arbitraire. 

448.  La  solution  que  nous  venons  de  développer  trouve  son  application 
dans  la  Mécanique  céleste,  lorsqu*on  cherche  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  unique  autour  du  soleil. 

La  constante  A  est  alors  égale  à  f^,  /"  étant  lattraclion  de  l'unité  de  masse 
sur  r  unité  de  masse  à  une  distance  égale  à  Tunité  de  longueur,  et  ^  la 
somme  des  masses  du  soleil  et  de  la  planète.  Le  plan  XOY  (ûg.  90)  est  le 
plan  fixe;  Taxe  OX,  la  droite  fixe; 

L*angle  9  mesure  la  longitude  relative  au  plan  fixe; 

L*angle  ^  est  la  colatitude; 

La  distance  r  est  le  rayon  vecteur , 

Le  plan  AB,  dans  lequel  s'efTectue  le  mouvement,  est  le  plan  de  Vorhite; 

L* angle  «>=  BAC  est  V inclinaison  de  Torbite; 

La  droite  OA  est  la  ligne  des  nœuds  ; 

L*angle  h  =  10k  est  la  longitude  du  noeud; 

Le  sommet  de  Tellipse  le  plus  voisin  du  point  0  est  le  périhélie  de  la 
planète. 

L'angle  g'='â  —  9  est  la  longitude  du  périhélie  comptée  dans  le  plan  de 

i'orbite  à  partir  de  la  ligne  des  nœuds. 

La  distance  Tq  est  la  distance  de  la  planète  au  soleil,  à  son  passage  au 
i^hélie. 

^  constante  —  t  est  la  valeur  du  temps  qui  correspond  au  passage  de  la 
P'^uète  au  périhélie. 

T.  —  aie.  coLLi«K03r.  18 
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L'angle  u  esl  Tanomalie  excentrique. 
L'angle  (ï  —  g')  esl  Vanomalie  vraie. 
A  la  place  de  l'angle  consUat  i,  '^n  peut  racitre  ii 
r  équation 

devient 


L'angle  u  esl  compté  dans  le  plan  de  l'orbite  à  partir  du  grand  ne 
de  la  trajectoire,  ou  du  rayon  qui  ya  au  pèriliêlie.  Pour  t  =^Q.  on  ann 
■  =^g' +  Ua  — esinug,  et  absiraclion  Taile  du  terme  correclit  «sinus, 
t  :=  (^  +  Ug.  Or  çr'  est  l'angle  compris  entre  le  nyon  du  périhélie  et  la  ligne 
des  nœuds  :  i  représenle  donc  la  longitude  moyenne  correspondante  â  1=  U, 
ou,  comme  on  dil  en  astronomie,  la  longitude  moyenne  de  Càpoqut.  ià 
somme  ni  +  •  est  la  longitude  moyenne  de  la  planète  à  l'instant  I.  Eii 
§énéral,  lorsqu'une  quantité  variable  en  fonction  du  temps  est  etpriniêr 
par  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  du  temps  I,  chaque  terme 
de  la  série  constilue  une  inégalilé,  et  les  termes  en  dehors  des  signes  aou.' 
et  cosinus  [orment  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  variable. 


149.  Le  problème  du  mouvement  d'un  point  mnlériel  attiré  s 
ment  par  deux  centres  liies,  proportionnellement  aux  masses  des  cenins. 
d'altraclion  et  à  l'inverse  du  carré  des  distances,  a  été  résolu  pour  h  pre — 
mière  Tois  par  Euler,  à  l'aide  d'un  choix  convenable  de  coordonnées-  L.^ 
solution  qu'il  a  donnée  est  rapportée  par  Legendre  dans  le  premier  ratuDK^ 
du  traité  des  Fonctions  eltipttquei,  et  nous  renverrons  le  lecteur  )  t^^ 
ouvrage,  où  elle  est  eipost'c  dans  tous  ses  détails.  Nous  nous  bornerons  ic? 
â  Taire  voir  comment  le  problème  peut  (a—* 
mis  en  équation  par  la  méthode  de  Jacobi. 

Soient  A  et  B  les  deux  centres  d'altracli»»  '< 
prenons  ta  droite  AD  pour  axe  des  *,  et  Gui^^ 
l'origine  0  au  milieu  de  la  distance  AB,  qi»^ 
TOUS  représenterons  par  2a.  L'aie  des  xetTtt^ 
des  y  seront  deux  droites  rectangulaires  ékiéi^^ 
au  point  0  perpendicuLiiremenl  a  la  droite  f  —  i 
Kous  représenterons  par  A  et  B  des  qiuofiiés^ 
données,  proportionnelles  aux  masses  altnliutp=* 
aux  points  A  et  B.  Soit  H  le  point  atlu^— 
(  ;  la  fonction  des  forces  U  potui^  s'exprimer  pw  fc  ~ 


FiB-  93. 
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Les  coordonnées  du  point  M  attiré  sont 

OL  =  T,      LN  =  y,      NN  =  s, 

et  la  recherche  des  équations  du  mouvement  est  ramenée  à  l'intégration  de 
réquation  aux  dérivées  partielles  : 

C  étant  la  constante  arbitraire  de  Téquation  des  forces  vives. 

Ifous  transformerons  cette  équation  en  prenant  d'autres  variables,  savoir  : 

L*aDgIe  ?  du  plan  ANB  avec  le  plan  fixe  ZOX; 

La  distance  IIP  =  ON  du  point  M  à  Taxe  OZ  :  nous  la  représenterons 
par*; 

Enfm  la  distance  0?  =  z  du  point  M  au  plan  XOY  ;  cette  dernière  coor- 
donnée est  commune  aux  deux  systèmes  de  variables. 

La  transformation  s*opérera  donc  au  moyen  des  équations 

A*  =  x«  -f-  y*, 

3  =  3. 

Représentons  provisoirement  par  les  notations  (3~)>(^)>(j~)> 
les  dérivées  de  e  prises  par  rapport  aux  variables  ?,  h,  %\  les  notations 
2->  ^-«  ;t7'  ^^^  parenthèses,  représentant  les  dérivées  de  9  par  rapport 
aux  Yariablt'S  x,  y,  %.  Nous  aurons  l'identité 

Hais  des  équations  de  transformation  on  tire 

,         xdy  —  ydx 

''? = -x*^ir  ' 

n 

dz  =-r  dz. 

Substituons  dans  le  second  membre  de  Tidentité,  puis  égalons  séparé- 
ment  à  séro  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  ;  il  viendra  les  équations 


</e   _  y      /^\  .  */^\ 

dx  ""      x*'^y*\dfj'^h\dhj' 

de  _       X       /did\       y  (de\ 
dy  -  x*-{-y*\df)'^  h\dhj' 

de     /de\ 
s  =  [dl)' 
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Elevons  au  carré  et  s\joutons;  on  trouve 

aë'  ,  âê*  ,  59'_  x«-hy*  (dey    z^-hy*  fdey     (dey 

'iû'^  dy  '^  dz  ""(««-+-y«)«Uf/   "^      à*      \dhj  "^  V^'s/ 

et  l'équation  transformée  est 

ÂîisFJ  -^[dh)  +(31;  =T+T  +  *^- 

Dans  le  second  membre  on  peut  exprimer  r  et  t  en  fonction  de  fc  et  1,  au 
moyen  des  équations 

«  =  ^A»  -f  (a  +  »)■. 

Le  second  membre  est  indépendant  de  7.  Pour  satisfaire  à  Féquation  arec 
deux  constantes  arbitraires,  on  pourra  donc  poser 

e  =  *  +  F(A,  a). 

o  représentant  une  fonction  de  7,  et  F  une  fonction  de  h  dx  indépendante 
de  9;  et  pour  que  9  n'entre  pas  dans  l'équation  nux  dérivées,  on  fera 
<I>  =  U9,  H  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation  prend  alors  la  forire 

/  r(0  y       /ç^ \«  ^  2A  _^  2B  __  Uf  _^  ^^ 

Vf/A/        \dij        ^nt^[a  —  z]*       y//**  4.  (a  H- 3)«       '** 

OÙ  il  n'y  a  plus  que  deux  variables  indépendantes  h  et  x.  La  question  se 
trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème  de  mouvement  dans  un  plan  fixe  nieaé 
par  Taxe  OZ. 

Il  suffira  de  trouver  pour  cette  dernière  équation  une  solution  conte- 
nant une  constante  arbitraire  a;  car  si  e  =  F(/i,z,  a)  est  cette  solution, 
on  aura  pour  la  solution  générale 

e  =  ii?-+-F(/i,  s,  «), 

équation  qui  contient  les  deux  arbitraires  U  et  a. 
Pour  la  fonction  S,  on  aura  par  conséquent 

S  =  Uî»  +  F(A,  z,  a)— a. 
Les  dérivées  j~»  j-»  y  »  représenteront  les  vitesses  projetées  sur  les 
axes,  et  les  dérivées  jtj»  t-»  jt;»  égalées  à  des  constantes,  complélertsiA 
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les  équations  du  naouYement. 
L'équation  à  intégrer  est  de  la  forme 

si  l*on  prend  de  nouveHes  variables  imaginaires,  Ç  =  A  -4-  «  y^—  i   et 
%=zh  —  «v^— 1,  elle  se  ramène  à  la  forme  suivante, 

qui  est  intégrable. 

La  solution  conduit  à  des  fonctions  elliptiques,  que  Ton  ne  peut  exprimer 
8IUS  forme  finie.  Eu'er  était  parvenu  à  Tintégralion  directe  des  équations 
différentielles  du  problème  en  prenant  pour  variables,  p  eiq,  des  quantités 
liées  aux  angles  MBA  =  «»»  MAZ  =  <)>,  par  les  relations 

txng^o»  =  pq,      tang2f  =  ^. 

Ces!  cette  méthode  qu'a  développée  Legendre.  Le  même  problème  a  été 
traité  par  divers  géomètres,  entre  autres  par  Jacobi,  qui  y  a  appliqué  ses 
méthodes  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Plus  récem> 
ment,  M.  Serret  a  fait  voir  que  la  solution  s*achève  en  employant  les  coor- 
données elliptiques.  On  sait  que,  dans  ce  système,  chaque  point  du  plan  est 
déterminé  par  la  rencontre  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  homofocales, 
et  se  trouve  défini  par  les  paramètres  spéciaux  des  deux  courbes  qui  s'y 
coupent  à  angle  droit.  De  son  côté,  M.  Bertrand  a  fait  à  ce  problème  l'ap- 
plication de  la  méthode  fondée  sur  le  théorème  de  Poisson,  dont  il  sera 
question  plus  loin. 
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150.  Soient 

(«,  y,  z),  (x',  y,  »1,  (a:*,  y',  z"),  ... 

les  coordonnées  rectangles  de  n  points  mobiles; 

m,  fit  y  ^  f  **** 

les  masses  respectives  de  ces  n  points  ; 

X,  I ,  Z,     X ,  Y  ,  z ,     X  ,  I  ,  Z  , ... 
^  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces  qui  agissent  sur  eux. 
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Les  équations  da  moafement,  sa  nombre  de  5»,  seront 


^  =  T     /        pour  le  prfmîer  point; 
a/* 


0)  (    «^^=x 


m'  -j^  =  T'    /        poor  le  second; 


n^ —  V 

fit* 


Les  quantités  X,  Y,  Z,  X%  T\  Z%  ...  sont  des  fonctions  données  des  coor- 
données X,  y,  s,  x*,  tf,  z',  ...  de  tous  les  points  mobiles;  elles  peureotei 
outre  contenir  le  temps  L  On  appellera  fondkm  des  farces  une  Ibndioil 
telle«  qu*on  ail  identiquement 

V^H,      V-'^.      Z'-^ 
ï-  _-  '^'       Y.  -  ^l'        7.  _  ^0 


de  sorte  qu*on  ait  Fidentilé 


•  » 


le  temps  (  étant  toujours  regardé  comme  une  constante.  Lorsque  la  fonc- 
tion différentielle  XJx  -h  Y^y  -+-  Z^z  -h  X'^x'  -f-  •••  est  intégrable  a  /wîon. 
la  fonction  des  forces,  U,  existe,  et  les  équations  (1)  expriment  que  ks  pro- 
duits des  masses  des  points  par  leurs  accélérations  projetées  sur  les  axes 
sont  respectivement  égaux  aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  U. 

La  méthode  de  Jacobi  a  pour  objet  de  déterminer  une  fonction  S  da 
temps  (  et  des  coordonnées  x,  y,  z,  x',  y'.  z\  ,..  telle,  que  les  dérivées  par- 
tielles de  S  par  rapport  aux  3n  coordonnées  soient  respectivement  égaks  à 
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éix       du       dz        dsf 
B  jfTf  ^j^*  ^di*  ^''di*  *"'  ^^  ^^^  qu'on  ait  les  S»  égalités  sui- 

mates  z 


t^) 


dx 
'^St 

du 

rfS 

dt 
"'Si 

dS 
-Si' 

,dx' 
'^  di 

m' ''3^ 
"*   dt 

dS 

"^  dl 

fonction  S  doit  contenir  d'ailleurs  3n  arbitraires,  de  sorte  qne  le 
^^c^ope  (2)  représente  Tintégrale  première  du  groupe  (1). 
IHfTérentions  Tune  des  équations  (2),  la  première  par  exemple,  en  y  fai- 
^>^  irarier  le  temps  et  les  coordonnées.  Il  viendra 

^  rfS      ^  dfS  ^  rfS  ^  rfS 

#  3\  ^!!fL ^  _u      ^^  dx   ,       dx  dy   ^^     dx  dx 

l^)  ^d^         dT"^  'd^  di^    dy    di'^'WJl 

a^I^  d^  </  - 

_rfi  rfx' dx  djf  dx  di' 

8  cette  équation  remplaçons  jT^  ^^  in^  -tt-  •  •  •  P^r  leurs  valeurs 

du  groupe  (2)  :  nous  en  déduirons,  en  changeant  Tordre  des  dériva- 
partielles. 


,d%  /    dS  dS  dS 

il\  d^x  _      di        i  ['^  dxdS    ,       (/y  rfS   ,    ^  dz 

W      «^|i  —    (ix    "^mKdx    dx'^   dj,    dy^    dx 


^mf\dx    dx*^    dx    dy^    dx    di'/^      * 
^P^tion  qu*on  peut  écrire 

d*x_  d  /ds.  1  r fdsy  ,  fdsy  ,  fdsyi 

+4[(S)V(|)^(S)V-)- 


TIlEORËXS  DE  JACOBl 


4(f-z4[{2)V(i)V(S)' 


b   soinni?    ^  s'élendant  aui  n  points  m 


Ikinc  les  ronclions  U  et 


oui  des  dérivées  partielles  identiques  par  rapport  à  la  variable  z.  On  pron- 
verail  de  mèmii  qu'elles  ont  même  dérivée  par  rapport  ï  y.  par  rapport  i  :, 
par  rapport  i  x",  et  ainsi  de  suite  pour  les  3it  coordonnées  des  points  mo- 
biles. DoiiCMS  deux  fonctions  sont  ^ales,  h  moins  qu'elles  ne  difTérvnl 
d'une  constante  ou  d'une  fonclion  du  temps.  Mais,  comme  la  fonclioc 
entre  dans  le  calcul  seulement  par  ses  dériTêes  partielles  prises  rditin^ 
ment  aux  coordonnées,  on  peut,  sans  rien  changer  à  la  solution,  ajouter 
i  celle  fonction  telle  constant''  «u  telle  fonction  du  temps  qu'on  voudra,  ei 
chobir  cette  quantité  additionnelle  de   manière  à  annuler  la  difFéreDct 


entre  la  fonction  U  et  la  fonction  -t~  4 


.  On  a 


a  donc  l'équation 


PI 


f+i4[©'+(S'+(£n="' 


et  si  l'on  peut  trouver  une  fonction  S  du  temps  1  et  des  3n  coordonnées 
X.  g,  t,  ...  qui  satisfasse  à  celte  équation  avec  3n  constantes  irbitrairei. 
on  aura  les  intégrales  premières  du  problème  en  prenant  les  dérivées  par- 
tielles de  S  par  rapport  ù  chaque  coordonnée. 

I.il.  Lagrange  a  donné  le  nom  d  inléifrafe  complète  d'une  équation  va 
dérivt>es  partielles  du  premier  ordre  â  l'équation  qui  satisfait  à  l' équation 
proposée  avec  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  ;  a  de  variables  in 
pendantes.  Ici,  l'intégrale  complète  de  l'équation  (5)  contiendra  dou 
3fl  +  1  arliitraires,  puisqu'il  ;  a  5n  +  1  variables,  savoir  le  temps  f  et  Is 
3n  coordonnées  i,  y,  ■■■  Hais  l'équation  (5)  ne  contient  que  les  déritéai 
de  la  fonction  S  ;  de  sorte  que  toute  fonction  S  qui  satislail  i  l'équi 
donnée  y  satisfait  encore  quand  on  j  ajoute  une  constante.  L'une  de 
5n  -f- 1  constantes  est  djnc  une  constante  additionnelle,  qui  n'inJliK  pi 
sur  la  solution  et  qu'on  peut  omettre.  Les  Zn  autres  constaulei  sont  11 
seules  arbitraires  utiles. 

Soit  donc 


161 


S  =  F(M 


>.  a',  y,  i 


-i.l 


la  solution  de  l'équation  (5)  a-vec  les  Sn  arbitraires  s,,  s,.  ...  a„,  indé- 
pendamment de  la  constante  qu'on  pourrait  ajouter  k  U  fonction  F.  1^ 
dérivations  par  rapport  h  x,  y.  z.  ...  donneront  les  3n  équaliont  ^ 
groupe  (2).  Pour  compléter  la  solution,  il  faut  encore  trouver  un  pwp* 
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de  Su  équations  avec  3n  nouvelles  arbitraires.  Mais  Jacobi  a  fait  voir  que  ce 
second  groupe  peut  se  déduire  de  Téquation  (6)  en  prenant  les  dérivées 
partielles  de  S  par  rapport  aux  arbitraires  a^,  04,  ...  a,„.  Considérons,  en 
effet,  l'une  de  ces  arbitraires,  a,  prise  à  part.  S  étant  fonction  de  a,  mais 
U  ne  contenant  pas  cette  quantité,  prenons  la  dérivée  partielle  de  Téqua- 
tion  (5)  par  rapport  à  a  ;  il  viendra,  en  changeant  Tordre  des  dérivations 
successives, 

d^              /     d^          'd''-           d'^^X 
dot  _i   \i  1_  I  ^      dx       dS     dx       d^      d*\ ^ 

"Sr  '^ZâmXdi  "Sr  "^  dy  If  "^  di  "dT/  '^  *'' 

,        *    i  rfS     1  rfS  ,  ,  dx    dy 

OU  bien,  en  remplaçant  —  7-  *  —  7-  >  •  •  par  leurs  valeurs  jjf  jrt  •  •  • 

fit  ax    fil  ay  ut    (tt 

tirées  du  groupe  {%), 

dS  ,dS  ^dS  .  dS 

rf«    ,    yi      da  dx  dat  dy 

Hr^  ^  'dx   di  "^  If  dt 


da   ,    \ri      da  dx    ,       da  dy  dxdz  \ ^ 

dt   '^IT  dtj  ^^' 


Or  le  premier  membre,  multiplié  par  dt,  est  la  différentielle  totale  de  la 
fonction  ^,  quand  le  temps  augmente  de  sa  différentielle  di.  Cette  dif* 

ferentielle  étant  identiquement  nulle,  la  fonction  j-  est  constante,  et 

par  suite 

dS 

-y  =  constante 

Oa 

est  une  intégrale  du  problème.  On  aura  donc  les  3n  intégrales  qui  restent 
i  trouver  en  posant  les  3n  équations 

OÙ  Pt,  Pi»  . .  •  désignent  3fi  nouvelles  constantes. 

Lorsque  la  fonction  U  est  indépendante  du  temps  f ,  auquel  cas  Tinté- 
grale  des  forces  vives  a  lieu,  on  satisfait  à  Téquation  (5)  en  prenant  pour 
8  une  fonction  linéaire  du  temps,  plus  une  fonction  des  coordonnées. 
Posons  , 

17)  s  =  e-c/, 

e  étant  une  fonction  de  «,  y,  x,  «',  ...  indépendante  de  «,  et  C  une  des 
Sa  constantes  a.  On  aura  alors 

dS  ^ 
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et  -r  =  T~*"'  ^®  ^"^^  ^^'^^  suffira  de  changer  S  en  e  dans  le  groape(i). 
L'équation  (5)  devient  dans  ce  cas 

m   2i[(gr+{i)'+(?n-«i>'+«- 

li  suffira  de  trouver  une  fonction  e  des  coordonnées  x,  y^  ...  satisfai- 
sant à  cette  équation  (8)  avec  3n  — 1  constantes  arbitraires  «p  a,,... 

Les  dérivées  partielles   jT»  t~^  •  •  •  contiendront  les  3n  arbitraires  «j, 

«4,  ...  as».!  et  G,  et  donneront  les  valeurs  de  ir»  jt^  •••»  c*est-à-dire  les 

5n  intégrales  premières.  Les  3n  intégrales  définitives  s^obtiendront  en 

égalant  à  des  constantes  les  Zn  dérivées  -3—  «  j— ,  ...  -7 .  -=;•  Us 

ax,    aoL^  aotsu^t    dC 

3n  —  1  premières  sont  identiques  à  -7— ,  :ï—  ,  ...  ^ ;  la  dernière 

-^  est  égale  à  jF'~^>^'^  ^^^  4"^  ^^  dernière  des  équations  déûnitifa, 
la  seule  qui  contienne  le  temps,  prend  la  forme 

de     , 

T  étant  une  arbitraire. 

On  peut  observer  que  Téquation  (8)  n*est  autre  chose  que  Téquation  des 
forces  vives  ;  G  est  la  constante  qui  figure  dans  ceite  équation. 

La  méthode  de  Jacobi  s'applique  aussi  à  des  systèmes  soumis  à  des  liai- 
sons, mais  moyennant  qu'on  fasse  un  choix  particulier  de  variables  indé- 
pendantes les  unes  des  autres;  nous  nous  occuperons  de  ce  sujet  dans  le 
chapitre  suivant. 


CDAPITRE  II 


ton  DC8  EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  A  LA  FORME  CANONIQUE, 
ET  THÉORÈME  DE  JACOBI  DANS  LE  CAS  OéNÉRAL. 


appeHe,  en  général,  forme  canonique  d'une  fonction  ou  d*un 
ouations,  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ramener 
ion  ou  ce  groupe  d'équations  sans  lui  faire  rien  perdre  de  sa  gêné- 
équations  du  mouvement  d'un  système  de  points  dont  les  liai- 
ent être  exprimées  par  des  équations,  sont  réductibles  à  une  forme 
que  Lagrange  a  le  premier  indiquée,  et  que  Hamiiton  a  su 
ler  depuis.  On  y  parvient  facilement  par  la  méthode  suivante, 
ilus  rapide  que  celle  dont  Lagrange  avait  fait  usage. 
XMis  un  système  matériel  composé  de  n  points,  dont  les  masses 
fiti,  m,...,  mji.i  ;  les  coordonnées  de  ces  points,  au  nombre  de 
désignées  par 

«I  y»  »;   ^i.  Ui»  'i*'-'    xa-u  2/»-!f  311—1. 

&senterons  par  mX,  mY,  mZ,  m|X|,  m|Y|,  m,S|,...  ntn— iXn.i, 
,  ms.iZ»-i,  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces  qui 
ir  ces  n  points.  Les  quantités  X,  Y,  Z,  X^,  Y|....  Zn-i  sont  des 
onnues  des  coordonnées  x,  y,  s,  X|,  ^^j,...  «s-i,  et  peuvent  en 
enir  le  temps  U 

lûn 

L|  =  0, 

L,=  0, 


nations  entre  les  coordonnées,  équations  qui  peuvent  contenir 
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aussi  le  temps  <,  et  qui  expriment  les  liaisons  auxquelles  le  système  est  as- 
sujetti. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  se  déduiront  du  (héorème  de 
d*Alembert,  à  l'aide  de  l'équation  du  travail  virtuel  : 

La  somme  Z  est  étendue  aux  n  points,  et  les  variations  ^x,  ^y,  h.,,  s^ 
tisfont  aux  équations  L=0.  Le  nombre  des  équations  différentielles  dis- 
tinctes qu'on  en  déduit  sera  égal  à  ^  (III,  §  132). 

L^équation  (!)  peut  s'écrire,  en  séparant  les  forces  dans  un  membre  elles 
accélérations  dans  Tautre, 

Nous  supposerons  qu'il  existe  une  fonction  U  telle,  qu^on  ait  identique- 
ment, en  différentiant  la  fonction  U  sans  faire  varier  le  temps  <,  opénlkn 
que  nous  indiquerons  par  la  caractéristique  ^, 

(2)  5U  =  2  m  [\Sx  4-  YSy  -h  Z^»). 

D  sera  la  fonction  des  forces;  on  en  déduit  mX=rf  —  J,  m\:=(  j- ),etc., 

de  sorte  que  les  composantes  des  forces  données  seront  les  dérivées  partiel- 
les de  cette  fonction  par  rapport  aux  coordonnées. 

On  peut  donc  remplacer  par  ^U  le  second  membre  de  Téqualion  (1  hû). 
Quant  au  premier,  on  le  transforme  d'une  manière  analogue  en  introdui- 
sant la  force  vive  2T  : 

i^>       •"=  s- [(!)■+ (t)V(S)l 

Faisons  pour  abréger 

^-^,      %_y,      ^_w 
c//""^'     df^^'     dl-^' 

l'accent  indiquant  ici  îe  rapport  de  la  différentielle  totale  de  la  variable  qui 
en  est  affectée  à  la  différentielle  du  temps^  ou  la  vitesse  de  cette  Ta^iabl^ 
Il  viendra 

{Ztns)  2T  =  ^l'»  (^  +  y'*  +  -'•). 
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et  tirant  de  cette  relation  les  dérivées  partielles  deT  par  rapport  aux  ?aria- 
bles  immédiates  sf^  y',  %'  qui  y  Ggurent,  on  aura 

pois,  difTérentiant  ces  dernières  équations  et  divisant  par  di^ 

=  m  -rr  =  m  T-T-  = ..       • 


di  dt  dl*  dl 


De  même 


d*y 


'(S) 


dl*  dt 

d 


d»z 

m-5rn   = 


(^.) 


dl*  dl 

Substituant  dans  Téquation  (1   bit),  nous  obtiendrons  Téquafion  trans- 
formée 


..   s[^-#..iP. 


=  oU. 


La  somme  I  s*élend  aux  n  points  mobiles,  dont  chacun  fournit  à  Téqun- 
tîon  trois  termes  semblables  à  ceux  que  nous  avons  écrits. 

Souvenons- nous  que  la  notation  (--fj)  représente  la  dérivée  partielle 

de  T  par  rapport  à  xf,  déduite  de  Téqualion  (5  hU)  \  les  caractéristiques  d 
sont  les  signes  de  la  différentialion  totale,  le  temps  étant  regardé  comme  la 
seule  variable  indépendante  ;  les  caractéristiques  i  indiquent  aussi  une  dif- 
férentiation  totale,  mais  lorsque  le  temps  t  est  regardé  comme  constante. 
La  principale  difficulté  des  transformations  analytiques  qui  vont  être  déve- 
loppées résulte  des  points  de  vue  divers  auxquels  on  doit  se  placer  pour 
opérer  ces  dérivations  et  ces  différentiations  successives  ;  nous  éviterons  la 
confusion  dans  les  résultats  en  employant  autant  que  possible  des  notations 
spéciales  pour  représenter  les  diilérentes  opérations  à  exécuter. 

155.  Proposons-nous  de  changer  les  variables  x,  y,  «,...  en  d^autres  va- 
riables qi,  ç,,...  qi^  au  nombre  de  k.  Les  3n — k  équations  de  liaisons  per- 
mettent, par  exemple,  d'exprimer  3n-A^  des  coordonnées  x,  y^  «,...  ea 
foQction  des  k  coordonnées  restantes,  lesquelles  demeureront  indépendan- 
tes comme  s'il  s'agissait  d'un  système  de  points  libres.  On  peut  au^i 
exprimer  les  k  coordonnées  restantes  en  fonction  de  k  autres  variables,  ce 
9ui  revient  à  exprimer  les  5A  coordonnées  x,  y,  «...  en  fonction  de  k  varia- 
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blés  nouyelles,  91,...  qu,  qui  resteront  indépendantes.  Cette  seconde 
marche  présente  plus  de  symétrie  que  la  première.  Il  est  possible  (fiil- 
leurs  que  le  temps  t  figure  dans  les  équations  L  =  G»  et  qu*il  subsiste 
dans  les  équations  qui  expriment  x,  y  ei  x  en  fonction  des  ç,  de  sorte  que 
nous  poserons  d*une  manière  générale,  comme  type  des  équations  qui  m- 
Tent  au  changement  de  variables,  la  formule 

La  lettre  accentuée  q'  indiquera  encore  le  rapport  ^  dq,  ou  la  TJtesse 
de  la  variable  q.  Cela  posé,  différentions  Téquation  précédente  et  divisons 
par  d^;  il  viendra,  en  représentant  par  les  notations  -iri  ^«  1^  dériTées 
partielles  de  x  par  rapport  ht  ou  h  q, 

-rfx  =  ^  =  ^  +  3^V'.+3^^9'.+--+^ç',. 

Cette  équation  montre  que  x',  fonction  du  temps  (,  des  nouvelles  coordoo- 
nées  q  et  de  leurs  vitesses  ç',  est  linéaire  par  rapport  aux  vitesses  ç";  onen 
déduit  par  conséquent,  en  prenant  la  dérivée  partielle  de  af  par  rapport 
à  Tune  quelconque  des  variables  q\  par  rapport  à  ^t  par  exemple, 

dx^ dx 

d^t~"d^i' 

//T  //T 

Cette  relation  va  nous  sernr  à  trouver  les  valeurs  de  -j-r  et  de  1—' 

dq'i  dqi 

dont  nous  aurons  besoin  pour  transformer  Téquation  (4). 

Il  vient  d'abord,  en  observant  qu'en  vertu  de  Téquation  (3  his),  T  est 

une  fonction  de  x\  y\  z\  et  que  ces  variables  s'expriment  en  fonclion  des 

ç  et  des  ^  , 

dr,      ^\\dx')dcr.-^\dy')dq'^-^  WWrf^'J' 

.  .-  .        ^  dxf  dx      du'  du 

et  par  suite,  en  remplaçant  -j-r  par  -z — ,  -r^  par  -h^,..., 

dq'i   *^      dqi     dq  t   ^      dqi 

^^)  dg', - 2j  \\dx')  dg,  +  [dH')  dg]  +  [dl^Jd^J' 

les  sommes  Z  s'étendant  à  tous  les  points  du  système. 
On  aurait  de  même,  en  prenant  la  dérivée  de  T  par  rapport  à  qt, 

dqt  "  ^  LW^V  dg^  "^  UW  dg^  +  \  d,')  dg,\ 


À  LA  FORME  a>'ONIQUB.  287 

(dT  \   daf 
-j-,]  -7—  daiû  le  second 

membre  de  cette  équation.  Pour  le  transformer,  prenons  dans  Téquation 
écrite  plus  haut  la  dérivée  partielle  de  a/  par  rapport  k  qt;  iï  viendra 

^        d±  d^  d^  d^ 

oa  bien,  en  intervertissant  Tordre  des  dérivations, 

,  dx_  j  dx  ,  rfx  ,  dx 

dx'  dq^  dq^  dq^  dq^ 

On  aurait  de  même 

d^  d^  d$L  a^ 

,   dx  .  di  ,  di  .   di 

a  -y—  d  -r—  a  -j—  d  -3— 

Substituons  dans  -t—;  il  viendra 


(•) 


?, = 2  j  (S)  L-jt  + ''« -35?  +  '  •  ' J 


+ 


Or,  si  Ton  différentie  Téquation  (5),  et  qu*on  divise  par  <f<,  on  obtient  Té- 
quation  suivante, 

rf-^  I  Vd^  d^  1      d(^\       I 

en  n*écrivant,  pour  abréger,  que  les  termes  fournis  par  le  premier  terme 
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de  l'équation  (5)  ;  Téquation  complétée  deyrait  contenir  3ji  —  i  dooblei 
termes  semblables  à  celui  qui  est  écrit. 

On  retrouve  dans  (7)  les  termes  mêmes  du  second  membre  de  (6).  Résol- 
vant  l'équation  (7)  par  rapport  à  la  somme  de  ces  termes,  il  nent 


s(£) 


,  dx 
dT 


,  dx 


dT 


di  Zà 


dt      dql 


et  enfin»  en  vertu  de  l'équation  (6), 


dt 


-S 


^  \dx')  dx      dX 


Vi 


dt 


dq^      dq* 


ou  bien  encore 
(8) 


c/T 


^_  dT__yi   ^\d^)  ax 
dt  dqi"  Zà        dt        dq* 


dx 


la  somme  z  du  second  membre  comprenant  en  tout  3ib  termes  sembb- 
blés  à  celui  qui  est  écrit. 

L'équation  (8)  nous  fournit  en  réalité  k  équations,  en  donnant  à  i  loutrt 
les  valeurs  entières  de  1  à  Àt.  Multiplions  i'équalion  (8)  par  ^ç< ,  puis  faisons 
la  somme  des  A  équations  ainsi  préparées  ;  il  viendra 


d\ 


"^^i       dï 


i  =  k 


dt 


wj'''=  S  S 


<  =  1 


\drj  dx  ^ 
'~dt~  d^.  '^< 


le  2  sans  indices  s'appliquant  aux  Zn  coordonnées  x,  y,  s,...  Si  l'on  inlcr- 
verlit  les  deux  sommations,  on  aura 


'=»  .i('" 


SS 


dx')  dx  . 


<  =  1 


dl        dg^ 


9t 


=  2 


^        \(ixy  [ dx  ^      .   dx 


dl      irf^ '?' +5;^  *»*+•• 


■S''') 


(S) 


(It 


Sx, 


c'est-à-dire,  on  retrouve  la  somme  même  qui  forme  le  premier  nie»^*^^ 
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réqnation  (4)  ;  cette  somme  est  égale  à  ^U,  et  par  conséquent  on  obtient 
réqualion 

dï 


m 


i  =  l 


iU, 


équation  où  la  fonction  T  est  supposée  exprimée  en  fondions  des  q  et  des 
^,  et  la  fonction  U  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées  q  seulement. 

Les  nouvelles  coordonnées  étant  indépendantes,  par  hypothèse,  les  iq  sont 
arbitraires,  et,  par  suite,  1  équation  (9)  fournit  k  ^nations  distinctes,  de  la 
forme 


(10) 


dg'^ 


dt 


El 
^9i 


du 


C*est  la  première  forme  canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  les  équations 
du  mouvement.  La  méthode  se  résume  dans  le  choix  de  k  coordonnées 
indépendantes,  Ç|,  9,,...  9^,  en  fonction  desquelles  on  exprime  la  fonction 
des  forces,  U;  on  appelle  ensuite  q'i,  g't»***  Ç'^*  l^s  vitesses  de  ces  nou- 
?enes  coordonnées,  et  on  exprime  la  demi-force  vive  T  en  fonction  de 
9i»9i«-*»  9k*  ^^  ^^  9'a*  ^'t*"*  ^t'  ^"  forme  au  moyen  des  équations  qui  don- 
nent U  et  T  les  dérivées  partielles  de  U  par  rapport  à  9it  ^f*  9^^  et  les 
dérivées  partielles  de  T  par  rapport  à  ç^  ç,,...  q^^  et  à  q\t  c'a»-.-  ç'i^. 

On  substitue  dans  les  k  équations  (10),  et  on  a  les  ^  équations  différentiel- 
les du  mouvement,  qu'il  reste  à  intégrer. 

Remarquons  que  les  équations  (10)  subsistent  encore  lorsqu'il  n'y  a  pas 
de  fonction  des  forces,  c*est-à-dire  lorque  la  fonction  I  mÇLix  -h  Yiy  +  Z^z) 
n'est  pas  une  différentielle  exacte.  11  suffit,  en  effet,  d'exprimer  cette  somme 

en  fonction  des  variables  q  et  èq,  et  de  regarder  -j^  oonune  le  coefficient 

de  èq^  dans  le  développement  de  cette  somme. 


EXIHPLE.   —  MOUVElfBIT  d'uH  POINT  PB8ÂRT  8UB    UHI   SPHiRB  nXB. 


Fig.    Ô4. 


T.  —  hAc.  coluokmi. 


154.  Prenons  pour  axes  la  verticale  et  deux 
—  droites  horizontales  rectangulaires  se  coupant 
au  centre  0  de  la  sphère.  Le  sens  positif  de 
l'axe  des  z  sera  supposé  descendant.^  Les  co- 
ordonnées rectangulaires  du  point  M  seront 

X  =  OR,        ^  =  RP,        »  =  PM. 

Nous  y  substituerons  les  coordonnées  indé- 
pendantes qui  suivent, 

10 
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9i  r=  angle  AOS,  longitude  du  point, 
^^= angle  SOM,  latitude. 

Le  rayon  OA  de  la  sphère  étant  pris  ponr  unité  de  longaeur,  et  la  mass 
du  point  pour  unité  de  masse,  on  aui^ 

X  =^008  7t  ces  9|,  U  =  pz=  ^  sin  g^ 

y  =  cos  çt  sin  ^i, 
z  =  sin  q^. 

D'où  résultent  les  vitesses 

a:'  =  —  sin  7t  cos  7i  X  ^1  —  C08  7,  sin  q^  X  q\, 
y'  =  —  sin  7t  sin  Çi  X  ç'i  +  oos  ç^  cos  ^j  x  q'^ 
%'  =  cos  9i  X  4%^ 

La  demi-force  vive,  T,  sera  égale  à 

T  =  4(*^  +  y^  +  *^)  =  t^.«-f-Jco8ViX7'i*; 


donc 


dqr  '  Wi 

g=C08Ç,8inç,XÇ|^  ^^: 


de  plus 


dqi  *  rfjf. 

Les  équations  du  mouTement  seront  donc 

d(^,cosV,) 

di         """• 

^^  ~  cos  9t  sin  9,  X  /i*  =  î7  cos  7,. 

La  première  équation  intégrée  donne 

9',  cos  *7t  =  C. 
Substituant  dans  la  seconde  équation  celte  valeur  de  ^'i,  il  vient 

-57  —  cos  7,  sin  g,x  — j—  =  ^  cos  g,, 
dt  ^'      ^'     cos^s      ^       *** 


ou  bien 

<//       ^  cos^^t 


—  C« — r^  — ^cosg,  =  0, 


équation  du  second  ordre  en  9,,  puisque  ~  est  égal  à  ~^ 
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155.  Lorsque  les  équations  des  liaisons,  L^  =  0, ...  ne  contiennent  pas 
i    explicitement  le  temps  t,  on  peut  simpliûer  les  équations  (10)  et  les  rame- 
à  une  forme  plus  symétrique  et  plus  élégante.  On  y  parvient  en  chan- 


femt  encore  de  variables,  et  en  substituant  aux  ^  variables,  ç  et  g'  =  •—-, 
dont  on  8*est  d*abord  servi»  Si  autres  variables  9  et p,  ce»  (kniéfe»  vari»- 
liles  étant  égales  aux  dérivées  partielles  ^. 

La  fonction  U  étuit  exprimée  en  fonction  de»  variables  f  seules»  le  chan- 
gement de  variables  est  indifférent  pour  elle,  et  ses  dérivées  partielles  -f 

(f    sont  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes. 

D  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction  T.  Dans  le  système  des  variables 
f  et  ç',  cette  fonction  a  des  dérivées  partielles  représentées  par  les  synbo- 

les^  et  ^.  Dans  le  système  des  variables  q  et  p,  elle  aura  d'autres  déri- 

, qu'on  représentera  pa)r  les  symboles  (  ^  j  et  (j-j  entre  parenthèses, 

pour  éviter  toute  confusion. 
Nous  avons  posé  Téquation  générale 


(")  p*=$.' 


en  fonction  de 


qui  déûnit  les  variables  p^,  et  qui  exprime  les  dérivées  — 

ces  nouvelles  variables.  Cherchons  maintenant  les  dérivées  ^-  en  fonction 

de  p^  et  de  q^.  On  y  parvient  très  rapidement  par  la  méthode  suivante. 

La  fonction  T  étant  exprimée  en  fonction  des  q  et  des  q*,  diftérentions 
cette  fonction  en  ne  faisant  varier  que  les  q'.  Nous  représenterons  par  la  ca- 
rectéristique  d  la  différentiation  faite  à  ce  point  de  vue  particulier. 

flous  aurons 

OU,  en  remplaçant  -^  par  f/, 

(12)  *T  =  f/téq\  -f  P'.dç'f  •+-       •  •  -H  p/dg^'. 


f&l 
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MaisT  est  la  demi-force  vive  du  système.  Les  liaisons  L,  =0,...  étant  sup- 
posées indépendantes  du  temps,  les  coordonnées  primitives  x,  y,  2...  s'ex- 
primeront aussi  indépendamment  du  temps  <,  en  fonction  des  notirelh 
Tariables  9i>  Çf*  Çj^*  P^r  suite,  on  aura  les  viteues  des  coordonnées  par 
des  équations  de  la  forme 


dx  dx 


dx 


<;*est-à-dîre  que  les  af  seront  des  fonctions  homogènes  du  premier  degré  des 

variables  q',  La  demi-force  vive,  T  =  ^  ^  tfi(a^  -f  y^  4-  «'«),  senidooc 

aussi  une  fonction  homogène  du  second  degré  des  variables  q'.  Le  ihéortm 
dei  fondions  homogènet  donne  Téqualion 


ou  bien 


(13) 


''-^^^+W^*^"'-^^/^ 


2T  =  p,  7'i+P«/i-h.  .  .  .  -hptq'n' 


Différenlions  celte  équation  sans  faire  varier  les  variables  q  ;  il  viendn, 
en  employant  encore  la  caractéristique  d, 


(1*) 


2dT  =  (;;,  d^',  4-p,dv',-f  .  .  .  .  -f  p^dç'i^) 
H-  (<7i'd/>,  -t-  q'tdpt  -f  .  .  .  .  +  y'*  dp^). 


La  première  parenthèse  étant  égale  à  dT  en  vertu  de  Téquation  (13),  Û 
vient  aussi 


(15) 


g\  dpi  H-  9'sdpi  4-  .  .  .  .  -f  v't  dp^  =  dT. 


Donc  q\  est  la  dérivée  partielle  de  T  par  rapport  à  pi,  ç^,  la  dérivée  par 
rapport  à  p„...  q'^  la  dérivée  par  rapport  à  p^,  et  enfin  on  a  géomleoiefll 


<16) 


(!;)=''.■ 


cjirlion  qui  fait  connaître  q'^e^^  fonction  des  nouvelles  variables. 
T  étant  exprimé  en  fonction  des  q  et  des  p,  on  a  identiquement 


rfT_/c/T\      r/dT\d^      /^\dr. 
^  ^    5^-  UvJ  +  l\dpj  dq,  -^  [dpj  dq, 


+  .  .  . 


VdpJàu] 
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Duls  cette  équation,  changeons  chaque  dérivée  ^  en  — r-^ ,  ou.  en 
intenrertissant  )*ordre  des  opérations,. en 

dqs 


dq» 


il  Tiendra 


i 


Or  T  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  eu  q^  ;  ses  dérivées  par- 
tâelles,  ^,  par  rapport  aux  yariables  ç,  sont  encore  homogènes  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  Yariables  ç',  et  par  conséquent  on  a,  en  appli- 
qaant  le  théorème  des  fonctions  homogènes» 

^  rfT  ^  dT  ^dT 

Substituons  dans  (18)  ;  il  Tiendra  l'équation  très  simple 

OU  bien 

Ainsi  le  changement  des  variables  (g,  q^)  en  (ç,  p)  a  pour  effet  de  chan- 
te signe  des  dérivées  de  T  par  rapport  aux  variables  q,  communes  à 
deux  groupes. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  ce  changement  de  variables  n*influe  pas 
«itr  les  dérivées  partielles  de  U  par  rapport  à  q,  de  sorte  qu*on  a,  en  em- 
ployant toujours  la  notation  convenue , 


m 


tft  HT 

lAibstituons  dans  les  équations  (10)  les  valeurs  de  t-t  etde  ^-  dédui- 


SECONDE  nmiE 


tes  de  (il)  et  de  (20),  et  la  yaleur  de  ^  fournie  par  (21);  il  viendn 


OU  bien 

(22) 


dt-i  dq,  y 


Aux  équations  (10),  qui  contiennent  explidtemâU  deux  séries  de  nrii* 
blés,  q  et  ^,  il  faut  joindre  les  équations 


.       dqt 


ou,  en  Tertu  de  l'équation  (16), 


(23) 


^9i 


^9i  __  /dT\ 


La  fonction  U  ne  contenant  que  les  yariables  q  à  Texclnsion  des 
blés  p,  on  a  identiquement  (  ^—  j  =  0  ;  on  peut  donc  écrire  Téquation 
(25)  sous  la  forme 


(2i) 


dqt  __  /(!(T~U)\  _  __  /tf(D-T)\ 

d^~\  dp,  )-  [  dp,  y 


Les  équations  du  mouvement,  au  nombre  de  2A,  sont  en  défînitive  ame- 
nées à  la  forme  symétrique  suivante,  dans  laquelle  U  est  la  fonction  T —  U, 
différence  entre  la  demi-force  vive  et  la  fonction  des  forces  : 


(%) 


dp, 
dt 

dqt 
dt 


dq,* 


Les  seconds  membres  indiquent  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  Q 
pnr  rapport  avec  variables  q  et  p.  On  a  supprimé  les  parentbéses  dans  œ» 
dernières  équations,  parce  qu'il  n'y  a  plus  aucune  confusion  à  craindre,  les 
anciennes  variables  q'  étant  entièrement  éliminées. 

156.  Cest  au  groupe  (25)  qu'on  réserve  ordinairement  aujourd'hui  le  nom 
di' équaiion$  canoniques  du  mouvement.  Cette  forme  suppose  que  les  liaison^ 

ne  contiennent  pas  le  temps  I,  et  que  la  kmiâm  ^m ÇUx  -f-  Ylji  -f-  tk^ 

soit  intégrable.  Elle  est  donc  moins  générale  que  la  forme  (10). 
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Poar  fonner  les  2A  équations  (25),  on  opérera  comme  il  suit  : 

1*  On  exprimera,  au  moyen  des  équations  de  liaisons,  les  Zn  coordonnées 
A,  y,  s...  en  fonction  de  k  Tariables  ç,  non  liées  ensemble  ; 

2*  ÂTec  les  variables  ç,  on  formera^  la  fonction  des  forces,  U  ; 

3*  Des  équations  qui  donnent  x,  y,  s,...  en  fonction  de  91,  Çt»*-  on  dé- 
duira les  Titesses  af,  y',  2',...  en  fonction  de  9t>  9t«**-  ^^  ^^  ^^urs  vitesses 

4*  Atcc  les  variables  q  et  les  yariables  (f,  on  exprimera  la  demi-force 
weT; 

5*  On  formera  la  fonction  H  =T  —  U,  qui  contiendra  les  variables  q  et  les 
variables  q'  ; 

6*  On  prendra  les  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  aux  variables  q^, 
et  on  les  égalera  à  de  nouvelles  variables  p; 

7*  On  exprimera  les  g'  en  fonction  des  ç  et  des  p  en  résolvant  les  équa- 
tions ainsi  formées,  et  on  substituera  ces  valeurs  dans  la  fonction  H  ; 

8*  On  formera  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  H  par  rapport  aux  va- 
riables ç  et  par  rapport  aux  variables  p  ;  on  égalera  les  dérivées  j-  changées 

de  signe  aux  vitesses  des  variables  p  de  môme  indice;  et  les  dérivées  ^« 

prises  avec  leurs  signes,  aux  vitesses  des  variables  q  de  même  indice.  On 
obtiendra  ainsi  le  tableau  des  3&  équations  canoniques  du  mouvement. 

Pour  que  cette  seconde  forme  canonique  soit  applicable,  il  est  nécessaire, 
comme  nous  Tavons  dit  plus  haut,  que  la  fonction  U  existe  réellement.  Au- 
trement on  ne  pourrait  former  la  fonction  H. 

nnirLi.— MommBiiT D*uii  roniT  mAirsm  moi  miiui  pixb. 

157.  Nous  avons  trouvé  dans  le  §  154  : 

T  =  i9V-ftco««çtX^i«, 
Usi^sinçt. 

Les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  ^  nous  donneoi 

~_=:co8*çtX9'fti  <ia®  i^ous  égalerons  à  Pi» 
aq'i 


(badonc 


Tzr  =  ^'t*  V^  ^''^'^  égalerons  à  pt- 


f%^P%» 


"^  •       CM  \% 


296 
et 


FORME 


Pi' 


»=i^^^ic-^V; 


La  fonction  H=T— 0=  IpS+î  -^t~—  ?s'">9f  On  «n  déduit 

(/Ç,  COS  *7,  *  ^"^ 

tfH^     Pi 

<fp4        COS  'Çj  ' 

Les  quatre  équations  canoniques  du  mouvement  du  point  sont  donc; 


dt 


jt  —  "» 


di 


dq\_     Pi 


006  *9i 


àp% 
dt 

dt 


dPt  _      Pr  sin  91 
ces  '^f 


+  ^  COS  9t, 


-^=Pr 


INTÉGRALE   DES  FORCES  TITES. 

158.  Reprenons  les  équations  (10),  et  supposons  que  les  liaisons,  L,  =  0, 
L,  =  0,...  soient  indépendantes  du  temps  t,  auquel  cas  T  est  une  fonction 
homogène  du  second  degré  par  rapport  aux  variables  q*.  Multiplions  cha- 
que équation  d*indice  t  par  dq^  ou  par  q'^  dt,  puis  faisons  la  somme  des 
k  équations  ainsi  préparées.  Il  viendra 


dJ 


dT 


rfU 


les   y^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  Tindice  t,  de  1  à  A. 
En  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on  a  identiquement 

Différentions  cette  équation.  Il  viendra 


2:''.''.t;+S$/»''="" 
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Snbslitiiaiit  dans  la  première  équation  la  ?aleur  dey^q'^d  ^  tirée  de  la 
dernière,  il  vient 

Vais  2  ^  dq'i  +  2  3Ô  ^'^i  ®*^  ^^  somme  des  différentielles  partielles  de 

Il  fooction  T  par  rapport  à  toutes  les  variables,  q  et  q',  au  moyen  des- 
^telles  celte  fonction  est  exprimée  ;  cette  somme  est  égale  à  la  différen- 
tielle totale  dï,  et  Féquation  qui  précède  revient  à 

m 

Si  la  fonction  U  ne  contient  pas  le  temps  t,  elle  ne  dépend  que  des  va- 
rîaMes  9,  et  Ton  a 

L*èqiiation  différentielle  devient  alors  dT=zdG,ceqai  donne 

T=:U-hC, 

C  étant  une  constante.  Dans  ce  cas  Viniégrale  des  forces  vives  a  lieu;  i\  en 
est  ainsi  quand  les  équations  de  liaisons  et  la  fonction  des  forces  sont  indé- 
pendantes du  temps  t. 

Si,  an  contraire,  la  fonction  des  forces,  U,  contient  le  temps  <,  on  n*a 
plot 

mais  bien 

de  sorte  que  Féquation  différentielle  devient 

dont  rintégrale  ne  peut  être  posée  à  priori. 

Par  exemple,  dans  le  problème  que  nous  venons  de  traiter  (§  157),  les 
liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  ce  qui  nous  a  permis  de  donner 
aux  équations  la  seconde  forme  canonique.  De  plus,  la  fonction  U  ne  con- 
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tient  pas  le  temps  t.  Donc  T 
întégnde  du  mouvement. 


HÉTHODB 

U  =  constante,  ou  H = constante,  est  une 


TBiOiiàMB  DB  JÂCOn  DAH8  LB  CAS  oialBAL. 


159.  Supposons  les  équations  du  mouTement  ramenées  à  la  forme  cano- 
nique suivante  : 

fiPt      dU       dî 


(i) 


dt  ■"  dq^       dq^ 


an  observant  que  la  fonction  H  est  égale  à  T  —  D,  et  que  D  est  indépenUol 
des  variables  p. 
Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  S  des  variables  q  telle,  que  les 

dérivées  partielles  -^  soient  égales  aux  valeurs  de  p  :  qu'on  ait,  en  d'autres 

termes,  Téquatioa  générale 


(2) 


dS 


la  fonction  S  contenant  d'ailleurs  le  temps  (. 

Le  groupe  des  k  équations  (2)  constituera  une  intégrale  première  des  Si 
équations  du  groupe  (1);  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  la  fonction  S 
contienne,  outre  les  k  variables  9,  k  arbitraires  «i,  a,,  ...  ajk.  On  poom 
donc,  au  moyen  des  équations  (2),  exprimer  les  p  en  fonction  des  q  et  des 
arbitraires  a,  puis  substituer  dans  la  fonction  T,  qui  se  trouvera  dès  lors 
exprimée  en  fonction  des  quantités  a  et  q.  La  fonction  T  a  donc  deux 
formes  distinctes  :  dans  Tune,  elle  contient  les  variables  q  et  les  varia- 
bles p  ;  dans  la  seconde,  elle  ne  contient  plus  que  les  variables  q,  les  p 
étant  éliminés  au  moyen  des  équations  (2).  Nous  représenterons  par  T' ortie 
seconde  forme  de  la  fonction  T,  la  lettre  T  sans  accent  continuant  de  repré- 
senter la  première. 

Formons  les  dérivées  de  T'  par  rapport  aux  variables  q  ;  nous  aurons,  en 
observant  que  T'  n'est  autre  chose  que  la  fonction  T,  dans  laquelle  les  la- 
riables  p  sont  exprimées  en  fonction  des  variables  ç, 


(3i 


cfT'       dT 


>  =  » 


^Çt"^  dq^^  Zj^dp^  dq^' 
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Les  équations  (1)  nous  dooMnl 

dp^  "•  di  ' 
éL  les  équations  (2) 

Substituant  dans  Téquation  (3),  il  vient 

Or  Pf  est  une  fonction  du  temps  i  et  des  variables  Ç|,  ç,,  9,...  ;  on  a  donc, 
eo  prenant  la  différentielle  totale  de  p^ 

idpt  dm.  dp.  dw. 

pir  dl  et  résolvant  par  rapport  à  la  somme,  on  a 


Maïs  réquation  (9)  nous  donne,  en  prenant  les  dérivées  partielles  des  deux 
membres  par  rapport  au  temps  t, 

W  *<_      ^/_      di 

di  "    di     '~  dq^' 

Substituons  cette  valeur  dans  (5),  puis  la  valeur  de  la  somme  s  dans  (4)  ;  il 
vient 

,,,  rfT'       dT    ,    1    .  di 

Maôs^dp^y  vitesse  de  la  variable  p^,  est  donnée  par  la  premièrades  équa- 
tions (1) 

I   .      .   dT       dD 
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ce  qui  change  Téquation  (7)  en  l'équation  suivante» 

OU  encore 

Cette  équation,  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  Tindice  t,  montre  qm 

les  fonctions  U  et  -ir  +  T^  ont  les  mêmes  dérivées  partielles  par  rapport  an 

variables  q  ;  que,  par  conséquent,  la  difTérence  de  ces  deux  fonctions  est  nue 
constante  ou  une  fonction  de  t  seul  ;  comme  d*ailleurs  la  fonction  S  ne  sert  qu*à 
fournir  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables  ç,  on  peut  y  ajouter 
indifléremment  telle  constante  ou  telle  fonction  de  (qu'on  voudra,  et  par 
conséquent  on  peut  faire  disparaître  la  différence  ;  ce  qui  conduit  à  l'équa- 
tion 

dans  laquelle  T'  est  la  demi-force  vive  exprimée  en  fonction  des  q  et  des 
dérivées  de  S.  La  condition  à  laquelle  doit  salisfaire  la  fonction  (herchéeesl 
donc  simplement  exprimée  par  l'équaiion  (9),  qui  est  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  liant  la  fonction  S  aux  variables  q. 
l\  reste  à  former  la  fonction  T'. 

1 
Observons  pour  cela  que  la  fonction  T,  égale  à  -lm(x'*  -f  y'*  -f  :'*). 

est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  vitesses  x',  y',  sf,  les- 
quelles sont  linéaires  en  q',  dés  que  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps.  La  fonction  T  est  donc  aussi  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  aux  vitesses  q".  Mais  les  variables  p  étant  liées  aux  variables  ((  par 
la  relation 

—  ^ 

Pi  "  dq'* 

les  p  sont  linéaires  par  rapport  aux  (f\  réciproquement  les  g'  sont  linéaires 
par  rapport  aux  p;  par  suite  enfin,  la  fonction  T  est  homogène  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  variables  p. 
Le  calcul  donnera  donc  pour  T  une  expression  de  la  forme 
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Poor  en  déduire  T,  il  sufDra  de  changer  p,  en  t— ,  p,  en  j-,  p,  en  3— ,  ... 
et  l*on  aura 

L*équation  (9)  prend  donc  la  forme  déGnitive 

<«.      l+A(|r-<f.-c(g)V...=n. 

L*équation  (12),  qui  est  du  premier  ordre,  exprime  une  relation  qui  lie  la 
fonction  S  aux  A  + 1  variables  indépendantes  t,  Çt,  ^t,...,  ç*  ;  ^intégrale  corn- 
plUe  de  cette  équation  contiendra  k  -{-  \  constantes  arbitraires,  dont 
Tune  peut  s'ajouter  à  la  fonction  S  elle-même,  puisque  ses  dérivées  seules 
figurent  dans  Téquation  donnée,  et  se  trouve  sans  influence  sur  la  solution 
da  problème  proposé.  On  peut  laisser  de  c6té  cette  constante,  et  mettre 
la  fonction  cbercliée  sous  la  forme 

«i,  «,, ...  oL^  étant  les  arbitraires  introduites  par  Fintégration. 

160.  Lorsqu*on  aura  trouvé  cette  fonction,  on  pourra  en  déduire  le 
groupe  des  valeurs  de  p  fourni  par  les  équations  (3),  en  prenant  les  déri- 
Tées  de  S  par  rapport  k  Çi,  g,,...  On  aura  ainsi  k  intégrales  premières  des 
équations  (1).  Pour  achever  Tintégration,  on  remarquera  qu'il  suflit  de 
prendre  les  dérivées  de  S  par  rapport  aux  arbitraires  a,  et  d'égaler  ces  k 
dérivées  à  de  nouvelles  constantes  P|, ...,  h»  £"  ^If^^t,  prenons  la  dérivée  de 
l*équation  (12)  par  rapport  à  une  arbitraire  a  quelconque,  nous  aurons 

.  rfS  .  c/S  .  (rfS  ,^ 

da  dçi    doL  dq^    da,  dq^     da 

dq^     da 

m 

Nous  égalons  à  zéro  parce  que  la  fonction  U  ne  contient  pas  les  a.  Inter- 
vertissons  l'ordre  des  dérivations  partielles,  puis  remplaçons  les  ^  par  les  p 
de  même  indice.  U  viendra 

.dS  .dS  ,dS  ,<fô 


VÉTHOM 
OU  bien 

De  réquation  (10)  on  tire,  en  prenant  les  dérivées  paortielleB  de  Tptrnpport 
aux  p, 

^  =  2Ap,  +  2Bp,H-..„ 

J^  =  2B/>,-h2Cp,-h..,. 


et  substituant  dans  (14),  il  Tient 

da        dT       doc        dl      li 

Mais,  en  vertu  des  équations  (1), 

dT  _  dq^ 

dp,  ■"  dt  ' 
<fr  _  dq^ 
dp^''  dt  ' 


ce  qui,  substitué  dans  (15),  donne 

d^      d—            d~ 
^^^'  <//    ^  d(7j    d/  ^  c/(7,    dt  ^ "' 

OU  bien,  puisque  -j-  est  fonction  seulement  des  q  et  de  t. 

Donc  la  fonction  -7-  est  constante,  et,  par  suite,  on  déduira  de  l*équa* 

tion  (15)  k  intégrales  nouvelles  en  égalant  à  des  constantes  arbitraires  le^ 
dérivées  de  la  fonction  S  par  rapport  à  chacune  des  k  aii)itraires  qu'elle 
contient  déjà.  Les  2A  intégrales  du  problème  sont  donc 

_  dS  dS  dS 

^»-d7/     ^»-d^'-"^*  =  d7/ 

dS  _  ^S  _  dS  __ 

d«,  "-^'    d«,-p«'  ••  's;;-^* 
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16  i.  Lorsriue  la  fonction  U  est  indépendante  du  temps  t,  on  simplifie  la 
solution  en  posant  S  =  e  •—  ci,  e  étant  une  constante,  et  6  une  fonction 
des  ^rambles  ç,  indépendante  du  temps.  Grâce  à  cette  transformatioDr 
réqoation  (12)  devient 

«>.    '(t.)'+»?,g-^«(S)'--="- 

La  constante  e  est  alors  la  constante  de  Féquation  des  forces  yives. 

Le  problème  est  ramené  à  trouver  une  fonction  6  des  ifc  variables  q,  qui 
satisfasse  à  Téquation  (17)  avec  k — 1  constantes  arbitraires  a|,  a,,...  oj^^i^ 
outre  la  constante  c.  Les  A  intégrales  premières  seront  encore 

de  de  de 

d  les  intégrales  définitives, 

^-/R     ^^-p.  rfe    _,         de     ._ 

Reprenons  conuoe  exemple  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une 
sphère. 
Nous  avons  trouvé 


Donc 


»=i'«*+îï^- 


T*       1/<^V    ,         1        /^S\> 


ou,  en  adoptant  tout  de  suite  la  forme  (17),  puisque  Tintégrale  des  forces 
irives  a  lieu, 

-^iUgJ  "*"2cosvU^./  ' 
L'équation  (17)  devient,  en  remplaçant  U  par  sa  valeur  g  sin  Çt* 


1      f^^  Y  t^f^^V  . 


Scos 

et  le  problème  consistera  à  déterminer  e  en  fonction  de  9i,  de  9,,  de  c  et 
d'une  nouvelle  arbitraire  unique  CL^. 


SM 


TBÈORÈHK 
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162.  Supposons  qu'on  ait  trouTé  les  équations  primitiTes  du  groupe  ch 
nonique  de  2A  équations  du  premier  ordre  : 


(i) 


dt  ""      dq^ 
dt  ^'^  dp^' 


Ces  équations  renfermeront  ^k  arbitraires,  et  les  Taleurs  des  p  et  des  f 
seront  exprimables  en  fonction  de  ces  2k  quantités»  et  du  temps  t.  Résol- 
vant les  2A  équations  par  rapport  aux  arbitraires,  on  exprimera  inverse- 
ment chaque  arbitraire  a  en  fonction  du  temps  t  et  des  variables  p  etf 
Mises  sous  cette  forme,  les  équations  intégrales  du  mouvement  exprinst 
que  certaines  fonctions  du  temps  et  des  variables  p  et  ç  restent  conslantis 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  si  Ton  a  été  conduit  à  poser 
l'équation 


(2) 


«  =  /'(^  Pi»  Pt*  •  •  •»  Pv  9f  9f  •   •»  9»), 


on  pourra  dire,  en  regardant  «,  non  plus  comme  une  constante,  nui> 
comme  la  fonction  même  à  laquelle  l'arbitraire  a  se  trouve  égalée  dais 
réqualion  (2),  que  Véquation  ^  =  constante  est  une  intégrale  du  syslcme  il) 

Le  théorème  de  Poisson  montre  que  si  Ton  connaît  deux  intégrales  dis- 
tinctes, a  =  constante  et  P  =  constante,  du  système  (h,  on  peut,  à  laide 
des  deux  fonctions  a  et  p,  en  former  une  troisième  7  qui  reste  aussi  con- 
stante pendant  toute  \\  durée  du  mouvement  ;  de  sorte  que  si  cette  troi- 
sième fonction  ne  se  réduit  pas  identiquement  à  une  constante,  on  obtiefldr» 
une  troisième  intégrale  du  système  (1)  en  régalant  à  une  constante  aii>- 
traire. 

Pour  former  la  fonction  7,  difTérentions  Péquation  (2),  et  divisons  partf  » 
il  viendra,  en  mettant  entre  parenthèses  les  dérivées  partielles  déduilei  de 
l'équation  (2), 

=e?).;i;(i.)ê*;i;(i^: 

..  ,        /9,  d\\       àp^-  ^u 

ou  bien,  en  remplaçant  -7-  par  -j~      liF  ^^^  '~  d~ 


0  = 


dp, 

"dl 
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L*éqnation  (3)  étant  identiquement  satisfaite  en  yerlu  des  équations  du 
moovenient,  si  a=  constante  est,  comme  on  le  suppose,  une  int^rale  de  ces 
équations,  on  aura  encore  des  équations  identiques  en  prenant  les  dérivées  de 
réquation  (3)  par  rapport  à  Tune  des  variables  q  ou  par  rapport  à  une  va- 
p.  Prenons  d*ai)ord  la  dérivée  par  rapport  à  la  variable  q^.  D  vient 

_      \dtj        y  dH      V9tJ  _  y  ^      yPt) 
dçj      '^  Zu^dp^       dçj  jU^dq^       dqj 


0  = 


Remplaçons  dans  la  première  bgne  -r-  par  -rr,  et  t--  P^r  — -^» 
is  intervertissons  Tordre  des  difiërentiations  : 

"■       dï      ^  ^       dq,       di"^  ^      dp.       dt 


i=k  i=k 


t  ■ 


La  première  ligne  du  second  membre  est  la  titette  de  la  fonction 
i'S'r  ^'^^  ^^  écrire  sous  la  forme  ^  d  l^\  ;  on  a  donc  Téquation 


<=»  i=k 


l*>       •  -  «tt  **  (4)  +  S  dp,  dq^  (4j  ~  2^  d<i,  dq,  [dp)  ' 

Opérons  de  même  pour  la  variable  p.  ;  nous  obtiendrons  une  équation 
qui  ne  différera  de  Téquation  (4)  que  par  le  changement  de  q.  en  p.  ; 

^t       A       ^    ^  /d«  \    .   'vi*    «''H     /d»  \        '^     d«H    /du  \ 

La  seconde  intégrale,  p  =  constante,  conduit  de  même  à  deux  équations, 

T.  —  m£c.  colligror.  ^ 
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qo*on  déduira  des  équations  (4)  et  (5)  en  changeant  simplement  a  eo  |^  tt 
qui  donne 


i=k 


i=k 


L*indice^  a  la  même  yaleur  dans  les  quatre  équations  (4),  (5),  (6)  et  (7). 
Ajoutons  ces  quatre  équations,  après  avoir  multiplié  la  première  pir 

—  l-T-],  la  seconde  par  -f-  (  j— ),  la  troisième  par  4-  (t-\,  la  dernière 
\dpj'       •  ^        \dqj)'  ^        \dpj)^ 

par  —  (  T""  )  >  ^^^  aurons,  en  faisant  passer  les  premiers  tenues  da 

second  membre  dans  le  premier  membre  de  Téquation  Cnale, 

"'  m)  '(I)  _-_(!)  '(I)  -  (I)  '(I) 

vd  "  (1/)]  "  .?.5^  [(^<)  (^^i)  "  (î.)  (I)] 


+ 


+ 


i=k 


+ 


V  _^!!L  [fd?  \  (d^\  _  /rfa  \  /d?  \i 

,  J-, dPi  dgj  l[d,,J  [dpj       [dgj  [d^J] 

S  3^.  [[4]}  (4)  -  (si)  (Im' 


Le  premier  membre  de  celte  nouvelle  équation  est,  à  part  le  facteur 

i 

3;*  la  différentielle  du  déterminant 
ai 


fd^\    /rf,9  \  _  /rf^\    /d^  \ 


de  sorle  qu'on  peut  poser 


(9) 


[(£,)('^)"(^?.)(l)]=2; 


irfirA 
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m  désignant  par  ^  l'ensemble  des  quatre  sommes  qui  figurent  dans  le  se- 

i  si 

oond  membre  de  l*équation(8).  Nous  aurons  autant  d*équations  (9)  qu'on  peut 
donner  de  Taleurs  distinctes  à  l'indice  j.  Écrivons  toutes  ces  équations  Tune 
au-desssous  de  l'autre,  et  ajoutons-les.  La  somme  des  seconds  membres 

y    ^  sera  identiquement  nulle.  En  effet,  à  Tun  quelconque  des  termes 

écrits  dans  le  second  membre  de  l'équation  (8),  au  terme 

^1  ^^i  IW  VpJ     VPi)  Vpj)} 

par  eiemple,  correspondra,  dans  l'équation  où  les  indices  t  et  J  auront  été 
patmotés,  le  terme  ^ 

qui  dans  la  somme  détruit  le  premier.  Nous  avons  donc  en  définitive 
Féquation 

....  ^;|[(^)(i)-(è,)  (!)]=»• 

dooi  l'intégrale  est 

constante, 


•"•    s[(|)(l,) -(!)(©]- 


roD  pourra  poser 


■' =,?.[(!)  (%)"(^)(ï/)} 


fonction  7,  formée  au  moyen  des  fonctions  «  et  P,  fournira  une  troi- 
le  intégrale  du  mouvement,  à  moins  que  cette  fonction  ne  se  réduise 
MS^sntiquement  à  une  constante;  alors  l'équation  7= constante  ne  serait 
L'une  identité.  La  fonction  7  se  déduit  des  fonctions  a  et  P  en  formant, 
chacune  des  k  valeurs  de  Tindice  j,  le  déterminant  du  système 

da        da 

dg_       dl 
dçj       dp^ 
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OU  le  Jacobien  do  système  des  fonctions  a  et  p  par  rapport  aux  deux  n- 
fiables  conjuguées  fJj^Pj.  puis  en  faisant  la  somme  des  k  Jacobiens  succes- 
sivement formés.  Lagrange  qui,  le  premier,  a 
reconnu  Fimportance  de  celte  sonune  de  dêtenm- 
nants,  Tindique  par  la  notation  (a,  P). 

163.  Exemple,  —  Soit  M  un  point  libre,  ittiré 
par  deux  centres  fixes,  0  et  A,  proportionoelle- 
ment  à  Tinverse  du  carré  des  distances.  Koos 
prendrons  pour  variables  q  les  coordonnées  rec- 
tangles X,  y,  %  du  point  M,  rapportées  aux  ues 
^>f  •  ^  01,  OY,  OZ  ;  les  variables  <f  seront  les  filesses 

41^,  3r\  K'  de  ces  coordonnées.  Nous  avons  pour  la  demi-force  vive 

T=l(x«  +  r'  +  »^. 
(A  Mypoftjrtt  qse  b  niasse  dn  point  M  soit  égale  à  l'unité.  On  en  dédoit 


dx' 


4»  sirto  (|w  ^^  jf^  t  tiendront  aussi  lien  des  variables  p.  La  fonction  U  des 

A       B 

t«xve^  e$t  ê^oJe  i  -  4-  ~»  en  appelant  A  et  B  des  constantes,  r  la  distance 

i>M  <H  «  U  Jb>£3i2ce  Al. 

\MJt>  jun>u:>  une  pn>aiièf«  intégrale  du  mouvement,  en  écrivant  Téquation 
sK^  iir^  ii^^.te^  lotoor  an  poîot  0  en  projection  sur  le  plan  lOY,  c'est*»- 


lue   :î«\vtnie  ttiC^nie  s^a 
I  ~  t/  ~—  v>His>iiiftte.  vm  bien 


iltiaikée  par  l'équation  des  forces  nies, 


tob^  v^««MKites  p  cK  4  >«iot  nîsp^^iveiiKnt  égales  à  \'x  *  +  y'  +  s'  <t  i 

%  b^  r  >'  f-  a  -  iv'  <^  jppràat  a  la  «iistance  OA  des  deux  centres  dal- 
u^^  Ov'%i.  l^CiUivu^  ^t>  it:nH^*:^  pwtzeiies  ies  fiooctioQS  «  et  3>  par  rapport 
^At>   vr  r«^»wn  i  «  et  9  .  enfin  par  rapport  à  s  et  a^,  poureo 


.i  V 


\        V 


«M^iuuv  v«^  .tvt«^  JvUrtuui«ttiU>  «{ui  rsuiveni: 


i±    ^    I 


«A 

• 

ft.t 

• 

d^ 

di 

dx 

dz' 

*  > 

«  V 

1    ^i 

j7 

d^ 

di 

dl 
dy 
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On  a  soccessÎTement  : 

il  - 

et  par  suite 


<f,3        /A    .   B  \ 


d'J  -  "• 

rf,3       A      ,   B  ,  , 

37  =  ;5* +  ?(»-«). 


/' 


quantité  qui  se  réduit  identiquement  à  zéro.  Id  donc  le  théorème  de  Poisson 
est  TériGé,  mais  il  ne  fournit  aucune  indication 
DOOTelle  sur  le  mouvement.  U  en  est  ainsi  toutes 
les  fois  que  des  deux  intégrales  a,  =  constante, 
et  P  =  constante,  dont  on  se  sert  pour  former 
la  fonction  (a,  p),  Tune  est  l'équation  des  forces 
▼ifes,  et  que  Tautre  ne  contient  pas  explicite- 
ment la  Tariable  t 

164.  Autre  exemple.  Point  matériel  libre  attiré 
Mn  ipi  centre  fuce,  0. 

!lous  prendrons  encore  pour  variables  q  les 
coordonnées  rectangles  x,  y,  %  du  point  mobile,  rapportées  à  des  axes 
menés  par  le  point  fixe. 

Les  Titesses  af^  y',  x'  de  ces  coordonnées  seront  les  Tariables  p,  car 

à  gTV 

la  demi-force  tive  T  a  pour  valeur  5  («^  4-  y^  4-  «^)  et  -r^^af. 

Prenons  pour  intégrales  «  et  p  ks  équations  des  aires  projetées  sur  les 
plans  XOT,  TOZ  ;  il  viendra 

Formons  la  somme  des  trois  déterminants;  nous  aurons 


Fig.  96. 


r 


dot,  da 


dx 


dx* 


da dx 


dy        *• 


£=»• 
''?- 


'''-0 


={— «0  {—»)—**'=*'-— *•'• 


THÉORÈME  DE  POISSON. 

Donc  (>,  ^)  :=  x*!  —  Xi'  :=  constante,  équation  qu'on  aurait  pu  powr  h- 
ivGlement  en  appliquant  le  Ihéorème  des  aires  à  la  projection  du  mouvement 
suriR  plan  ZOX. 

165.  Le  (lièorème  de  Poisson  fournit  pour  les  problèmes  de  mécanique 
une  méthode  paiticutière  d'inlégralion  donl  l'importance  a  élésurluulniix 
en  lumière  par  Jacobi.  Toutefois  l'applicntion  pure  et  simple  du  tlinirjar 
ne  conduirai!  pas  toujours  au  résultai  cberché,  parce  que  les  inlégralcsi 
et  3  ()ne  l'on  associe  peuvent  être  telles,  que  la  combinaison  fa,  {!)  soil 
constante  d'elle-même  et  n'ajaute  rien  k  ce  qu'on  savait  déjà.  Cela  airiTt 
lorsque  l'une  des  fonctions  i  et  ^  est  exprimable  au  moyen  de  l'autre;  ur 
alors  la  constance  de  a  implique  la  constance  de  B,  et  de  la  cmnbinaiHiii 
(a,  ^).  qui  n'est  plus  qu'une  simple  fonction  de  a.  H.  Bertrand  a  rail  mt- 
nailre,  dans  le  Journal  de  M.  Liouville,  année  1853,  le  parti  qu'on  pml 
tirer  de  celle  circonstance  pour  trouver  les  intégrales  du  problème.  Sa  mi- 
Ibode  est  fondée  sur  le  théorème  suivanl,  que  nous  nous  bomeron)  i 
énoncer  : 

<  Si  a  =  <F  et  p  =  iji30nt  deux  int^rales  d'un  même  problème,  «oppo- 
sons qu'en  les  combinant  par  la  méthode  de  Poisson  on  trouve  une  iroi- 
siéme  intégrale,  (a,  ?)  —  -y,  puis  une  qualri-me  («,  i)  =  i,  etc.,  cl qu'oa 
arrive  enfm  à  une  intégrale  (&,  n)  =■  Z,  qui  puisse  résulter  de  la  combinti- 
son  des  précédentes,  de  telle  sorte  que 

ç-Fl^.  S,  ï,  *,....,): 

il  existe  toujours  une  certaine  intégrale  de  la  forme 

f{'.P-y.l i)  =  K. 


qui,  combinée  a' 


■;  donne  identiquement 


!..  tl  =  l.,  P)  Si +  (=-■>)  j 


La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  l'idenlité  suivante,  qa'3  M* 
fadle  d'établir  : 

Pour  déterminer  l,  on  n'aura  donc  qu'à  poser  (s,  l)  =  t,  et  a  ipl^ 
l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

dont  les  intégrales  satisferont  &  la  condition 
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CBAHOBimiT  DBS  TARIABLE8  p  KT  q  ES  CL, 

166.  les  variables  d*un  problème  de  mécanique  sont,  comme  nous  l'avons 
m,  au  nombre  de  2ib,  savoir  : 

Invariables/)/    />„/>a.  .../?4, 
k  variables  g,      7,,  g^,  . . . ,  ^^, 

L*intégration  des  équations  conduit  à  exprimer  ces  variables  en  fonction  du 
emps  t  et  de  îk  constantes  arbitraires,  a,,  a,,  a,ji.  Chacune  de  ces  con- 
tantes peut  être  considérée  comme  représentant  une  fonction  de  t  et  des 
\k  variables  p  ei  q;  et  si  Ton  a  deux  de  ces  fonctions  qui  restent  con  * 
tantes  dans  la  suite  du  mouvement,  le  théorème  de  Poisson  permet  de 
mner  une  troisième  fonction  indépendante  du  temps,  par  la  combinaison 
les  deux  premières.  Cette  opération  s*indique  par  le  signe  (a  ,  «^),  qui 
eprésente  une  somme  de  déterminants  fonctions  des  dérivées  partielles 
le  flt    et  de  \  par  rapport  aux  p  et  aux  q. 

R&iproquement,  nous  pouvons  r^nrder  les  p  et  les  9  comme  exprimés 
91  fonction  des  a,,  et  il  peut  être  utile  pour  la  solution  de  certains  pro- 

ilèmes  de  passer  des  dérivées  partielles  ^,  ^  aux  dérivées  ^,  ^»  prises 

jNur  rapport  aux  variables  a,  considérées  comme  autant  de  variables  indé- 
)endantes. 

Proposons-nous  d*effectuer  ce  changement  de  variables. 

Prenons  une  arbitraire  a  ;  elle  est  fonction  des  p  et  des  q,  le  temps  t 
fiant  regardé  comme  un  paramétre  constant  dans  l'opération  des  dérivations 
)artielles.  On  a  donc  identiquement 


(i) 


(dx  da^       \         /da  dr^       \ 


Mais  les  p  et  les  9  étant  fonctions  des  SA  variables  a,  on  a  aussi,  pour 
Dates  valeurs  de  i, 

^*'  *  dqi  dg^ 


». 


îdentifiaos  les 


n 


( 


=:  •,   9  ^  el  V 


des  djp  et  des  lif  données  par  les  éqoi- 

des  tfft  dms  les  deux  membres; 


•+ 


*'^H 


>^i\ 
~'*^) 


et 


^  I,  â  «  =  «. 


Sabstitnoos  ansd  dans  les  éqaatioos  (9)  les  valeurs  des  <I<^  fonrnics  pv 
réqnalion(t),  pois  identifioas  lescociBcàentsdest^et  desdg/noosenilé- 
diiiroos  les  six  àfoatians  générales  suivantes: 


.-^  +  . 


;♦) 


(5) 


rfa, 
dxf 


=  i. 


=  0,  pour  y  différent  de  i. 


j-^    -7-=-  + 


dpj 


d^ 


=  0,  quel  que  soit  j. 


=  i, 


=  0,  pour  j  différent  de  t. 


=  0,  quel  que  soit  j. 


Considérons  en  particulier  les  deux  dernières  équations  do  groupe  (^); 

dx  dx  ., 

multiplions  la  première  par  ^,   la  seconde  par  —  ~- ,  et  ajoutons;  u 

Tiendra 


(6) 


dxi  \dpj  dçj         dq^  dp.)  ■*"  ^  da^  \dp^   dq^         dq^  dfj 


équation  où  J  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  de  0  à  ib,  sauf  la  Taleiir  i,  q^ 
exigerait  qu'on  employât  la  première  des  équations  (4).  Si  Ton  combine  ^ 
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nèine  la  première  des  équations  (4)  avec  la  troisième,  en  multipliant  Tune 

àt  d* 

w  -j-î-,  et  Tautre  par  —  -j-!^,  on  trouve  Téquation 

^       dg^       da,  \dp^  dç,        dq^  dpj  "^  '"  "^  da^  \dp^  dq^         dq,  dpj  ' 

est  ce  que  deyient  Téquation  (6)  pour  le  cas  particulier  àej  =  t.  Faisons 
iccessivement  dans  (%)j=i,j  =  ^,...j=zi—\,j  =  i'h  1,...j  =  à, et 
joutons  ensemble  les  ib  --  1  équations  résultantes,  ainsi  que  Téquation  (7)  ; 
ous  trouverons  pour  résultat,  en  adoptant  la  notation  de  Poisson, 

da   __  dp^  dp^ 

<*'  Wi       dT,  («»•  «i')  +  •••■+-  iS;  («.»'  %)• 

In  trourerait  de  même,  en  opérant  sur  les  équations  du  groupe  (5)» 
^^^  d^'"^dZi'^'  «^)  —  •••  —  d7:(*i4.  «1^). 


dPi  c/ct^v*-»'^;     •••      d 


'i* 


^mnile  qui  se  déduit  de  Téquation  (8)  en  permutant  les  lettres  p  et  9,  ce 
[ui  change  simplement  le  signe  des  parenthèses. 
Le  problème  proposé  s'achèvera  par  la  résolution  des  équations  (8)  et 

9)  ;  on  aura  en  effet  les  valeurs  des  3^  et  des  ~  en  fonction  des  ^^  et 
'  d%  dx  dq 

les  j-,  en  multipliant  Féquation  (8)  par  ^,  Fèquation  (9)  par  ^  ,  et  eu 

joutant.  Il  vient 

MAI       "^f^  ^^  _i_  *'*«*  *'  _  /        X  /"*'  ^      ^^Pi\ 
1^"'       diil  dT^ '^  d^^  dir^  -  ^""  "•''  \^  ^«^  "^  ^«»  ^/ 


^,  J^Pi^9i        dq^dpX 


Iqoatîon  dans  laquelle  on  peut  donner  à  î  toutes  les  valeurs  1 , 3,...  ib  ;  ajou- 
tant, on  a  pour  la  somme  des  premiers  membres,  le  premier  membre 
le  l*équation  (3),  c'est-à-dire  0  ou  i.  Dans  le  second  membre,  les  paren- 
thèses («9  O  se  trouvent  multipliées  par  les  sonunes 


S/dPidj^^^dq^dpA 
\dx  rfx,       dx  dx^r 
/— 1  >  ^  ' 


sommes  formées  avec  les  dérivées  j-*  ^»  de  la  m^me  manière  que  la 


914 


MËTUODB 


d*   d% 


fonction  («,  9.^)  est  formée  avec  les  dérivées  -j-*  -y^  ^  représente  ces 
nouvelles  sonunes  par  la  notation  suivante,  adoptée  par  Lagrange, 


(11) 


S^  (dÇidp^       dp^  dqA  _ 


L*équation  finale  qui  provient  de  Taddilion  des  équations  (10)  est  dooc 
simplement 

(12)      («4,  a^)  [«i,  o^]  4-  («t,  a^)  [«,,  ot^]  +  . . .  -h  («j^,  «,i)[«^,  «,] 

=  0,  si  /&  et  y  sont  différents, 
=  1,  si  /ui  =  y. 

Cela  posé,  multiplions  Téquation  (8)  par  [a^,  a  1 ,  puis  donnons  à  {i  toutes 
les  valeurs  de  1  à  !2ib,  et  ajoutons  les  ^k  équations  résultantes.  Nous  aurons 


(13) 


On  trouverait  de  môme 


(14) 


Ces  équations  (13)  et  (14)  se  déduisent  respectivement  des  équations  (S) 
et  (9)  en  changeant  à  la  fois 


en 


dti       da       dp       dq 

J-»      T*       T"'      -T^       et 
dp       dq       dx       dx 


dq      dp       dx       dx 
dx       dx       dq       dp 


(«.aO 


[«,  «'], 


et  en  conserYant  les  indices. 
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}VAnORS  DU  MOUTIMERT    D^UIf  fOLIDB  AUTOUR  d'UN  FOTIIT  TVLE   0. 

Vous  représenterons  par  m  la  masse  d'un  point  en  particulier,  par 
,,  ces  coordonnées  constantes,  par  rapport  aux  trois  axes  principaux 
!  OX,,  OY,,  OZ,  menés  par  le  point  0  ; 

,  Çy  r,  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  instantanée,  autour 
les  axes  ; 

0,  9,  les  angles  (III,  §  321)  qui  fixent  la  position  des  axes  mobiles 
,  0Z|  par  rapport  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ. 
iTons  exprimé  p,  q,  r  en  fonction  des  angles  9,  0,  ^  et  de  leurs  ri* 
u  moyen  des  équations 

"^  ^         at  ^  dt 

,   ^d4t        .de 
y  =  cos9  8ine^— smfgj. 

ivons  à  exprimer  la  force  vive  du  corps  en  fonction  des  variables- 

ït  de  leurs  vitesses.  Nous  y  parviendrons  en  multipliant  Téqua- 

par  la  masse  élémentaire  m  du  point  X|,  yi,  2^  et  en  faisant  la 

le  toutes  ces  équations  pour  tous  les  points  du  corps  ;  il  viendra, 

ant  le  signe  y\  à  tous  les  points  qui  composent  le  corps  solide, 

sant  sortir  de  ce  signe  les  quantités  p,  9,  r,  communes  au  même 
I  tous  les  éléncents, 

nés  2  m  (Vi*  +  «I*).  S  ^  (*«*  "^  ***)'  Jj  *"  ^***  "*"  î'»*)  ^^"^ 
ents  d'inertie  du  solide  par  rapport  aux  axes  OX^,  0Y|,  OZ^;  nous 

ésenterons   par  A,  B,  C.   Les  sommes  2  '"^lyi»  2"*^»**»  ' 


ti  sont  nulles  si  Ton  prend  pour  axes  0X|,  0Y|,  0Z|,  les  axes  pria- 


2T  z=kp*  +  V  4-  Cl*. 


i 

I 

}  Tellipsoide  d'inertie.  Nous  supposons  qu'il  en  est  ainsi,  et  alors  f 

rive  2T  s'exprime  par  l'équation  très  simple  I 


\ 


3te  ROTAnOH 

ou,  en  fonction  des  nouTdles  Tariables, 


(5)     «T  = 


+c(î)-+o«..(t)-+«„.gg 

=  (^Y  (Asin*r  sin*«  +  Bcos*;  sii^9  +  Coos*S) 
+  (^y(Acos»f  +  B8ii.«p) 

+  S^  ^(iânfcofif  sinO  — Bsinf  oosfûnd) 


Les  f  ariables  tj»,  a  et  9  ne  sont  assujetties  à  aucune  liaison  ;  si  Ton  leA 
donner  aux  équations  du  mouvement  la  première  forme  canonique,  onfen 

^z=  -^,  ç'  =  -^,  6'=  —  ;  on  exprimera  en  fonction  de  4»,  •  et  f  la  fonc- 


er 


dl' 


dl 


Cion  U  des  forces,  et  on  aura  les  trois  équations 


dt 


W 


de»' 


di 
dt 


dT 

d^  ' 

cOJ 

"  d^^ 

dU 
'  d9 

i/T 

d\} 
'df 

Si  Ton  yeut,  au  contraire,  employer  la  seconde  forme  canonique,  qui  po^ 

met  d'appliquer  la  méthode  de  Jacobi  et  le  théorème  de  Poisson,  on  prmdrt 

j'P  ^n  rfr 

pour  nouvelles  variables  Y=  —,  ®  =  jâ?»  ^  =  j->«  Puis  on  exprimen 

T  en  fonction  des  six  variables  ^,  6, 7,  Y,  ei  ^-  Pour  opérer  cette  transfor- 
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malion,  reprenons  l'équation  (2),  et  formons  les  dérivées  partielles  de  T  par 
npport  à  4»',  ô',  ç'  ;  il  viendra 

^  équations  (3)  nous  donnent  ensuite 

%  =  *inf  «in».         %  =  «»,.  J^  =  0, 

%  =  «Mf  »ina.         g-  =  -  sin,.         ^,  =  0. 

'^bstituant  ces  valeurs  dans  le  groupe  (5) ,  il  vient 

T  =  Ap  sinf  sin  9  4- B^cos  f  sin  6  +  Cr  cos  9, 
(C)  0  =  Apcos^p  —  B7  stn  y, 

^      ♦  =  (>. 

Résolvons  par  rapport  à  Âp,  B^,  Cr  : 

Cr=*, 
Ap  =  Ysinf  H-  Bcosf  sinO  — 4>cos9, 
B^sTcos^p  —  esin^sinfl  — ♦cosfl. 
onc  enfin 

(7)      «T  =  Ap«  +  Bç*  +  Cr«=  ^  (Ysin^  H-Scosf  sin6  — ♦co9ô)« 

+  g-(Tcosf  —  68iii9sin6^^cos9)*  +  -^  ♦«. 

Q  fera  ensuite  T  —  U  =  H,  et  on  aura  à  intégrer  le  système  des  six  équa- 
MIS  différentielles  : 

.    itt  ""      d« '       d/  ~"     c/a» '       dt  "     de' 


df__      dH  d^_,d\\  de  _      ^^ 

ar"-""^3i'       3r-+dY'       S""^^ 


dU 

de' 


CSes  équations  sont  le  point  de  départ  des  études  analytiques  sur  le  mouve- 
eut  de  rotation  des  corps  célestes.  Le  point  fixe  0  est  alors  le  centre  de 
ivifé  du  corps  tournant.  On  sait,  en  effet,  qu'un  corps  solide  libre  dans 
îspace  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité  comme  si  ce  point  était  fixe 
.m,  §311). 


I 


CHAPITRE  III 

lOUVCaCNT  DE  TRANSLATION  DES  CORPS  FAISANT  PARTIE 

DU  SYSTÈME  SOLAIRE. 


168.  Nous  supposerons,  dans  ce  chapitre,  le  soleil  et  les  planètes  réduits 
à  des  simples  points  matériels,  s'attirant  mutuellement  suivant  le$  directions 
des  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux.  Cette  simplification  est  entièrement 
rigoureuse  quand  il  s'agit  d*un  corps  sphérique  composé  de  couches  con- 
centriques homogènes.  Elle  est  admissible  à  titre  d'approximation  pour  on 
système  sollicité  par  des  forces  attractives  émanant  des  points  d*uu  autre 
système  matériel  très  éloigné  par  rapport  aux  dimensions  de  chacun  des 
systèmes  considérés;  en  effet,  dans  ce  cas,  les  attractions  sont  sensible- 
ment parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  et  se  composent  en  une 
force  unique  appliquée  au  centre  de  gravité,  et  égale  à  Tattraction  qtu 
serait  subie  par  ce  point  si  toute  la  masse  y  était  concentrée.  Cette  re- 
marque permet  de  réduire  à  un  point  matériel  unique,  non-seulement 
une  planète,  mais  le  système  formé  par  cette  planète  et  tous  les  satellites 
dont  elle  peut  être  accompagnée-  Il  ne  faut  pas  oublier  toutefois  qu'une 
telle  réduction  est  purement  approximative,  et  que,  dans  certains  cas.  elle 
peut  exiger  une  correction  appréciable.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  lune;  la  forme  ellipsoïdale  de  la  terre 
a  sur  le  mouvement  de  son  satellite  une  influence  qu'on  ne  saurait  né- 
gliger ;  elle  est  due  à  la  proximité  des  deux  corps,  et  à  la  grandeur  du 
rapport  de  la  masse  de  la  lune  à  celle  de  la  terre. 
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iQUATIOm  ciffiRALBS  D0  MOUTEHEHT  d'oR    STSTÈHE  DE  POINTS  MATiRULS 
s'aTTIRâMT  MOTUKLLEMSRT  SOITAHT  la  loi  NEWTORIBNIIB. 

i69.  Étant  donnés  n  points,  dont  les  masses  sont  m,  m|,  m,,...  et  dont 
les  coordonnées  rapportées  à  des  axes  fixes  sont 

Xf   X^f   X|   .    .    .    f 

y»  yi.  yi  •  •  •  . 
*»  *i»  *i  •  •  •  » 

proposons-nons  de  trouTer  Fexpression  de  la  fonction  des  forces  D. 

^attraction  exercée  par  le  point  m^  sur  le  point  m  a  pour  composante 
suivant  Taxe  des  x: 

Z»»»»!  ^^  X  —  X^ 

{X  -  x,)«  +  to  -  y,)«  +  (*  -  ^i)*      ^{x  -  x,)«  4-  (y  -  y,)«  +  (,  -  ,.)•• 

OU  bien 

<f      f^nm^ 


L*attraction  mutuelle  du  point  m  sur  le  point  mj  sera  égale  et  contraire  ; 
on  en  obtiendra  la  composante  en  prenant  la  dérivée  partielle  de  la  même 
fonction  par  rapport  à  X|.  On  aura  autant  de  fonctions  analogues  à  considérer 
quHly  a  de  manières  de  prendre  deux  points  sur  une  collection  de  n  points, 

oa  qu^il  y  a  de  combinaisons  de  n  objets  2  à  2,  ou  enfin   -^ — '- . 

La  fonction  des  forces  relative  à  Tensemble  du  système  sera  donc  la 
somme  de  ces  — ^-^ — -■  fonctions  particulières,  et  nous  aurons  par  consé- 
quent 

(i)  u  = 

+ 


fmm^ 


Sl(z- 

•  «i)*  H-  (y  -  yi)* 

fmrn^ 

+  (J- 

-».)' 

S/(x- 

•  ^)*  +  (y  -  y,)« 

-t-(» 

-«,)» 

v/(«- 

■  *,)»  +  (y-  y,)» 

+  (»■ 

-m)* 

V('i- 

-H)* 

+ 

V'C*.  -  »,)»  +  (y,  -  »,)»  +  (»,  -  H)» 
V'{*.  -  «»)•  +  (Jf.  -  y,)"'  4-  (H  -  3,)»  '^ 


«m  lOOfEUCT 

Les  forwf  qui  sollicitent  le  pdnt  m  auront'poiir  eomposmlMsiifHiki 

axes  les  déri?ées  partieUas  -j^t  ^t  -j^t  qoi  aaroni  exprinées  dncaie 

par  »— i  termes*  représeotant  les  composiies  te  «diaiis  étdaamia 
H  — i  points  sor  le  point  m. 
L'èqoatioD  générale  du  moo?ement  esl  en  déflnitm 


■outiMMT  SU  cnriB  M  aaâfnit  r  ■eofnttHt  ULâiip  rm  aânon  a  h 
AXIS*  M  aiaacTHMis  oosstaitis  rtasAn  rAi  ci  rair. 

470*  2<ous  STons  pour  le  moaTemenl  d*un  point  m  en  parUcniierréqn- 
lion 


Ponr  un  autre  point»  nous  aurions  de  même 

d^i     du 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ii  points.  Ajoutons  ensemble  tontes  ces  éqottîMk 

et  observons  que,  dans  les  dÎTerses  déri?ées  partielles  ^,  -^  ...,  les  kh 

mes  sont  deux  à  deux  égaux  en  yaleur  absolue  et  de  signes  conlniRS- 
Leur  somme  est  donc  nulle,  et  Ton  a  par  conséquent 

Soit  I  Tabscisse  du  centre  de  gravité  :  on  aura 

^  X  {m -{-  îtii -{- ,  .  .)  =  mx -{-  mg  x^ -^  .  .  .; 


donc 


d^x  ,        rfVr,  ,      .  ^d*i 


et  par  suite 


lit*  "• 


On  prouverait  de  même  que  -5^5=  0,  ~  =0, 1  el  C  étant  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité. 
Donc  le  mouvement  du  centre  de  gravité  eei  rectiUgnê  §i  wu/àrmi. 
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Si  Ton  change  de  coordonnées,  et  qu*on  rapporte  les  positions  du  sys- 
tème à  trois  axes  parallèles  aux  premiers,  mais  menés  par  le  centre  de  gra- 
▼ité.  les  équations  de  mouvement  ne  changent  pas.  Cette  transformation 
reTÎentâ  changera;  eu  x+(,y  en  y  +  vi,  «en  2  + Ci* -.coquine  change  pas 
la  fonction  U,  dans  laquelle  n'entrent  que  les  difrérences«— X|,  y  —  yt,— 

L'équation  générale  du  mouTement,  qui  était 

deTÎent 

ee  qu'on  peut  écrire,  en  faisant  sortir  des  signes  y\  les  facteurs  qui  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  points, 

= w. 

En  fertu  du  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  on  a 

^<^-0     ^-0     ^-ù- 
dT^-^'    3?-"'    dT»-®' 

4e  plus 

X*équation  se  réduit  donc  à 

9*est  à  dire  que  le  mouvement  relatif  à  fies  axes  mobilei  de  directions  con^ 
mtaniet,  passant  par  le  centre  de  gramié,  a  les  mêmes  équations  dif/ércn^ 
Réelles  que  le  mouvement  absolu. 

▼.    M£c.    CULLMiMMI.  21 
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MOUVEMENT 


■OUTEVraT  EEUTIF  A  DKS  AXES   DE  DIBECTI0X8  OCHISTAIITES,  MEKis  PAA  Ul 

DES   POINTS    DU  SYSTÈME. 


171.  Parmi  les  n  points  du  système,  considérons-en  un,  de  masse  M,  au- 
quel nous  donnerons  le  nom  de  point  ou  de  corps  principal.  Par  ce  point, 
menons  parallèlement  aux  axes  fixes  de  nouveaux  axes  par  rapport  aux- 
quels on  demande  le  mouvement  du  système.  La  question  se  résout  par  un 
changement  de  coordonnées  :  il  suffit  en  effet,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coor^ 
données  du  point  principal  par  rapport  aux  anciens  axes,  de  changer  dans 
les  équations  du  mouvement  x  en  X  +  x,  y  en  Y-f-^f  ei  z  enZ-^x.  Avant 
d'opérer  cette  transformation,  observons  que  Ton  a  identiquement,  en  em- 
ployant les  anciennes  coordonnées, 


^U 
d\ 

d\ 

dV 
dl 


SdW 
di' 

SrfU 
^' 

Sr/U 


les  sommes  des  seconds  membres  s'élendant  aux  n  —  1  points  autres 
que  le  point  principal.  Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  la  somme  des  déri\ée> 
partielles  prises  successivement  par  rapport  aux  abscisses  des  n  peints  est 
identiquement  nulle  ;  de  sorte  que  Tune  de  ces  dérivées,  relative  à  l'un  des 
points  en  particulier,  est  égale,  au  signe  près,  à  la  somme  des  dérivées  ana- 
logues prises  pour  tous  les  autres.  Les  mêmes  équations  subsistent  encore 
quand  on  conserve  dans  le  premier  membre  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  pri- 
ses par  rapport  aux  aiiciens  axes,  et  qu'on  altère  de  quantités  éj^ales  \e< 
coordonnées  x,  y,  z  qui  tîgurent  dans  le  second  ;  car  cette  altération  com- 
mune ne  change  rien  aux  différences  qui  entrent  seules  dans  la  fonction  l 
et  dans  ses  dérivées.  On  peut  donc  supposer  que,  dans  le  second  membre. 
X,  î/,  z  représentent,  non  pas  les  anciennes  coordonnées,  mais  les  nouvel- 
les, qui  n'en  diffèrent  que  des  quantités  X,  Y,  Z. 
Les  équations  du  mouvement  ^ont  renfermées  dans  l'équation  générale 

soit  que  les  axes  primitifs  scient  fixes,  soit  qu'ils  passent  conslamroenl 
par  le  centre  de  gravité  ;  x,  y,  z,  sont  les  coordonnées  rapportées  à  ces 
axes. 


^  DE  TRANSUTION.  SSS 

Changeons  x  en  X+«,  y  en  Y  +  sf,  «  en  Z  +  s;  la  fonction  U  de- 
rândra 

L\/**  +  y*  -+-  a*      V^a:.»  +  y^  f  »,«  J 

I   f  f'^'^i  .  "I 

U(*  -  *.)•  4-  (y  -  y  i)*  -H  (*  -  «.)•     '  '  y 

le  premier  crochet  contenant  les  n  —  1  termes  qui  renferment  en  facteur  la 
masse  M  du  point  principal,  et  le  second  les -^ ^  termes  qui  cor- 
respondent aux  actions  mutuelles  des  n  —  S  autres  points. 

Le  premier  membre  devient,  par  la  même  transformation,  en  mettant  en 
éfidence  les  termes  correspondants  au  corps  M,  et  en  restreignant  la  somme 

y\  aux  n— 1  autres  points  seulement, 

Oceopons-nous  spécialement  de  la  première  ligne;  elle  devient,  en  faisant 
sortir  du  signe  ^  les  facteurs  ^X  communs  à  tous  ses  termes, 

Lt  quantité  qui  multiplie  ^X  est  nulle  d*elle-mème  ;  car  elle  représente  le 

m,  par  Faccélération,  ^,  du  centre  de 

grsTité,  la  coordonnée  X  étant  rapportée  aux  anciens  axes.  La  première  li- 
gne se  réduit  donc  à 

Poor  éliminer  -i^,  seul  facteur  qui  contienne  encore  trace  des  ancien- 


coordonnées,  observons  que  le  mouvement  du  point  principal  est  déûni 
par  les  trois  équations  : 

d«Y_rfU 


SÎ4 


MOUVEMENT 


et  qu*en  verta  de  la  remarque  faite  en  commençant,  on  peut  poser,  wec 
les  nouTcUes  coordonnées  des  n—  1  autres  points. 


„rf«Y 


S' 


du 


dt* 
rf*Z 
dt* 


Sou 
dfj 
SdU 
dT 


d^l 


Substituons  œs  ?aleurs  dans  le  terme  T]  ^  ^  ^^:  U  prendra  la  forme 

Faisant  passer  ce  terme  dans  le  second  membre  de  Téquation  génér&'S* 
il  vient  pour  équation  finale 

=«■«-^-J2-.(,.2:s-i-»,2:g.^,:sS)• 

Le  second  terme  du  second  membre  représente  la  variation  de  la  fonciim  - 
des  forces  apparentes  qu'il  faut  adjoindre  aux  forces  réelles  pour  traitera- 
problème  de  mouvement  relatif  comme  s'il  s'agissait  d'un  mouvem 
absolu. 

172.  Pour  transformer  cette  équation,  posons  d'une  manière  générale 


^x^  -4-  y,*  -h  s  •  —  r,,  distance  du  point  t  au  point  principal  ; 
yj{x^  —  a:^)«  -f-  (y^  —  yj)*  ^-  (5^  —  3^.)«  =  p^^^  distance  mutuelle  des  points  i et;- 
La  fonction  U  prend  alors  la  forme 


4- 


] 


-f 


ftnm^      fmm^  ^ 


Po»i 


+ 


fm(m^ 
Pi't 


Prenons  la  dérivée  de  U  par  rapport  à  x  ;  nous  aurons 

rfU  __  _  p\mx       [fmm^  (x  -—  x^)      fmm^  (x  —  x^)  1 

dx-'-^r-'l       pVi        "^        p\t        +...J- 

Le  premier  crochet  ne  donne  qu'un  terme;  le  second  en  donne  au'ai 
qu'il  renferme  de  termes  contenant  le  facteur  m,  c'est-à-dire  n  —  2. 


DE  TR4NSUTI0N.  59^ 

Si  Ton  opère  de  même  pour  tous  les  x,  et  qu*0D  fasse  la  somme,  on  aura, 
en  divisant  par  M, 

ûZâdx''        r»  Tj»    ^    r,»     "" 


•  •  » 


savoir n  —  l  termes  seulement,  caries  termes  compris  dans  le  crochet  se 

détruisent  deux  à  deux. 

Cela  posé,  occupons>nous  seulement  du  point  de  masse  m  dont labscisse 

est  X.  Pour  trouver  les  équations  de  son  mouvement  en  projection  sur  Taxe 

des  X,  il  faut  chercher  dans  le  second  membre   de  Féquation  gêné- 

«i*x 
raie  quel  est  le  coefficient  de  ix,  et  régaler  à  m  -.  ;  ce  coefficient  est 

pimx      fmmi  (x  —  Jr,)      fmm^  {x  — -Xf) 


fm'x      fmmxXf      fmm^^ 


•  •  • 


i  .s  •  •  •» 


OU  encore 


/•(M^m)mx 
r» 


On  peut  mettre  le  crochet  sous^  forme  de  dérivée  partielle.  En  eiïet  le  terme 

X — T.  { 

— ; — =  est  la  dérivée  partielle  prise  par  rapport  à  x  de .  Quant 

X 

ma  terme  —j ,  comme  r^  est  indépendant  de  x,  c*est  la  dérivée  partielle, 

XX.                       XX.  -+-  yjf .  -h  *«| 
par  rapport  à  x,  de  -j^,  ou  encore  de — >  forme  qui  permet 

trt  de  considérer  une  seule  et  même  fonction  pour  les  projections  du 
mouvement  sur  les  trois  axes.  Nous  ferons  donc 


OD  en  déduit 


<"»..< 


-(^■^$) 


dx 
^  Téquation  du  mouvement  prend  la  forme 


MOUÏEJIENT  DE  TIl\^"SLAT10>. 


=  ^S" 


les  trois  équations  du  mouTemenl  du  jioint  m  seront 


Si  la  fûDClion  n  était  conslam  menl  nulle,  W  équations  précédentes  dé- 
fmiraienl  le  mouvement  elliptique  du  corps  m  nutoiir  du  corps  priucipal. 
La  foiiclion  n,  qui  altère  les  équations  du  raouvenienl  elliptique,  n- 
présenle  la  peilurbation  caus^  dans  ce  mouvement  par  l'acUon  des 
»  —  S  autres  points  sur  le  point  m.  On  lui  donne  le  nom  de  [owtîon  fer- 
turhalnc«. 

Pour  chacun  desn—  1  points  autres  que  le  point  H,  on  peut  écrire*» 
équations  semblables  ;  les  quantités  x,  y,  i,  r,  H  et  u,  Tarient  de  l'un  i  l'iu- 
Ire.  Hais  l'inlégration  ri^'oureusf^  d'un  tel  sysiéme  d'équations  simullaote 
dépasse  les  forces  de  l'analyse.  Elle  ne  devient  possible  pour  le  sjrsléme  pli- 
m'Iaire  qu'au  moyen  d'approxinnalions  successives,  grice  â  la  petitesse  des 
termes  prorenant  de  la  fonction  n. 

SI  l'on  veut  éludierle  mouvemeni  d'une planèle,  onpreudie  soleil  ponr 
corps  principal;  les  autres  planètes  produisent  les  perlurbalions;pour 
plusieurs,  l'influence  perturbatrice  est  tellement  pelile,  qu'on  peut  la  aé- 
gliger,  eu  égard  à  la  faiblesse  des  masses  el  à  l'éloignemenl. 

Pour  étudier  le  mouiement  d'un  satellite,  de  la  lune  par  exemple,  ou 
prendra  la  terre  pourcorps  principal  ;  les  corps  perturbateurs  seront  alor» 
le  soleil  et  les  planètes  i  parmi  celles-ci,  Vénus  et  Jupiter  joueront  le  prin- 
cipal râle. 

Nous  allons  donner,  dans  lesparagraphessuirants,  l'esquisse  des  milhodti 
d'appro  limai  ion  qu'on  peut  suivre  en  pareil  cas;  elles  consistent.  d'iiH 
part,  i  isoler  successivement  chacun  des  corps  perturbateurs,  el  t  conipMl'' 
ensuite  les  elfels  dus  à  chacun  d'eui  pris  sépai  émeut  ;  d'autre  put,  I  V 
pliquer  au  problème  la  métliode  de  la  variation  da  artilrarm,  l'UMéi 
plus  fécondes  de  l'.in.ilyse. 
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MéTnODB  GélliRALE  DE  LA  VARUTIO?!  DES  ARBITRAIRES. 

173.  Supposons  que  Ton  sache  résoudre  le  problème  du  mouvement 
d*un  système  matériel  assujetti  à  certaines  liaisons  et  soumis  à  des  forces 
données  ;  les  équations  différentielles  de  ce  mouvement,  ramenées  à  la 
forme  canonique,  sont  au  nombre  de  2n,  savoir  : 


(i) 


dt   ~       dq^' 
dt  ~"^  dp^' 


Leurs  intégrales  sont  aussi  au  nombre  de  2n  ;  résolues  par  rapport  aux 
%n  constantes  introduites  par  Fintégialion,  elles  prennent  la  forme  géné- 
nile 

(2)  «^  =  /•(/»  Çi  fu,  . . .  7»»  /'i.  Pi»  '  •  •  Pn)  ' 

La  fonction  H  est  égale  à  la  différence,  T  — U,  entre  la  demi-force  vive 
et  la  fonction  des  forces  données. 

Cela  posé,  nous  admettrons  qu'en  outre  des  forces  qui  entrent  dans  la 
fonction  U,  le  système  subisse  Taction  de  forces  dites  per^t/rfratricet,  avec  les- 
quelles on  compose  une  seconde  fonction  des  forces  n.  La  plupart  du  temps, 
cette  fonction  n dépendra  des  positions  des  points  mobiles,  c'est-à-dire  des 
coordonnées  q,  et  sera  indépendante  des  variables  p.  Proposons-nous  de 
résoudre  le  problème  du  mouvement  du  même  système,  modifié  par  Tad- 
jonction  des  forces  n.  Les  équations  canoniques  de  ce  nouveau  mouvement 
s'obtiendront  en  changeant  U  en  U  +  n>  ce  qui  change  11  en  H  —  n  ;  de  plus, 

n  étant  indépendant  des  p,  on  a  -j-  =  0  ;  de  sorte  que  les  équations  pren- 
nent la  forme 

^,  __  _  dll        rfQ 
dl  "■       dq^'^  dq^ 

dt  "  '^  dp^ 

La  métbode  de  la  variation  des  arbilraires  se  résume  dans  un  changement 
de  Tan«ibles:  au  lieu  de  considérer  des  arbitraires  «i,...  a^,  comme  des 
constantes  dans  les  équations  (2),  on  les  considérera  comme  des  variables 
déterminées  de  telle  sorte  quelles  satisfassent  aux  équations  (3).  Ainsi  les 
équations  (2)  peuvent  être  envisagées  à  deux  points  de  vue  :  les  quanti- 
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tés  a  sont  constantes,  s*il  s^agit  de  la  solution  des  équations  (1),  ou  du 
premier  problème  ;  elles  sont  variables,  s*il  s*agit  de  la  solution  du  se- 
cond problème  ou  des  équations  (3).  Dans  les  deux  cas,  lesvitet$e$de$coor- 

dotméeSy  -7-,  ont  les  mêmes  expressiOM  analytiqueg,  puisque  la  seconde 

équation  du  système  (3)  est  identique  à  la  seconde  équation  du  système  (1), 
la  fonction  n  étant  indépendante  des  variables  p. 

Différentions  l'équation  (2);  il  viendra,  en  mettant  les  dérivées  partielles 
entre  parenthèses, 

t*)       -di  -  \-dï)  'Wj-dî^'"-^  WJ  -a 

^\dpj  dt-^"'-^\dpJ  lu' 

Substituons  dans  (4)  les  valeurs  des  ~  et  des  ^,  tirées  des  équations  (ô); 
nous  pourrons  écrire  Téquation  résultante  s^ous  la  forme  suivante  : 


\dqi  J  dpi        \dq^  J  dp^  \dq^ }  dp^ 

\e/yi,  /  dqi         \(/;;,  J  dq^        '"        \r/y;,  /  J^i 
^  \dPiJdq,  ^  \dpjdq^^"-^\dpjdq. 

Or  les  deux  premières  lignes  se  réduisent  identiquement  à  zéro  ;  car  si  ro:i 

fait  n^O,  le  système  (3)  se  réduit  au  système  (1),  lequel  est  satisfait,  par 

dx 
hypothèse,  en  posant  a^=constante,  ou  -Ji  =0.  Donc  Féquation  (5)  se 

simpliûe,  et  donne 

^^^  dl    -  \dpjdq,  "^  \dpjdq^  -^""^  \dpj  dq; 

Telle  est  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  variable  a  pour  que  l'é- 
quation (2)  soit  une  solution  du  système  (3).  On  sera  ainsi  conduit  à  poser 
2n  équations  différentielles,  qu'il  restera  à  intégrer. 

Mais  on  peut  donnera  ces  équnlions  une  forme  beaucoup  plus  simple  en 
exprimant  les  p  et  les  q  en  fonction  du  temps  et  des  arbitraires  a,  au  inojeo 
des  équations  (2).  Faisons  cette  transformation  dans  la  fonction  Q;  elleîeri 
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exprimée  en  fonction  de  t  el  des  a.  La  dérivée  partielle  ^deviendra  dans 
celte  nouvelle  hypothèse  : 

Kon  aura  n  équations  semblables,  pour  chaque  valeur  de  Tindicet. 

Pe  même  on  aurait,  en  prenant  la  dérivée  partielle  de  n  par  rapport 
à  p^,  el  en  observant  qu'elle  est  nulle,  puisque  n  est  indépendant  de  cette 
variable. 

On  aura  u  équations  semblables,  qui  doivent  être  identiquement  véri- 
fiées. 

Substituons  dans  (6)  la  valeur  de  ^ —  fournie  par  (7)  : 

'^  [dfj  y'MJ  '^  da,\dqj       ■  ■  ■ '^  d,^\7^J i 

+ 

=s|ë[(^:)(S)Hè)(î;)--(è)(S])- 

C^te  dernière  équation  peut  se  simplifier  ;  multiplions  l'équation  (8)  par 

dx  \ 

3-^  ),  puis  faisons  varier  t  de  1  à  n,  et  ajoutons  toutes  les  équations  ainsi 

formées  ;  il  viendra 

da  (doc,  \  (dc^A    .   du  (do^  \  (dc^A    .  .     dÇi  (dj^\  (d^\ 

^d^XWJWJ^'^\WJ\dTJ^'''^d;^AdpJ\dqJ 


«=*» 


(: 


do, 

+  5« 


=-2fê[(è)(è)-(è)(è)— (è)(è)]i- 
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Retranclions  réqualion  (10)  de  l*équation  (9).  Noos  aurons  pour  résolut, 
en  omettant  les  parenthèses  pour  les  dérivées  des  «  par  rapport  aux  p  d 
aux  9, 

(II)  ^«ft  _   y*  pQ  /^S  ^^      ^S  ^«w 


v  =  I 


La  quantité  entre  parenthèses  est  la  somme  de  déterminants  qui  Qgnre 
dans  renoncé  du  théorème  de  Poisson,  somme  que  nous  avons  représaitée 
par  loL  y  oL^,  Donc  l'équation  (li)  se  réduit  simplement  à 

On  sait,  par  le  théorème  de  Poisson,  que,  a^  =  const.  et  a,  =  const.  étant 
deux  intégrales  du  système  (1),  la  fonction  (x^  a^)  est  indépendante  du 
temps  (;  de  sorte  que,  dans  le  système  des  2n  équations  (12)  qui  définissent 
la  variation  des  arbitraires,  les  seconds  membres  ne  contiennent  que  les 
arbitraires  elles-mêmes,  à  rexclusion  de  la  variable  t, 

174.  On  peut  encore  simplifier  les  2n  équations  (12),  et  les  ramener  à  la 
fonne  canonique,  c'est-à-dire  réduire  leurs  seconds  membres  à  un  terme 

unique,  de  la  forme  ±  -r-.  Il  suffit  pour  c^la  de  faire  un  choix  convenable 

d'arbitraires. 

Observons  d'abord  que,  par  suite  de  la  définition  de  la  fonction  (\  \  ), 
on  a  («j^,  a^  )  =  —  («^,  tt^)  j  la  permutation  des  deux  fonctions  que  l'on 

combine  a  pour  effet  de  changer  de  signe  la  fonction  résultante.  Comme  pre- 
mière conséquence,  on  voit  que  («j^^  «,  )  =  ^  quand  v  =  a,  de  sorte  que  la 

dérivée  ^ —  a  pour  coefûcienl  0,  et  n'entre  pas  dans  l'équation  (7). 
Cela  posé,  prenons  pour  arbitraires  a  des  quantités 

Pj»   P*»   •       •   l*n» 

Vf»  Qj!  •  .  •  Qji» 
telles,  que  pour  une  môme  valeur  particulière,  (  ==  fo.du  temps,  on  ait 

Pi  =  Pi»  Pt  =  l*f »   •  Pn=^n 
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Pour  cela,  il  faat  et  il  suflit  qu'en  faisant  <=(o  dans  les  équations  inté- 
grales du  sytème  (1), 

(13)  P^=  /•(/,  çt  .  .  .  ç„  Pi  .  .  .  p„:, 

0,  =  f  ('.  Çi  •  •  .  q%.  Pi  '  •  •  Pnh 

on  ait  V^=p^^  0«^9«  égalités  faciles  à  réaliser  en  multipliant  les  équa- 
tions (13)  par  des  facteurs  constants  convenablement  choisis.  Ces  relations 
ayant  lieu  pour  <=(o  quand  les  quantités  P  ,  Q,  sont  constantes,  auront 
lieu  encore  pour  t=io  quand  ces  mêmes  quantités  deviennent  variables  et 
qu'elles  satisfont  aux  équations  (3).  Pour  cette  valeur  particulière  du  temps 
f ,  on  a  donc 

•^=0  pour  toute  valeur  de  t  différente  de  /i, 

et 

T-^  =  1  pour  î=  tt. 
<^Pt 

De  même  ^  est  nul  pour  t  différent  de  v,  et  égal  à  l'unité  pourt  =v» 
Enfin  T-^  et  -^ —  sont  nuls  pour  toute  valeur  de  t.  Donc 

*•'    '        \  *i  f^Çi       <^9i  dPi  dp»  dçn        dq^  dpj 

est  identiquement  nul  si  [a  et  v  sont  différents,  car  chaque  terme  du  déve- 
loppement renferme  un  facteur  nul.  Nais  il  en  est  autrement  si  p.=v  ;  car 

(fP^rfU 
alors  le  développement  contient  le  terme  j^  j-^  qui  est  égal  à  Tunilé,  et 

tous  les  autres  termes  sont  égaux  à  zéro.  On  a  donc  (P^^  Q^)  =  -+- 1,  et  par 
suite  (Q  PJ  =  — 1>  ce  qu'on  pourrait  d'ailleurs  reconnaître  directe- 
n:ent.  Ces  égalités  sont  vraies  pour  (=  i^  ;  mais,  comme  la  fonction  (%  aL\ 
est  indépendante  du  temps,  elles  sont  vraies  pour  toute  valeur  du  temps  i  si 
elles  sont  vérifiées  pour  l'une  d'elles.  Grâce  à  ce  choix  spécial  d'arbitraires, 
le  second  membre  des  équations  (12)  se  réduit  à  un  seul  terme,  et  ces  2ii 
équations  prennent  la  forme  canonique 

(14) 


dt 

dd 

d% 

dCl 

dt  " 

dV  ' 
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qui  se  déduit  des  équations  (1)  en  y  changeant  Icsp,  les  9  et  la  fonctioii  II 
enP,  Qet— 0. 
On  aura  par  conséquent  le  choix  entre  la  forme  (13)  et  la  forme  (li). 

Dans  les  deux  cas,  si  les  dérivées,  ^  ,  de  la  fonction  perturbatrice  ont  de 

très  petites  valeurs,  les  vitesses  -^  des  arbitraires  variables  seront  très- 
petites,  et  les  arbitraires  elles-mêmes  pourront  être  développées  en  séries 
convergentes. 

APPUCATIO!!   DE  LÀ  h£tHODE   DE   JACOBI    AU    PROBLÈHB   DE   LA   VABUTIOX 

DES  ARBITRAIRES. 

175.  Les  équations  canoniques  du  mouvement,  abstraction  faite  des  pe^ 
tui  ballons,  sont 

àPi__      d\\ 
(*)  Tt—d^: 

^  _       r/II 
dt  "'^  dp: 

Supposons  ces  2n  équations  intégrées  par  la  méthode  de  Jacobi.  Nous  au- 
rons déterminé  une  fonction  S  du  temps  t,  des  n  coordonnées  q  et  de  « 
arbitraires  «1,  a,...a„,  telle  que  les  2n  intégrales  des  équations  (I)  soient 
données  par  les  équations 

r/S 

(2)  Pi  =  di: 

(3)  ^' = d^: 

Pour  passer  aux  équations  différentielles  du  mouvement  troublé,  il  suffit 
d'ajouter  à  la  fonction  U  la  fonction  des  nouvelles  forces  n,  ce  qui  revienl  i 
remplacer  dans  les  équations  (1)  11  par  II  — n.  En  général  n  ne  conlienl 
avec  le  temps  t  que  les  variables  q.  Mais,  dans  certaines  problèmes,  dnns 
ceux  où  les  mouvements  s'effectuent  dans  un  milieu  résistant,  ou  dans  cttii 
où  il  s'agit  d'un  mouvement  relatif  rapporté  à  des  axe:>  doués  d  un  mouve- 
ment de  rotation,  la  fonction  n  peut  contenir  encore  les  vitesses  p.  >ous 
ferons  celle  hypothèse,  et  les  équations  du  mouvement  troublé  prendroot 
la  l'orme 

dl  dp^      dp. 
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Cela  posé,  nous  regarderons  encore  les  équations  (^)  et  (3),  au  nombre 
de  2iiy  comme  les  intégrales  du  système  des  2n  équations  (4),  en  y  consi- 
dérant les  arbitraires  a  et  P  comme  de  nouvelles  variables.  Cherchons 
à  quelles  équations  différentielles  ces  nouvelles  variables  doivenl  satis- 
l'jiire. 

Pour  cela  différentions  et  divisons  par  dt  les  équations  (2)  et  (3)  ;  ce  qui 
donne 

dPi_d^      ^y    (PS    dÇj     ''y  J^^ 
(^'  di  ~  tttd^t  "^  jL  dq^dÇj  dt  "^  2à  dq^dj^  dl  ' 

J  =  l  j4,=r  1 

rf«S       ^y     rf'S    à9j      ""y      (fS     dcc^       d^^ 

f®'  dTLd't'^  2Lt  dzdq   dl  "^  2d  dada    dt         dt  " "' 

'        j  =  i  1^  =  1  '^ 

Dans  les  2n  équations  ainsi  formées,  et  dans  celles  qu'on  en  déduira,  les 
indices  i  et  v  sont  des  indices  constants  pour  une  même  équation,  et  va- 
riables d*une  équation  à  Tautre  ;  tandis  que  les  indices  j  et  u.  sont  relatils 
aux  sommations  indiquées,  et  reçoivent  dans  chaque  équation  toutes  les 
valeurs  entières  de  1  à  n. 

Nous  remplacerons  dans  les  équations  (5)  et  (6),  les  -^  et  les  ;7Tpar 

leurs  valeurs  tirées  de  (4),  ce  qui  donnera  des  équations  qu'on  peut  écrire 
de  la  manière  suivante  : 


(7) 


^11  ^     l  ^^  l 'y  ^'s  d\i 


*   dCl   l        \  ^"~*     .•«      .  i»  =  n  - 

Aà  dq^q  dp   "^  Zd  dq,du^  dl 
i  =  i  |i=t      *     ^ 


^9i 


(8) 


dti^dt  "*"  Zd  dx^dq^  dpj 


'     "    cf«S    c/Q    _   ''-''    eps     d'^       d^. 


Zà  da^dqjdpj  +  2d  d^ 


i  =  i  '      '        î.=  l       '     «^ 


a.,    c//  dt 


La  première  ligne  de  réqualion  (7),considéréeàpart,  correspondra  à  Thy- 
pothèse  0  =  0  avec  aij^  =  constante,  c'est-à-dire  à  la  solution  des  équations 
(i);  et  comme  Téquation  (2)  satisfait  alors  à  ces  équations,  la  première 
ligne  de  l'équation  (7)  forme  une  égalité  qui  est  identiquement  vérifiée.  La 
seconde  ligne  forme  donc  une  nouvelle  équalion,  à  laquelle  les  nouvelles  va* 
râbles  A  doivent  satisfaire  quand  on  admet  l'action  des  nouvelles  forces  n. 


^51  ilEnow 

De  mêaie  r^qoilifm  (8)  ie  rédnH  à  «ne  lÉHlM  qo^ 
^sseonttante;  a  par  tuile  k  première  ligne  e<l  MertHqi— «ni  eeUe-  U 
•eoonde  forme  nne  équationi  qui  définit  le  tntelInndBB  ariMtnim.(li 
olitiait  ainÂlet  éqnatiens 

ii«Bii  .  Isa 

mt  V     «    ^      *  .   V  _«_*» 


(10) 


en  nombre  de  Su,  qui  renfennent  la  tolotion  da  proUèmeda 
troublé.  Il  reste  k  simplifier  ces  équations  :  on  j  parrienl  psr  née  aè- 
4hode  qu'il  est  utile  d'indiquer  id,  parce  qu^eUe  est  susceptible  de  noiÉni' 
ses  applications. 

En  général,  si  x,  f,  s,...  sont  autant  de  nuriables  iwMpmdantss  ffti 
Toudra,  et  A,B,  G,...  A',  B',  C%...  deux  groupes  de  ftmetions  doioléBiè 
«es  Yariables,  chacun  des  deux  groupes  contaient  le  noême  nooÉrs  è 
fonctions,  Téquation  générale 

dans  laquelle  èx,  ^y,  èz,..,  sont  des  variatione  erbitraireB,  cttaln  k 
équations 

A  =  A',        8  =  ^        C=C, 

et  réciproquement.  Si  Ton  change  de  fariables,  et  qu^on  exprime  x,|,  %^ 
en  fonction  de  nouvelles  yariables  en  nombre  égal  (,  vi,  (»...  les  ix,  <|, 
iz,..,  pourront  s'exprimer  de  même  par  des  fonctions  de  ^,  ^, ^,...  elFi- 
quation  unique 

que  Ton  déduit  de  l'équation  proposée,  entraînera,  comme  celle-d,  h  sen 
(inéquations 

A  =  A'.         D  =  B',         C  =  C,  ... 

Nous  considérons  dans  les  équations  (9)  et  (10)  les  «  et  les  0  cooimeda 
variables  indépendantes,  et  les  quantités  P  et  p  comme  des  fondions  des  f 
et  des  a,  déduites  des  relations  (2)  et  (3);  la  diiïérentiation  donnera  «s* 
les  èp  et  les  ^5  en  fonction  des  Sq  et  des  *x  qui  resteront  arbitraires.  Gà 
posé,  multiplions  léquation  (9)  par  iq^  et  Féquation  (10)  par  ètL; ^ 
«juoi,  nous  donnerons  à  l'indice  1  les  n  valeurs  qu'il  peut  avoir  et  nonsfc- 
rons  de  môme  pour  Tindice  v  ;  enfin  nous  ajouterons  les  in  éqiulâs 
ainsi  préparées.  Léquation  finale,  où  les  ^x  et  âq  restent  aiiatnA 
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^nrandra  aax  n  équations  (9)  et  aux  n  équations  (10).  Or  le  résultat 
peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  intervertissant  Tordre  des  som- 
mations: 

-;i>...|[^(;i:^.v|;^.)] 

On  retrouve  dans  cette  équation,  comme  coefGcient  de ft,  la  variation 

dt 

totale  de  j— ,  ou  de  Pii  ;  et  comme  coefficient  de  -j-y  la  variation  totale  de 
^,  ou  de  pj  ;  féquation  (11)  devient  donc  : 

yi=|  v=t  /=  1         *  J=t       J 

Elle  se  simplifîe  encore  si  Ton  remarque  que  les  sommes  sont  alors  sépa- 
rées les  unes  des  autres,  et  que  les  indices  i».,  v,  ij,  doivent  recevoir  chacun 
tontes  les  valeurs  entières  de  1  à  n;  la  distinction  des  indices  est  donc  sans 
^aucune  utilité,  et  Ton  peut  écrire  par  conséquent  Téquation  sous  la  forme 

i(i'^--%'%)-ï(S''.-f/")' 

OU  encore,  en  observant  que  le  second  membre  n*est  antre  chose  que  la  va- 
riation totale  iQy  et  en  multipliant  par  dl^ 

(lî)  2]  (^«1^  %  -  ^^,.  ^«|J  =  ^^  ^û- 

Cetteéqnatîon  très  simple  tient  lieu  des2n  équations  (9)  et  (10), et  permet 
(fepérer  immédiatement  le  changement  de  variables.  Au  lieu  de  considé- 
rerO  comme  une  fonction  des  p  et  des  9,  nous  pouvons  Texprimer  par  une 
fonction  des  a  et  des  p,  qui  sont  liés  auxp  et  aux  q  par  les  2n  équations  (S) 
et  (3).  Nous  aurons  alors 

»#^      ^û  »      .  .  ^^  .      .    ^û  ,^    .  dCk  ^^ 
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Remplaçons  ^n  par  cette  valeur  dans  réquation  (12),  puis  égalons  les 
coefficients  des  8f^  et  des  ^a  de  même  indice,  nous  obtiendrons  les  2n équa- 
tions difTerenlielles  de  la  variation  des  arbitraires  sous  la  forme  cano- 
nique : 

dt  -   da; 

c'est-à-dire  sous  une  forme  analogue  à  celle  des  équations  (1),  qui  appa^ 
tiennent  au  mouvement  non  troublé. 


REMARQUE  SUR  LA  niTHODB  DB  JACOBI. 

176«  La  méthode  de  Jacobi,  exposée  dans  les  deux  premiers  chapitres 
de  ce  livre,  suppose  Texistence  de  la  fonction  des  forces  U  ;  en  d'autres 

termes,  elle  suppose  que  la  somme  ^  (X^xH-  Y^y  H-  Z^g  4- ...)  est  une 

différentielle  exacte,  le  temps  i  étant  regardé  dans  cette  fonction  comme 
une  constante. 
Les  autres   méthodes,  celle  de  Lagrange  par  exemple,  emploient  les 

notations    oU,    t-,  j  -  »  •  •  •   ^^^^  sans  supposer  nécessairement  1  exis- 
tence d'une  fonction  U.  Car  alors  ^U  représente  simplement  la  somme. 
y\  (X^a; -h  Y^t/ -f-  . . .),  et  -T- ,  le  coefGcient  X  de  la  variation  ^x  dans 

cette  même  somme.  C'est  seulement  quand  on  pose  Téquation  aux  diffé- 
rences partielles  en  S  que  Ton  voit  intervenir  explicitement  la  fonction  l, 
dégagée  de  tout  signe  de  dérivation  ou  de  variation. 

Mais  on  doit  remarquer  que  la  méihode  de  Jacobi,  pas  plus  que  celle  de 
Lagrange,  ne  suppose  l'existence  analytique  de  la  fonction  O;  c<ir  cetîe  fonc- 
tion entre  seulement  sous  les  signes  de  la  variation  5n,  ou  des  dérivations 

.•  ..      do    do 
partielles  j^'  5ô";  et  ces  symboles  sont  susceptibles  d'une  interprèlatioî. 

semblable,  déduite  de  l'identité 

•o       ^"  2     ^  ^^  i      1  L  dQ  ^^       da  ^, 
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SOUmOR  AFPROXIHATITl  DO  PKOBL&HI  DU  HOUTEMIirr  TROUBLÉ. 

177.  Les  équations  exactes  du  mouTement  des  planètes  autour  du  soleil, 
ou  des  satellites  autour  de  la  planète  principale,  sont 

d*x      fiix do. 

dF  '^  1^  ~~  dx' 

<//*  "^   r»   "■  dy  * 
d*z       ffjiZ  __  da 
dl*  "*     r»   "■  rfa  ' 

On  commencera  par  négliger  la  fonction  perturbatrice,  n,  ce  qui  réduit  les 
équations  aux  termes  correspondants  au  mouvement  elliptique  : 

rf!f  ,  />î  —  Il 
di*  "^'  r»  ""  "' 

Nous  connaissons  (§  442)  la  solution  de  ce  problème  ;  elle  consiste  à  ex- 
primer X,  y,  z  en  fonction  du  temps  t  et  de  six  constantes,  soit  les  con- 
stante$  canoniques  fournies  par  la  méthode  de  Jacobi,  soit  les  constantes 
usmellêê  qui  se  déduisent  des  premières,  et  qui  sont  la  longitude  du  nœud, 
V inclinaison  de  V orbite,  la  longitude  du  périhélie ^  le  grand  axe,  Vexcentrû- 
cité  et  enGn  la  longitude  de  Vépoque. 

Pour  chacun  des  corps  du  système  planétaire,  on  pourra  déterminer  ces 
six  arbitraires,  qui  restent  constantes  tant  que  le  mouvement  n*est  pas 
troublé,  mais  qui  deviennent  variables  dès  qu  on  veut  tenir  compte  des  per- 
turbations. 

La  plupart  du  temps,  la  fonction  perturbatrice  O  est  très  petite,  et  peut 
se  mettre  sous  la  forme  tiy,  i  étant  un  nombre  très  petit,  et  cï  une  fonc- 
tion qui  ne  croit  pas  indéfiniment.  liOrsqu'il  est  permis  de  négliger  les 
termes  qui  contiennent  en  facteur  c*,  auquel  cas  on  dit  qu'on  néglige  le 
carré  des  forces  perturbatrices,  l'approximation  du  mouvement  troublé  se 
fait  avec  une  très  grande  facilité.  Supposons  que  Ton  ait  employé  des  arbi- 
traires quelconques  ;  les  variations  de  ces  arbitraires  seront  données  par  des 
équations  de  la  forme 

^«Ki  __ ,         .dû  X  ^'û    .  ,  ,         .da 

T.  —  ll£c.    COLLIG!IO.X.  22 


MËTnODE 


Les  Toncliotis 


dci    dn 


.  seront  de  l'ordre  de  grondeur  dn  fadeur  i- 

Quanl  aux  arbitraires  s,  elles  se  réduisent  à  une  partie  conslaiile  a'  qanitl 
n  =  0  ;  donc  on  peut  les  regarder  comme  égales  à  celle  partie  cODstïiid  i', 
;iugmenlée  d'uue  partie  variable  î«',  de  l'ordre  de  grandeur  de  i.  La  vilwsif 


t  de  l'arbitra  in 


e  réduit  donc  à 


r  qui  est  elle-même  de  l'onlrr 


de  [>  De  même  tes  fondions  lu      a.\  peu?ent  s'exprimer  par  la  fonction 
h.'      a.'\  des  parties  constantes,  augmentée  d'une  partie  variable  de  l'orirT 

de  grandeur  de  •;  dans  le  produit  (a^,,  «,)  -7—  on  pourra  négliger  «lit 

correction  du  coefllclent  qui,  mutlipliée  par  -r- ,  serait  de  l'ordre  de^.Dn 

trouvera  donc  la  variation  de  l'arbitraire  a    par  l'équation  ,^^^ 

dans  laqucIlL'  le  coeflicient  de  cliaque  terme  est  ri'duil  à  fa  partie  consUntc, 
et  enfm  on  en  Lrera 


•>-/-' iK,-.)g. 


expression  qui  a  un  sens  parfaitement  défini,  dès  que  la  fonction  n  est  n- 
prtmée  en  fonction  du  temps  t  et  des  arbitraires  a,  réduites  \ovitt. 
pour  celle  première  appronimalion,  à  leurs  valeurs  mojeunes  ■.'.  La 
méthode  consiste  à  admettre  que,  pendant  un  certain  intervalle  de  tempi, 
les  corps  trmiblanls  et  le  corps  troublé  suivent  rigoureusement  les  lois  ilt 
leur  mouvement  elliptique,  et  i  en  déduire  d'une  manière  approchée  k» 
v^iriatîons  des  èlémenis  elliptiques  relatifs  au  corps  troublé  seul. 


DÉVKLOFrEVEirr    DE    L*    M 


178.  L'intégration  des  équations  du  mouvement  elliptique,  par  U 
méthode  de  Incobi,  introduit  dans  le  calcul  rix  contCanlet  cdnont^Mi,  as- 
tribuéesen  deut  groupes  de  trots  chacun,  savoir  les  constantes  II,  GelC,i(ui 
correspondent  aux  a  de  la  théorie  générale,  et  les  constantes  A,  g,  c.  qu' 
correspondenl  aui  ^,  Ces  quantités  restent  constantes  tant  qu'il  s'agit  du 
MiouTeroent  elliptique  ;  elles  deviennent  variables  quand  on  passe  au  mw- 
vement  troublé,  ou  qu'on  tient  compte  de  la  fonction  perturbatrice  ti.  Lr- 
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Yariations  des  arbitraires  sont  définies  par  le  groupe  de  six  équations  cano- 
niques: 

dflh'  Tt^  dg*  di  "  de' 

H)        { 

''         *    dh da      ^__^      l!£  — _^ 

dt  "       dll  '      A  ""       rfG  •      dl~~      de' 

qu'on  peut  écrire  d*une  autre  manière,  sous  forme  symbolique  (§  175), 

(2)         dmh  —  dhSn  4-  dGig  —  dgcG  H-  dCcc  —  dcSC  =  dlSa. 

,  Dans  ces  équations,  n  est  exprimée  en  fonction  des  coordonnées  de  la 
planète  dont  on  étudie  le  mouvement,  et  des  coordonnées  de  toutes  les 
autres  planètes  qui  altèrent  le  mouvement  de  la  première  ;  les  coordonnées 
de  la  planète  s*expriment  en  fonction  du  temps  et  des  éléments  elliptiques, 
soit  des  éléments  canoniques,  soit  des  éléments  usuels,  par  des  formules 
où  le  temps  n*entre  jamais  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus.  La  fonc- 
tion n  ne  contient  donc  que  des  termes  périodiques.  Nais  nous  allons  voir 
qu*il  n*en  est  pas  de  même  de  toutes  ses  dérivées  partielles.  Le  temps 
n*entre  dans  les  équations  du  mouvement  elliptique  que  joint  à  la  con- 
stante c,  dans  Téquation  t-,  =  i  +  c.  Les  dérivées  partielles  ^.*  -^,  ^t 

-7~*  s'obtiendront  sans  faire  sortir  le  temps  t  des  signes  trigonométriques, 

de  sorte  que  ces  dérivées  partielles  restent  encore  périodiques.  Pour  étu- 
dier à  ce  point  de  vue  la  forme  des  deux  dernières  dérivées  partielles,  chan- 
geons de  variables,  et  posons  l  =  n(t  -\-  c),  n  représentant  le  moyen  mou- 

cernent       ^    ^  >  et  /  Vanomalie  moyenne  de  la  planète  ;  cette  transforma- 
nt 
tion  nous  permet  de  remplacer  par  une  lettre  unique  la  somme  I  -{-  c  du 

temps  et  de  la  variable  c.  Au  système  des  arbitraires 

H.  A,  G,  g,  C,  c, 
nous  substituons  donc  le  système 

II.  h,  G,  g,  C,  /. 

Cela  posé,  prenons  les  dérivées  de  n  par  rapport  à  c  d'abord,  puis  par  rap- 
port à  C  ;  nous  aurons 

dû  _  dû  d/  _  dû 

de  "  dl  de"  dl^  "' 

de  sorte  que  -^  ne  contient  pas  non  plus  le  temps  en  dehors  des  signes 


L'équation  (9)  nous  donnant 


MÉTHODB 


dn d*p 

dï~~  Si*' 


f  sera  déterminé  par  la  double  quadrature  de  l'équation  diflerentielle 
second  ordre 


(15) 


d^P         -  v^-^c  da 


180.  Une  autre  méthode,  due  à  Delaunay,  consiste  à  remplacer  les  ar- 
bitraires canoniques  conjuguées  C  et  c  par  deux  nouvelles  arbitraires, 
L  et  /,  également  conjuguées.  L'arbitraire  /  a  déjà  été  définie.  Pour  Tarbi- 
traire  L,  Delaunay  pose 


(13) 


On  en  déduit,  en  difTérentiant  par  d,  pub  par  ^, 


dl 

SI 


_    /> 


(~2C)Î 


n 


oC 

1 
n 


et  la  substitution  dans  (7)  de  dC  =  ndh  et  ^  =  n^L  nous  donne 


(14) 


dWch  —  dhSH  4-  dGig  —  dgSG  4-  [dhcl  —  dUl) 
=  (/^(ÔQ  — ôC)  =  rf/5Q', 


en  posant  encore 


,ir.) 


a'  =  û-c  =  û  +s..'^- 


2L* 


Ce  changement  de  variables,  et  l'altération  correspondante  de  la  fonction 
perturbatrice,  ramènent  donc  les  équations  du  mouvement  à  la  forme  c«no- 
iiique,  sans  faire  paraître  le  temps  en  dehors  des  signes  trigonométriques. 
La  première  méthode  est  généralement  suivie  pour  Fétude  analytique  du 
mouvement  des  planètes.  La  seconde  réussit  dans  la  théorie  du  moiivemenl 
de  la  lune,  problème  qui  présente  des  diflicullés  particulières,  à  cause  de 
la  grandeur  de  la  masse  du  corps  troublant,  le  soleil. 
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181.  Nous  supposerons  ici  qu'il  s'agisse  du  mouvement  d'une  planète, 
«t  nous  prendrons  pour  équations  de  la  variation  des  arbitraires  le 
groupe 


(i) 


di 

dh 
df 


da 
dh 


dt 


dQ 


da 

dû 


dg       _  ^ 
di  "^       dC' 


</G  du 

^  —  _       r/Q 


A  ce  groupe  joignons  les  deux  équations 

(2)  /  =  n(/-Hc)  =  pH-v       et 


dt"''' 


On  ne  conservera  pas  dans  la  suite  du  calcul  les  arbitraires  canoniques 
B,  *,  G,  ^,  C,...  mais  on  y  introduira  les  arbitraires  usuelles,  qui  sont  ex- 
primables en  fonction  des  premières.  Nous  en  rappellerons  ici  le  tableau. 

Soit  XOY  \eplan  fixe  ou  plan  de  Técliptique  ; 
OX  la  droite  fixe,  dirigée  vers  Téquinoxe  de 
printemps  ;  NK  le  plan  de  Torbite  ;  les  arbi- 
traires usuelles  seront  : 

1*  La  longitude  du  nœud  ascendant  y  t=ikQl^  ; 
Tangle  ft  varie  de  0  à  2ir,  dans  le  sens  de  OX 
versOY. 

2*  L'inclinaison  de  P orbite,  9,  est  l'angle 
RiW. 

3*  La  longitude  du  périhélie,  o,  est  la  somme 
des  angles  AON  4-NOP,  et  déûnit  l'orientation  de  la  trajectoire  dans  son  plan  ; 

A*  V excentricité  de  V orbite,  e,  détermine  la  forme  de  l'orbite  ; 

5*  Le  demi  grand  axe,  a,  en  détermine  la  grandeur. 

6*  EnÛn  Yépoque,  1,  c'est-à-dire  la  longitude  moyenne  de  l'époque,  est  la 
Taleur  de  la  longitude  moyenne  de  la  planète  pour  i  :=  0«  Ces  six  arbitraires 
0ODl  liées  aux  arbitraires  canoniques  par  les  équations  : 

e  =  h. 


Fig.   U7. 


P) 


COSf  = 

H 
G' 

«J  = 

h-^g. 

e*= 

.    .  2CG* 

a  = 

/m 

2C' 

«  =  y+  cr  =  7  +  A+(^; 
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et  inversement  on  aurait»  en  exprimant  les  arbitraires  canoniques  en  fonc- 
tion des  arbitraires  usuelles  : 

g  =  13  —  $, 


(41 


C  — — &. 


H  =  cosf^ f/ia(\  —  é*i9 

y  =  «  —  tJ. 


A  ces  équations  enjoint  encore  les  deux  suivantes  qpi  définissent  le  moyen 
mouvement  n,  et  la  durée  T  de  la  révolution  : 


s 


(5) 


(-2C)i 

Il   =S      *        ' 


fiT  =  2ir. 


Nous  avons  enfin,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler» 

(6)  fiV=/i«t. 

équation  qui  nous  permettra  de  ramener  à  la  première  puissance  le  fac- 
teur pu  dans  toutes  les  équations  qui  suivront. 

Différentions  les  équations  (3),  puis  remplaçons  dans  les  équations  ré- 
sultantes les  éléments  canoniques  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  élé- 
ments usuels,  déduites  des  équations  (4).  Il  viendra  le  groupe 


de  =  dh, 

,               na C0S9 
df  = ^ 


c*  sin  fp 


dG  — 


na 


ffxyjs  —  c*sin5> 


(fil. 


(7) 


dfs  =  dh  -\-  dÇf 

ffie  fiie 

da  =  ^dC, 
de  =  dy-^  dh  -{-  dg. 
Ces  équations  nous  serviront  à  former  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
-..-,  -rr-  .  .,  figurant  dans  los  équations  (1),  en  fonction  des  éléments 
usuels.  On  a  en  effet,  par  exemple,  Tidentité 
dci       /<fû\  de 


dh  —  \do)  dh  "^  Vc/y  /  dh  "^  [du )  dh 


4- 


les  dérivées  entre  parenthèses  étant  celles  qui  correspondent  aux  nouvelles 
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es.  Substituant  les  valeurs  des  différentielles  données  par  (7),  on  a 

aS-^'    3j^-0.    jjj.-!,    j^-0,    jj-0,    ^-1. 
uGn 

$-(^)+(S)+{")- 

ne  ainsi  le  tableau  suivant  : 

'  §- (S) +  (©  +  (§)• 

Al na  /dOL\ 

dll  ""       f^  v'ïTTp  sin  ^  W?  /  ' 

rfû  _  /da\        /dQ\ 

dg  "'[daj  "^  U«/ 

dû  __  __  imy^l  — g*  /dn\  ng C09?         /dnA 

dG  ~"  ffie       ['ih)       /"^yTirjiginy  W/' 

flfn__  /dû\ 

dy-Uj' 

dù_2^  /dû,\       g[1— g«)  /dû\ 
dC  ""  /]ui  V'^ay  "^       ffxe       \dej 

is  ensuite  par  dt  les  six  équations  .(7),  remplaçons  les  rapports 

,...  par  leurs  valeurs  tit,  —  ^jT'--  données  par  les  équations  (1), 

ibstituons  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  en  fonction  des  nou- 
iérivées,  fournies  par  les  relations  (7).  On  obtient  en  défînitive  le 
i  (9),  où  le  changement  de  variables  est  entièrement  opéré  : 


/       de na /dQ\ 

di  ""/ui/T^T^sino  \d?/ 


^  =  - 


na 


(S) 


d^  /)AV^r==T«8inf 

_    na  (i  —  C09  f)    \(d^\    ,    f^X] 

/>tv/r^r?sin?Lw  "^  \d,)y 

da  __  wgy^i— g*  /dû\  fia(i  —  cosy)    /</Q\ 

d/  ""        ffie        [de  )       ffi^YITé* sin^p  \d?  )  ' 

de na^i—e*  /dQ\     wa[i  —  g«)  —  Mgy^i --e«  /dù\ 

dt  ~  />g        \da)  +  />«  ^  </,  y 

dl  ^  dut  \de) 

/>    \^/      />iv^n^ë«siny  U?/ 


da  __  2fl^  /dû 
d/  -   fi.   V 


^(5  ■OUVEMENT  DE  TBANSLàTION 

Pour  faire  usage  de  ces  équations,  on  remplacera  la  fonction  n  par  la  nleor 

.  somme  dans  laquelle  m^  est  la  masse  d*une  des  planètes  troublantes,  et 
JIq  I  la  fonction 

qui  dépend  des  positions  relatives  de  la  planète  troublante  par  rapport  n 
soleil  et  à  la  planète  troublée.  Pour  simplifier,  on  peut  se  borner  à  consi- 
dérer un  seul  corps  troublant,  celui  qui  a  le  numéro  1,  par  exemple,  1« 
autres  pouvant  être  sous-entendus  dans  les  sommes.  Alors  les  équations  (9), 
^ans  lesquelles  on  remplace  n  par  fm^  Ro,|,  deviennent,  en  omettant  les 
j[>arenthéses,  devenues  inutiles  : 


d9 
dl 


V/i— e*sin?>  H-     ^? 


na 


dt  v^l  — e«sinî>  /* 


? 


d(t 


"''^""^2m./^Ro.i      ^n 


du 


m) 


du 


na 


v/nr7«m,rf^.         "«^^"&2m,^V 


—  — r^  -+- 


de 


V'i  —  e«  M 


d-. 


</R. 


dll 


de ytfl  y  1  —  c*  wi,  ""o,i  nae\\  — c*  »i,  ^'Vi 

dt  ~~  e  fi      dot  I  ^  y'I  —  c«   /*      </« 

dt  fjL      dt 

«//  fji      da 


\ 


+ 


tmc 


-»    ^  -■      -^l         "      ■  I  ■     »  Il      I 


1  4.  y^^i  —  e«  M 


v'i  —  ^«  /* 


A  ce  tableau  il  faut  joindre  la  seconde  des  équations  (2),  qui,  difîéreuliôe, 
devient 

d^_dn 

dt*  ""  dl' 
Or  réquation  (6)  nous  donne 

dn  =  —  ;r-  da, 
2a 
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Donc 

Les  six  équations  (10)  et  Téquation  (11)  ne  contiennent  plus  ^  et  renferment 

toutes  le  rapport  — .  Si  ce  rapport  est  très  petit,  ce  qui  arrive  dans  la 

théorie  des  planètes,  et  si  Ton  se  borne  pour  l'intégration  aux  termes  con- 

lenant  les  premières  puissances  des  rapports  —»  Tinlégration  ne  présente 

mcune  difficulté. 

183.  Lorsqu*on  substitue  dans  R^  ^  les  valeurs  des  coordonnées  en  fonc- 
tion des  longitudes  moyennes  des  planètes,  la  fonction  R^  ^  se  développe  en 
«ne  série  de  la  forme 

A  étant  un  terme  qui  dépend  seulement  des  éléments  elliptiques  de  la  pla- 
nète, B  et  6  des  constantes,  /  et  /'  les  longitudes  moyennes,  nt  +  >  et 
M'f  + 1',  des  deux  planètes,  et  t  et  t  deux  nombres  positifs,  qui  peuvent  être 
nuls,  et  qui  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  0  à  Tinûni.  La  varia- 
tion d*une  arbitraire  quelconque,  a,  sera  donnée  de  même  par  une 
équation  de  la  forme 

^  =  A'  +  2]  »'«>«(*'  +  »^''  +  *')' 

A',  R'  et  ^^  étant  d^autres  constantes,  et  t  et  t^  recevant  encore  toutes  les  va- 
leurs entières  et  positives  de  0  à  oo . 

Réduisons  dans  cette  expression  tous  les  éléments  elliptiques  à  leur  partie 
constante  ;  A'  deviendra  une  constante,  et  Tintègration  donnera 

a  =  («)  -h  A'^  +   r^]  ^cos  {U-h  i'I'  +  h^dt, 

en  appelant  (a)  la  valeur  constante  qu*aurait  a  dans  le  mouvement  non 
troublé.  Or  soit  n  le  moyen  mouvement  et  /  la  longitude  moyenne  de  la 
planète  dont  on  étudie  le  mouvement,  nf  le  moyen  mouvement  et  V  la 
longitude  moyenne  de  Tautre  planète  ;  on  aura 


rcos(i/-+-t'/'  +  ^)rf/  = 


sin(«7H-i'/'-h6') 


ira  4-  i'n* 
en  observant  qu'on  a  identiquement  dl  =  ndt  et  dl'  =  ifdi.  lH)nc 


WOUVF.SIEST  DE  TRAHSLATIOB 

La  correction  de  la  valeur  elliptique  (a)  comprend  donc  des  temadt 
(liversi's  nnliires  :  l'un  A'I,  qui  croit  proporlionnellemenl  au  [emps,  cinsk- 
lue  i'inégalili  téculaire  de  l'élémenl  s  ;  les  autrfs  conliennenl  impluilf- 
menl  le  temps,  mais  ïOiis  les  signes  trigoiioDièlriqLms,  et  chacun  conflllue 
pour  l'arbitraire  a  une  inégalité  périodique  dépendDnt  de  la  con/ï^imliDii 
des  planètes. 

Ces  eipressions  doivent  être  convenablement  interprétées.  Une  tn^aliU 
téculaire  est  celle  qui  dépend  des  élétnenls  elliptiques  de  la  planète  ;  elW 
semble  croître  indélinimenl  avec  le  temps,  mais  cette  augmentation  indé- 
linie  peut  n'Mre  qu'appnrente  ;  en  effet,  le  terme  A'f  peut  être  le  premier 
terme  d'une  série,  et  In  substitution  de  A'I  à  celle  série  peut  entraîner  oui' 
erreur.quigninditdepluB  en  plus  il  mesure  que  le  temps  t  s'accroil.Cet  « 
qui  arriverait,  par  exemple,  ïi  la  lorraule  rigoureuse  renfermait  sinil  ï  I* 
place  de  A'I,  premier  terme  de  la  série  Aï  - 


1  > 


■.:x3 


les  ini^alités  dites  séculaires  peuvent  être  périodiques,  et  il  en  est  notam- 
ment ainsi  pour  des  inclinaisons  et  des  eicenlricilés.  Par  contre,  une  ioé- 
palité  périodique  peut  avoir  une  très  longue  période  ;  cela  arrive  aui  trrme 
du  développement  pour  lesquels  le  dénominateur  in  +  ïti'  est  IrOs  petit  ta 
valeur  absolue. 


ISTAMlBILtTÉ  DKS  G] 


185.  Les  variations  du  grand  axe  et  du  moyen  mouvement  sont  déCniu 

par  la  cinquième  des  équulions  (10)  et  par  l'équaliou  (M)  ; 


dt  ^      di    ' 

Dans  ces  équations,  il  n'entre  que  lu  dérivée  de  la  fonction  Bo.,  par  rap- 
port à  l'époque  i;  mais  i  n'entre  que  dans  la  longitude  moyeu  ne  J.  l-I 
ne  ligure  pus  dans  le  terme  A  de  la  valeur  de  Rj,,,  ;  on  aura  donc,  en  dér*- 
vaiil  par  rapport  à  i  une  équation  de  la  forme  : 


■■^-1" 


Mi'  +  i'l-  +  «.). 


en  observant  que  t  =  nt  +  i,  c«  qui  donne  t  =  1. 
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d*où  Ton  déduit  en  intégrant, 

fl  =  (fl)  +  2a«»  -«  y  .     '^.^  ,  cos  (il  +  i'/'  +  a). 

On  tarait  de  tnéme 

Il  =  (il)  -  San»  -«  y  .     '^.,  ,  cos (i/  -f  t'/'  +  «). 

Les  éléments  a  et  m  ne  diffèrent  donc  de  leurs  valeurs  moyennes  (a)  et  (n)  que 
de  quantités  périodiques.  Abstraction  faite  de  cette  correction  »  qui  tantôt 
8*agoute,  tantôt  se  retranche,  le  grand  axe  et  le  moyen  mouvement  res- 
tent constants.  Tel  est  le  théorème  de  Laplace,  établi  en  n*adinettant  dans  les 
équations  du  mouvement  que  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux 
masses  perturbatrices  ;  ce  théorème,  d'une  importance  capitale  au  point 
de  Tue  de  la  stabilité  du  système  solaire,  subsiste  encore,  ainsi  que  Poisson 
l'a  lait  voir,  quand  on  pousse  l'approximation  jusqu'aux  termes  du  second 
degré. 

11  semble  que  l^accélération  du  moyen  mouvement  de  la  lune  soit  en  con- 
tradiction avec  le  théorème  de  Laplace  sur  Tinvariabililé  des  moyens  mou- 
vements. Cette  contradiction  n'est  qu^apparente.  En  réalité,  le  moyen 
mouvement  de  la  lune  est  invariable,  abstraction  faite  des  oscillations 
périodiques  qu'il  subit  ;  mais  Tépoque,  i,  est  aiïectée  de  plusieurs  inégalités 
séculaires,  de  sorte  que  si  Ton  appelle  /  la  longitude  de  la  lune,  dé- 
poailiée  de  tous  les  termes  contenant  le  temps  sous  les  signes  sinus  et  co- 
sinus, on  aunl  pour  cette  quantité  une  équation  de  la  forme 

/  =  11/  -i-  «  -f  i/  -f  ^f«, 

al  et  ^*  étant  les  deux  inégalités  principales  qui  s'ajoutent  au  terme  i. 

Ah  lieu  d'écrire  ainsi  cette  équation,  on  a  l'habitude  de  la  ramener  à  la 
forme 

en  faisant 

et  en  laisêont  r époque  contlanle.  On  considère  alors  le  facteur  N  comme  le 
moyen  mouvement,  et  on  voit  qu'il  renferme  une  inégalité  séculaire,  pL 
C'est  à  ce  terme  qu'on  donne  le  nom  d'équation  séculaire  de  la  lune.  11 
varie  du  reste  avec  une  extrême  lenteur,  environ  1 1  secondes  par  siècle. 
Laplace  a  fait  voir  que  ce  phénomène  était  lié  à  la  diminution  progres- 
sive de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  Depuis,  Delaunay  a  reconnu  dans 
le  ralentissement  du  mouvement  de  rotation  propre  de  la  terre  une  se- 
conde cause  qui  contribue  à  altérer  d'une  manière  apparente  ce  moyen 
mouvement  N. 
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i84.  Lorsqu*une  fonction  (  (z)  d'une  variable  z,  réelle  ou  imaginaire, 
reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  %  dont  le  module  ne  dépaue  pat 
une  limite  R  donnée,  cette  fonction  est  dételoppable  en  série  convergente,  or- 
donnée suivant  les  exposants  entiers  croissants  de  z.  Le  développement  est 
fourni  par  la  série  de  Mac-Laurin.  Ce  théorème  a  élé  démonlré  par  Cau- 
cliy,  qui  l'a  rattaché  à  la  théorie  des  intégrales  définies  prises  entre  des 
limites  imaginaires. 

M.  le  commandant  Laurent  l'a  généralisé  sous  cette  forme  : 

Lorsqu'une  fonction  f{z)  dune  variable  z,  réelle  ou  imaginaire,  reste  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compHs  entre  deui 
limites  données  Ro  el  R,  la  fonction  est  développable  suivant  une  double  série 
convergente,  ordonnée  suivant  les  exposants  entiers,  positifs  et  négatifs,  de 
la  variable. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  si  la  fonction  reste  finie  et  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  satisfaisant  à  l'inégalité  mod  (z)  <  R,  la  fonction/';:) 
sera  développable  en  série  convergente  par  la  formule 


f{z)  =  f{0] + r(0)z  +  ^  /-"(o)  +  j^  r  (0)  -f- 


Dans  le  second,  si  la  continuité  de  la  fonction  n'est  assurée  qu'entre 
les  modules  Ro  et  R,  le  développement  comprendra  les  deux  séries,  à  ex- 
posants positifs  et  négatifs 

f[z)  =  A„  +  A»  3  -I •  A,  3*  -f  A,  5^  -f 
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Ce  dernier  développement,  qui  comprend  le  premier  comme  cas  parti- 
culier lorsque  Ro=  0,  trouve  son  application  dans  une  foule  de  problèmes 
de  la  mécanique  céleste. 

185.  Nous  en  donnerons  un  exemple  simple. 

On  a  TU  plus  haut  que  V anomalie  moyenne  C  s'exprime  en  fonction  de^ 
Yanomalie  excenirique  u  par  l'équation  de  Kepler 

ç  =  M  —  e  sin  U, 

dans  laquelle  e  désigne  YexcentricUé  de  Vorhite, 

On  peut  rattacher  ces  deux  variables  C  et  ti,  à  deux  autres  variables  % 
et  f,  en  posant  les  équations 

et 

le  nombre  8  désignant  ici  la  base  des  logarithmes  népériens.  On  n'emploie 
pas  la  lettre  e  pour^représenter  cette  base,  pour  qu'il  n*y  ail  pas  de  con- 
fusion possible  avec  l'excentricité 

À  la  relation  entre  ii  et  C  nous  pouvons  substituer  une  relation  équiva- 
lente entre  s  et  #. 

Observons  que,  si  a  =  •  «V^,  a  est  égal  à  cos  u  -f  v/— 1  sin  m,  et  par 
conséquent 

i  sa  coa  i«  —  v^^  sin  i«  =  f"**^^. 

Si  donc  nous  formons  la  demi-différence  ^  [  s  —  j  »  nous  obtiendrons 
pour  résultat 


«8inMv/-l=j^«-[j 


Multiplions  par  ^— 1  l'équation  ii  ^  «  sin  ii  =  C,  et  élevons  t  à  la  puis- 
sance dont  l'exposant  est  Ç^ —  1.  Il  viendra 


352  GÉNÉRAUTÉS. 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  i  ^^^^  par  «,  t**^""*  par  $,  et  t"-**»**'-*  par 

-if'--) 
•    '^     '^»  la  relation 

186.  Gela  posé,  en  verlu  d'un  théorème  du  commandant  Laurent,  si  deux 
variables  s  et  s  sont  liées  par  une  équation  /'(«)  z=2,  et  que  la  fonction  / 
soit  continue  pour  toute  valeur  de  s;  si  de  plus  on  sait  que,  pour  toute  u- 
leur  de  z  dont  le  module  soit  compris  entre  deux  limites  données  RoetR, 
réquation  f(s)=:z  n*a  pas  de  racines  multiples,  on  pourra  toujours 
trouver  une  fonction  ç  (z)  telle,  que  Ton  ait 

ce  qui  revient  à  résoudre  Téquation  donnée  par  rapport  à  i,  et  cette  fonc- 
tion 7  sera  continue  tant  que  le  module  de  z  sera  compris  entre  les 
limites  Ro  et  R  ;  de  sorte  que  cette  fonction  «  (s)  est  dévtJoppable  eii 
double  série  convergente.  Si  la  première  équation  donne2  =  So  pour 
s  =  Sq,2q  étant  compris  entre  les  limites  R«  et  R,  la  seconde  équation 
donnera  s  =  «^  quand  on  y  fera  a  :=  :o- 

Plus  généralement,  toute  fonction  continue  F  (s)  sera  une  fonction  con. 
tinue  de  z  pour  toute  valeur  dont  le  module  soit  compris  entre  Ru  et  R, 
et  est,  par  suite,  développable  en  double  série  à  exposants  entiers,  positifs 
et  négatifs. 

Celte  théorie  s'applique  à  l'équation  (1),  et  conduit  à  reconnaître  la 
possibilité  du  développement  en  série  convergente  de  s  en  fonction  de  :, 
ou  de  u  en  fonction  de  ^. 

Remarquons  d'abord  que  C  et  m  s'annulent  ensemble,  et  que  les  varia- 
bles imaginaires  a  et  s  prennent  ensemble,  pour  ces  valeurs  des  variables 
réelles,  la  valeur  1. 

Cherclions  les  limites  entre  lesquelles  l'équation  (1)  n'a  pas  de  racines 
multiples. 

Il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre  de 
l'équation  (1),  dérivée  qu'on  prend  facilement  à  l'aide  des  logarithmes. 

Il  vi6nt,en  effet,  en  prenant  le  logarithme  du  second  membre, 


dont  la  dérivée  est 


,(.)-!  (-1). 
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Les  racines  égales  de  réquation  (i),  résolue  par  rapport  à  «,  s^obtien- 
dront  donc  en  égalant  cette  dernière  fonction  à  0  ;  ce  qui  donne 

i-i(.+t)=., 

on  bien,  en  multipliant  par  s, 

»+-  =  -• 

ê      e 

1  2 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  s  et  ->  dont  la  somme  est  égale  à  -  et  le 

*  e 

produit  à  Tunité,  sont  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 
(2)  ^-?,+  l  =  0. 

qui  donne  pour  les  deux  racines 

«  = 1 


Substituons  ces  deux  valeurs  de  s  dans  Téquation  (1);  on  en  déduira  les 
valeurs  correspondantes  de  z,  savoir 


»1 

e 

c 

-•T 

t 

3* 

1  — /T 

e 

-^.■4-V^ 

ce  sont  les  seules  valeurs  de  la  variable  z  qui  puissent  faire  acquérir  à 
réquation  (1)  des  racines  égales. 

L'excentricité  «  est,  pour  toutes  les  planètes,  un  nombre  moindre  que 
Tunité.  Donc  z,  et  z^  sont  tous  deux  réels  et  positifs.  Leur  produit  z^  z^  est 
égal  à  l'unité;  doncTun  est  <  1  et  l'autre  >  1  ;  et  par  conséquent  la  va- 
leur 2=1,  pour  laquelle  on  a  aussi  <  =  1,  est  comprise  dans  Tintervalle 
des  limites  qui  font  acquérir  âr  l'équation  (1)  des  racines  égales. 

On  déduit  du  théorème  de  Laurent  que,  non  seulement  «,  mais  en- 
core toute  fonction  continue  de  <,  est  développable  suivant  une  double 
série  convergente,  ordonnée  suivant  les  exposants  entiers,  positifs  ou  né- 
gatifs, de  z.  Mais  s  et  z  tiennent  la  place  des  exponentielles  imaginaires 

t**'^  et  t'^*'^,  qui  sont  équivalentes  à  des  fonctions  de  sinus  et  de 
cosinus  de  u  et  ^.  On  voit  par  là  que  l'on  pourra  développer  en  série  con- 
vergente, en  fonction  de  (,  non  seulement  la  variable  u,  mais  encore 
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toute  Tonction  conlinue  de  cette  variable.  Nous  donnerons  le  détdiip- 
|iement  de  u  en  fonction  de  E  plus  loin. 
1S7.  Prenons  comme  second  exemple  la  fonction  perturbatrice 


corps  Iroublé  sont  exprimables  par  des  fonc- 

et  sin  u,  u  ijlanl  l'anomalie  excentrique  do  corpt 


où  F«,i  représente  la  dislance  ^ 

Les  coordonnées  x, 
lions  linéaires  de  cos 
iroublé. 

De  même  les  coordonnées  7,, y,,  i,  du  corps  trou bliint  sont  eiprim^lri 
par  des  fonctions  linéaires  de  cos  u,  et  sin  »,,  H|  étant  l'anomalie  eicrn- 
irique  du  corps  troublant. 

Ces  fonctions  de  coa  u,  sin  u,  cos  u„  sin  »(  sont  déyeloppables  en  sé- 
ries convergentes,  dool  les  termes  sont  d'autres  séries,  procédant  sui- 
vant les  exposants  entiers,  positifs  ou  Dégatifs,  des  exponentielles  t'*^ 
et  %  ■'  ^~  ',  î  et  ïi  dé.signant  les  anomalies  moyennes.  Le  résultat  Dnal  du 
développement  Ru,i  sera  donc  une  somme  de  termes,  dont  le  terme  i;é- 
néral  est 


H.'W- 


i,W- 


-.„[.. 


['ï  +  '.îil  4- V-1  sin  («*Ç  +  i,ç,)  ■ 


Daniila  somme,  les  imaginaires  doivent  se  détmire,  et  il  ne  doit  rester 
qu'un  ensemble  de  termes  r«els.  Oa  remplace  ensuite  les  anonulie^ 
moyennes  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  longitudes,  el  on  obtient  ain» 
la  forme  détinitiie  du  développement  déjà  donné  au  g  183.  Le  calcul  ui 
long  et  présente  de  graves  diflicultés. 

Dans  la  Ibéorie  de  la  Lune,  on  n'admet  en  général  que  trois  corps,  U 
Terre  comme  corps  principal,  la  Lune  comme  corps  Iroublé,  et  le  S(deil 
comme  corps  troublant.  La  distance  de  la  Lune  à  la  Terre  est  très  petite  pir 
rapport  à  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre  :  elle  n'en  est  que  b  100*  partie. 
Aussi  la  fonction  Ro.i  peut-elle  être  développée  en  une  série  très  conwr- 
gente,  ordonnée  suivant  les  puissances  du  rapport  des  rayons  vedenn. 
Ce  rapport  étant  très  petit,  la  série  converge  1res  rapidement,  et  quelqivf 
termes  suffisent  pour  donner  une  grande  approximation. 

Au  contraire,  quand  il  s'agit  de  la  tbéorie  de  la  Terre,  si  l'on  fiil  '»■ 
tervenir  les  perturbations  produites  par  certaines  planètes,  Vénus  f« 
exemple,  le  rapport  des  dislances  au  Soleil,  qui  est  alors  le  corps  priii'i' 
pal,  peut  acquérir  de  grandes  valeurs,  et  le  développement  en  firit  «f 
donnée  suivant  les  puissances  du  rapport  des  rajons  vecteurs  n'i  pal  n" 
convergence  assen  rapide. 
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188.  La  fonction  £2=/"  2  ^^'''  *ï"*^"  ^  définie  au  §  172,  rcnfenne 
autant  de  termes  qu'il  y  a  de  corps  troublants.  Occupons-nous  en  parti- 
culier du  terme  qui  correspond  à  celui  des  corps  troublants  qui  porte  le 
n*  1 ,  et  cherchons  à  développer  en  série  la  fonction 

R    —  ^  _^J^t-f  yyt-f  s?t 


qui  entre  dans  ce  terme. 

Soit  M  le  corps  dont  on  étudie  le  mouve- 
ment; 

0  le  corps  principal,  auquel  on  rapporte 
le  mouvement  ; 

OX,  OY,  OZ,  trois  axes  de  directions  con- 
stantes, menés  par  ce  point; 

M|  le  corps  troublant  ; 

r  =  OM  la  distance  du  corps  M  au  corps 
principal  ; 

r|  =  OM|  la  distance  du  corps  troublant 
au  même  corps  0; 

po.i=M}l|  la  distance  des  deux  corps  M  et  M^. 


Fig.  98. 


On  aura 


v'i^  -  'i)*  -t-  (y  -  yij*  4-  (*  -  «ii* = Po.i- 


Mais  dans  le  triangle  MOMi,  si  Ton  appelle  a  le  cosinus  de  Tangle  en  0, 
on  a  aussi 


D^ailleurs,  9  est  donné  par  la  somme  des  produits  des  cosinus  directeurs 
des  droites  OM,  OM,  ,  et  par  conséquent 


^^i  +  yyi-f  55, 


rr. 


=  ff, 


équation  qui  permet  de  remplacer  ^^'      ;(^^*      ^"^  par  —• 

r, 


r 


On  a  donc 
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On  peut  faire  deux  hypothèses  sur  la  grandeur  relative  de  r  et  de  ff. 
Nous  supposerons  d'abord  r  <  fi,  et  nous  ferons  —  =  <,  I  étant  une  non- 
velle  Tariable  qui  sera  comprise  entre  0  et  1 .  Le  premier  terme  de  B«,i  de- 


vient alors 


i 


^f<  —  îrrj»  -+-  rj*       '"i  V'i  —  2(r(-|-  £*' 


et  le  problème  est  ramené  à  développer  en  série  la  fraction 
On  y  parvient  aisément  en  remarquant  que  la  fonction 


1^1— 2«<+<* 


Vt  — 2^x-j-l* 


peut  être  considérée  comme  la  dérivée  par  rapport  à  x  d'une  fonction  :, 
liée  à  X  par  Téquation 


En  effet,  si  on  en  prend  la  dérivée  par  rapport  à  x,  <  étant  regardée 
comme  une  constante,  on  aura 


(2) 


dz 


i 


dx      y/i  _  2te  -f  t* 


Mais  il  faut  observer  que  le  radical  peut  être  pris  avec  le  signe  -h  ou  le 
signe  — .  Si  l'on  prend  le  signe  -f ,  on  a  s  indéterminé  pour  /  =  0,  et  si 
l'on  prend  le  signe  — ,  l'équation  (i)  fait  z  infini.  Si  l'on  fait  disparaître 
le  radical  de  l'équation  (1),  il  vient,  en  élevant  au  carré, 


ou  bien 


(^î  — 1)«  =  1— 2/x  +  ^«. 


l«î^--2/;  -h  1  =  1  —  2^  4-  /^ 


ou  enfin,  en  exprimant  z  en  fonction  de  x,  t  et  s», 


(3) 


z  =  x-\-  t 


(^) 


Sous  cette  forme,  ou  voit  que  pour  (  =  0  on  a  2  =  x,  ce  qui  est  la  vraie 
valeur  de  2  à  déduire  de  l'équation  (1),  quand  on  y  fait  t  égal  à  0.  Ceb 
suppose  que  le  radical  y  soit  pris  avec  sa  détermination  positive.  Nous 
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aurons  en  nie  dans  te  développement  la  racine  qui  devient  ('gale  â  j:  pour 
1  =  0. 
L'équation  (3)  rentre  dans  la  classe  générale  des  équations 

ft  laqudle  l'applique  lo  déTeloppement  pa  r  la  lérie  de  Laijrange.  Si  ce  dû- 
Teloppement  est  opéré,  il  sufi'ira  d'en  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  x 
pour  avoir  le  développement  de  la  fonction  (S). 

Les  séries  oblenues  seront  convergentes  toutes  les  deui,  si  (  ne  reçoit 
que  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires,  dont  le  module  soit  moindre  que 
le  plus  petit  module  qui  fasse  acquérir  à  l'équation  (I)  des  mcines  égales. 

189.  U  série  de  Lagrange  consiste  dans  l'égalité 


^ 


rf.'l+T 


m 


M     +.. 


^(^'0- 


Faisons  l'application  de  celte  formule  uu  cas  particulier  de  l'équation  (3), 
nà  Ton  a 


La  série  (4)  sent  convergente,  pourvu  que  le  module  de  t  soit  inférieur 
m  plus  petit  module  qui  donne  des  racines  égales  il  l'équation  (1)  ou  (S). 
Or  les  racines  égales  de  l'équation  (I)  correspondent  au  cas  où  le  radical 
^  I  —  r(T  +  1'  est  nul,  ce  qui  conduit  aux  racines 

Ces  racines  sont  imaginaires.  En  effet,  dans  notre  calcul,  x  remplace  la 
quantité  s.  qui  est  le  cosinus  d'un  arc  nécessairement  réel,  et  est  comprise 
cnlre  —  1  et  +  i.  Donc  y'I— ^r*  estun  nombre  réel.  Le  module  de  1  cor- 
KApondanlesl  égailla  valeur  positive  de  ^  x»-f-  (^  I 


=  1.  Par  con- 
séquent, la  série  (4)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  (  dont  le  mo- 
dule soit  moindre  que  l'unité  ;  et  comme  I  est  un  nombre  réel,  la  série  est 
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convergente  pour  toute  valeur  de  t  comprise  entre  —  1  et  +  i-  Les  den 
variables  ont  les  mêmes  limites. 

Si  Ton  prend  ensuite  la  dérivée  de  z  par  rapport  i  x  seul,  on  obdenl 
une  série  qui  sera  convergente  en  même  temps  que  la  première, 


|4        1   rf*(x«  — i)* 


"*■  1.2.3  1*        dx^       "*"  1.2.3.4  2* 


«te* 


+  . 


On  retrouve  dans  cette  série,  comme  coefficients  de  <,  des  fondions  très 
importantes  dans  la  mécanique  analytique  et  la  physique  mathématique  : 
ce  sont  les  fonctiom  \  de  Legendre.  Elles  sont  définies  par  l'identité 


(6) 


X.= 


1 


1  2...fi""2*        </«' 


Nous  y  reviendrons  plus  loin.  Quant  k  présent,  reprenons  noire  pro- 
blême,  en  remplaçant  dans  (5)  x  paro  et  t  par—*  11  viendra 


^'^  VH-2;T^a4-V~"n'^n*^^       rfcr       ■^r,»^1.2^2*        ./^ 


4- 


r/'  *  1.2... M 


1  ^«y_1«) 

-^^  i-in  i    M  I      •   •  •  • 


».)« 


f/î« 


Nous  avons  supposé  r<  rj,  et  réquation  (7)  subsiste  sans  modificalion 

Le  second  terme  de  la  série  contient  un  facteur—^—; >  quiestiden- 

«a         ^ 

tique  à  2  t;  de  sorte  que  ce  terme  se  réduit  à 


+';^ 


^Y 


ra 


et  détruit  le  terme  — -^y  qui  complète  la  valeur  de  Roi. 
On  a  donc,  en  faisant  la  réduction, 


(8)      \i  = 


..n 


■^r/'i^l.2..   N^2»         r/»"         "^  *  '  • ' 


On  peut  observer  de  plus  que  r^  n'est  pas  fonction  des  coordonnées 
(Xf  y,  z)  du  corps  M  dont  on  étudie  le  mouvement.  Or  les  équations  de  ce 
mouvement,  établies  au  §  172,  ne  contiennent  que  les  dérivées  partielles 
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\ 
i  par  rapport  k  x,  y,  2;  le  premier  terme  —  de  la  série  n*a  donc 

16  influence  sur  le  mouTement  qu'on  veut  déterminer,  et  par  suite 

ut  simplifier  la  série  (8)  en  en  supprimant  le  premier  terme. 

1  suppose  essentiellement  r  <  r|. 

).  Supposons,  en  second  lieu,  que  Ton  ait  r^r^, 

développement  (7)  pourra  encore  s'appliquer,  moyennant  que  Ton 

cette  fois  <  =  —  »  ce  qui  revient  à  permuter  r  et  r|.  Il  vient 


md  on  j  ajoutera ^»  on  ne  trouvera  plus  la  même  réduction  à 

r.  On  aura 


«o.i--;7.  +  [,-:+j3X2— ^^^— +  ;5-XoX^ — â^r--r- 

1 

moins  commode  que  l'autre.  Le  premier  terme  -,  contenant  les  coor- 

«s  du  point  M,  formera  des  dérivées  partielles  à  faire  entrer  dans  les 

ions  du  mouvement. 

.  Gomme  application,  proposons-nous  de  calculer  le  premier  terme 

if  de  la  série  (8)  appliquée  au  mouvement  de  la  Lune,  quand  on 

pour  corps  troublant  le  Soleil. 

distance  r  sera  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  corps  principal  ; 

distance  r^  sera  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre. 

r         i 
aura  environ  -  =  jrjr,  et  la  série  (8)  sera  très  convergente. 

terme  ^  pouvant  être  écarté,  occupons-nous  du  terme  suivant. 


*end  pour  valeur 


! 
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SI  Ton  se  borne  au  premier  terme  de  la  série,  ce  terme  représente  la  fonc- 
tion perturbatrice  R«,i.  On  voit  qu'elle  contient  en  facteur  r*  et  -^;  de 

sorte  qu^elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de  la  Lune  à  h 
Terre  et  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  de  la  Tem 
au  Soleil. 

Les    composantes  correspondantes   de   la  force   perturt>atrice  sont 
égales  à 


/m. 


'0,1 


di 


On  aura,  par  conséquent,  en  observant  que  r^  est  indépendant  des 
variables  par  rapport  auxquelles  on  dérive, 

-5^--sX<rrX-2j~,7»X'- Si- 


Mais 

donc 

De  plus 
donc 


ar I 


rf{ar)      x^ 

dz  Tj 

^*  +  y*  +  -*='^î 


dr 

r  'r--=ZX, 

dx 


Faisant  la  substitution,  il  vient 


^«0.1       3 


dz        Tj*  r,      1 


On  trouverait  de  même 


^.1       3 


=  -,Xar^  — ^ 


r.      f 


.  s 


et 


di        Tj*  Tj      r,* 

La  force  perturbatrice  totale  se  déduit  de  ses  composantes  en  les  éle- 
vant au  carré,  et  en  ajoutant,  puis  en  prenant  la  racine  carrée  de  It 
somme. 
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n  Tient,  toutes  réductions  faites. 


\/(^)V(^)V(^)=^^. 


et  la  force  perturbatrice  totale  a  pour  valeur  f^t^^*  +  ^ . 

On  peut  facilement  déterminer  la  force  perturbatrice  estimée  suivant 
le  rayon  vecteur  OM.  Il  suffit  de  multiplier  chaque  composante  par  le 
cosinus  de  Tangle  qu'elle  fait  avec  OM,  et  d'ajouter  les  résultats.  Il  vient 
d'abord 

dx        r        dy        r        ds        r 

Mais  on  peut  observer  que  les  rapports  -  ->  7    sont  respectivement 

égaux  aux  dérivées  partielles  de  x,  y,  %  par  rapport  à  r.  En  effet,  le  rap- 
port de  a;  à  r  est  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  OM  avec  l'axe 
des  X  ;  si  l'on  fait  varier  la  distance  r  sans  altérer  cette  direction,  l'ac- 
croissement correspondant  de  x  est  proportionnel  à  l'accroissement  de  r, 
et  par  conséquent 

X dx 

r      dr' 

On  a  donc  identiquement 

IF^r'^Hy'^r'^'dr^r 
~~  dx  dr    "*"  dy   dr   "*"  dz    «/r~"rfr^  Vt^ 

n  suffit  donc  de  prendre  la  dérivée  partielle  de  Ro.i  par  rapport  à  r 
pour  avoir  la  composante  de  la  force  perturbatrice  suivant  le  rayon  OM. 
De  l'équation 


\i~"      5      X    3 


on  déduira 


^=(3a«-.l)X;^,. 


et  la  force  correspondante  sera  /m,(3a«  — 1)  x  — . 
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Celte  force  agit  suivant  OM,  comme  Tattraction  ^  de  la  Terre  sur  la  Lune, 

qui  constitue  la  force  principale,  p.  désignant  la  somme  des  masses  des 
deux  corps.  Terre  et  Lune.  On  Yoit  que  le  rapport  de  la  force  perturlM- 
trice  estimée  suivant  OM  à  la  force  principale  est  égal  à 

M(3(T*-i)X:^ 


!J-=îîixl3a«-.l)îl. 


Si  Ton  appelle  a  et  a^  les  demi  grands  axes  des  orbites  de  la  Lune  et  du 


a"^ 


Soleil  (ou  de  la  Terre),  —  sera  une  valeur  moyenne  du  rapport  va- 


fli» 


,.3 


riable  -^,  et  Ton  pourra  exprimer  le  rapport  des  deux  forces  par  le  produit 

K  — ^  (  -  j  ,  où  K  représente  un  facteur  variable,  qui  comprend  à  la  fois 
le  facteur  3o' — i,  et  les  facteurs  dus  à  la  substitution  du  rapport  ooo- 

d  T 

stant  ~  au  rapport  variable  — .  Ce  facteur  K  esta  peu  prés  égal  à  3o*— t. 

Dans  les  syzygies,  Tangle  des  rayons  OM,  OM^  étant  nul  ou  égal  à  deux 

droits,  on  a  0=  riz  1,  et  K  est  égal  à  deux  unités. 

Dans  les  quadratures,  l'angle  MOM|  est  droit,  et  9  est  égal  à  0;  alors 

K  est  égal  à  —  1 . 

a  1 

Le  rapport  —  est  sensiblement  égal  à    -; — . 

Quant  au  rapport— î,  qui  contient  en  numérateur  la  masse  m,  du  So- 
leil, et  en  dénominateur  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune, 
c'est  un  nombre  très  grand,  égal  à  354  000  environ.  Le  rapport  de  la 
force  perturbatrice  à  la  force  principale  varie  donc  pour  la  Lune  entre  les 
limites 

+  2x354  000x(±j)'    et    _354000x(^)'. 

c'est-à-dire  entre  les  limites 

+  0,011     et    —0,0055. 

La  force  perturbatrice  dont  il  est  question  ici  est,  à  vrai  dire,  la  com- 
posante de  la  force  totale,  estimée  suivant  le  rayon  OM.  La  force  pertur- 
batrice totale  a  pour  valeur 
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et  son  rapport  à  la  force  principale  est 

Mil 


ïixv'sT+îx^. 


Ce  rapport  ne  diffère  du  précédent  que  par  la  substitution  de  ^3o*  -f- 1 
3<i*  —  i .  Or  ces  deux  facteurs  ont  les  mêmes  valeurs  absolues  pour  a  =  0  et 
pour  o  =dbl,  c'est-à-dire  aux  syzygies  et  aux  quadratures. 

192.  Le  calcul  approximatif  que  nous  venons  de  présenter  montre  à 
quelles  perturbations,  dues  à  la  masse  du  Soleil,  est  soumis  le  mouvement 
elliptique  de  la  Lune.  Ce  mouvement  est  fortement  troublé  par  l'attraction 
solaire.  Aux  inégalités  dues  i  cette  cause,  il  faut  ajouter  des  inégalités 
plus  faibles,  dues  à  Fattraction  de  Vénus  et  de  Jupiter. 

La  théorie  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  faite  en  dernier  lieu  par 
Delaunay,  qui  a  poussé  l'approximation  plus  loiu  qu'on  ne  l'avait  fait 
auparavant.  Chaque  terme  de  la  série  qui  exprime  la  fonction  perturba- 
trice a  été  développé  lui-même  en  une  série,  ordonnée  suivant  les  expo- 
sants croissants  des  excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et 
du  sinus  de  la  demi-inclinaison  des  plans  des  deux  orbites.  Ces  diverses 

quantités  ont  été  regardées  par  Delaunay  comme  étant  du  premier  ordre 

I 
de  petitesse.  L'excentricité  de  l'orbite  solaire  est  rr?,  l'excentricité  de  l'or- 

1 
bite  lunaire  7^,  et  le  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  des  deux  orbites  a  pour 
10 

i 
valeur  maximum  ^*  A  ces  trois  rapports,  que  l'on  regarde  comme 

étant  du  premier  ordre,  Delaunay  joint  le  rapport  —  des  moyens  mouve- 

i 
ments,  qui  est  environ  r^,  puisqu'il  y  a  13  mois  lunaires  dans  l'année 

solaire. 

Le  rapport  —  des  grands  axes  des  orbites  est  égal  à  j^,  et  Delaunay 

Ta  considéré  comme  constituant  un  second  ordre  de  petitesse. 

Cela  posé,  il  a  développé  en  série  chaque  terme  en  fonction  de  tous  ces 
éléments,  en  s'arrêtant  dans  chaque  série  au  huitième  ordre.  L'ensemble 
de  tous  les  termes  ainsi  obtenus  constitue  une  valeur  approximative  de  la 
fonction  perturbatrice,  et  conduit  à  une  connaissance  à  peu  près  com- 
plète du  mouvement  troublé. 
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195.  On  a  sou^eDl  recours,  dans  les  calculs  de  la  mi-canique  relate,  i 
des  séries  qui  font  coniiaitre,  en  Tonction  du  temps  I,  ou  de  l'aKiBulH 
moyenne  ï,  variable  proporiionnelle  au  lemps,  les  coordonnées  du  mm- 
vemcnl  elliptique  ou  des  fondions  simples  de  ces  coordonnées,  sm« 


Vanomatie  cxcenlrique  u,  son  sinus  el  Si 


js,  le  rapport  -  du  njm 


vecteur  au  demi  grand  aie,  le  rapport  inverse-,  elles  carrés  -  «l-,  «i- 

fin  l'équation  du  centre  E,  égale  à  la  différence  entre  Vanomalie  rraitH 
l'anomalie  moyenne.  Le  problème  du  développement  de  ces  roriclionj 

n'olTre  pas  dedinicuUé,  sauf  en  ce  qui  concerne  le  rapport—. 
Kous  avons  tu  qu'on  déduit  de  l'équation  de  Kepler, 
i.  =  ;+r(inH, 
le  développement  de  u  en  fonction  de  X.,  développement  convergiml  lani 
que  l'eicenlricilé  e  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  qui  n'est  jimiit 
atteinte  dans  la  théorie  des  planètes  connues.  La  série  est  donnée  par 
l'application  de  la  formule  de  Lagrange.  Il  vient 


=!  +  "'"!+05c'''°"='+rfcS 


i.m"a+.. 


"^1.. 


l[<l»-tl+-- 


N'ous  allons  développer  les  opérations  indiquées,  e[  introduire  les  siflas 
el  cosinus  de  multiples  de  l'arc  ï,  au  lieu  des  puissances  des  sbus  (t 
cosinus  de  l'arc  simple. 

Pour  cela,  prenons  l'expression  exponentielle  imaginaire  de  s 
a,  en  appelant  t  la  base  des  logarithmes  népériens, 

_  ,v~_,-a^i 

et  par  consétpienl,  en  élevant  à  la  ii""<  puissance, 
..V^_î,(.-.lV=î+... 

<— l|...|»-H-l|  ,„_„|.y=i  , 


>■  (l/^ï)' 


+i-ir 
-u' 
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Lorsque  Texposant  n  est  pair,  il  y  a  dans  la  n^"«  puissance  un  tenne 
du  milieu,  mais  il  est  indépendant  de  C^  et  par  suite  il  disparait  quand  on 
prend  les  dérivées  par  rapport  à  cette  variable. 

Nous  avons  à  prendre  la  (n— 1)'^"'  dérivée  de  sin"Ç  par  rapport  àÇ. 
Cette  opération  introduira  le  facteur  (^3ï)'*~^  en  dehors  du  crochet,  et 
le  facteur  (— 1)*~*  en  dehors  de  la  seconde  parenthèse  du  second 
membre:  de  plus,  chaque  terme  est  multiplié  par  la  puissance  (n  —  1)^"^ 
du  coefQcient  numérique  de  C  dans  l'exposant.  Il  vient  donc 


p  (-"''=5=^  [(""-' •"^*^-r('-' 


^i  i^'i)  =  J=\(n-'  ."'•^'-?(«-2)«-."'-''''-'  +  ... 


+  [le  même  polynôme  où  l'on  changerait  le  signe  de  v'  — 1)  1  • 


Multiplions  les  deux  membres  par  j-^ ;  nous  aurons  pour  le  terme 

général  de  la  série  (u),  où  l'on  réintroduira  les  sinus  à  la  place  des  expo- 
nentielles imaginaires, 


*8in{B— î*);  I. 


î)î 


+  ...+(-!)*  "^"-\V.'"-*  +  ^'(n-2*r 


Le  nombre  k  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières,  de  A  =  0  à  A;  égal 
an  plus  grand  entier  contenu  dans  3.  On  aura  donc  pour  le  dernier  terme 

Je  =  -  ou  k=     Q    ,  suivant  que  n  sera  pair  ou  impair. 

On  connaît  ainsi  le  développement  de  chaque  terme  de  la  série  (u).  Il 
reste,  pour  l'ordonner,  à  grouper  ensemble  tous,  les  termes  qui  renferment 
en  facteur  le  sinus  d'un  même  multiple  de  C.  Soit  proposé,  par  exemple,  de 
chercher  le  coefficient  de  sin  t?  dans  l'ensemble  de  tous  les  termes,  t  dési- 
gnant un  entier  positif  quelconque.  On  trouvera  ces  termes  dans  le  terme 
qui  correspond  à  n  =  t,  et  dans  tous  ceux  qui  correspondent  à  n  égal  à 


.  VV" 
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t  augmenté  d'un  nombre  pair.  On  anra  ainai  pour  le  eoelBcient  de  tài 

(î)        '-»     -  (3)  {«+i)^*-^* 

(f)  (.'+41(<-4-5)  <-!-» 

Le  terme  général  de  la  série  «Atre  crodMa^  û  Ton  met  (  ^  j  en  fM- 
leur,  est 


(-*)*x 


(l...{t+A)\(1...A) 


-/-4^»  Vf) 

;~^     '  r(*+i)r(t+*+i)' 


en  désignant  par  r(x)  la  fonction  enlérienne,*quit  pour  les 

de  la  Tariableo;,  a  pour  yalenr  r(i;)  =  i.2...  (x^\),  avec  r(i) 

Donc  enfin  le  terme  général  en  sln  tX  de  la  série  (u)  est 


=  1. 


2  . 


k  =  « 


© 


/4-tt 


^sinigxy(~l)*     ,.  ^\,;,.  .  ,   .  ,,. 
et  la  série  elle-même  peut  se  représenter  par  la  double  somme 

4-r^       ,-      ^  r(A  +  i)r(«  +  ik  +  i) 

OU,  plus  brièvement,  en  mettant  des  lettres  A  avec  un  indice  pour  repré- 
senter le  coefficient  de  sin  t  C, 

(I)  ^    M=ç  +  A4sinç-f A,sin2;-|-A,8in3; -}-...  + AisiniçH-.... 
De  cette  série  on  déduit  aisément  sin  ti. 


On  a  d'abord  sin  u  = 


ti-: 


Par  conséquent, 


(2)  sin  M  =  1  Aj  sin  ç  +  -  Aj  sin  2  ç  H-  -  Ajsin  3  ç  -f 

ce  û 
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Si  Ton  prend  les  dérivées  partielles  des  deux  membres  de  Téquation 

u — «sintf=ç, 

par  rapport  à  C,  puis  par  rapport  à  e,  en  considérant  u  comme  une  fonc- 
tion de  ces  deux  variables,  il  vient 

(1— ecosM)  j-  =  l, 

(i  —  ecostt]  -; sinu=0. 

^  'de 

Donc 

du 1  a 

rfç       I  — «cosu"~r  * 

du  sin  u 


de      1 — ecosii 

La  première  relation  donne  le  développement  de  —  On  a,  en  eiïety  en 
prenant  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  C  dans  Téquation  (1), 

(3)    ?  =  ^  =  i  -f  A|  cos  ç  H-  2A,  CCS  2$  +  SAj  ces  3;  +  ...  +  lA^  cos  l'C  -h . . . . 

L'autre  relation  fait  connaître  le  sinus  de  Tanomalie  vraie  (v^cr).  On 
a,  en  effet,  par  Téquation  de  l'orbite  dans  son  plan, 

-  =  1  —  «cosu  = 


a  i  +  c  CCS  (v  —  cj) 

Or  de  cette  relation  on  déduit 

.    ,  ,       ^1  —  r*  sin  u       /, T  du 

Quant  à  cos  (v  —  cr),  il  se  déduit  de  Téquation 

C08(v— cj)=  — c+  -^  (p""  V' 
qui  conduit  au  développement 

(5)    cos(y— ci)  =  — c+-^^rAiCOs;-|-2AjCos2;-}-...  +  iA<co8içH-... 


rr;- 


::i'" 


-Jp 


ce  qui  ramène  à  la  série  (4)  en  multipliant  par  e  et  divisant  par    -^ 

y/l- 


et 


a  .      .      du  ,      .      ^^      sinii  e — cos 

— -  = — cosu-j-^sinu-T- = — cosu-}-«8uit<X 


de  'de  1 — ecosii      1 — ecoi 

=  — C08(v  — ct), 

ce  qui  ramène  à  la  série  (5)  changée  de  signe. 

Pour  aToir  ->  il  suffira  d'intégrer  Tune  de  ces  équations,  la  prem 
par  exemple,  où  Ton  regardera  e  comme  constant.  Il  vient 

r      „        rfAi  e  dka       «  ^      ^  àk%       m 

-  =  H-e^cosç-5^'c<«2ç-5-3/co,3ç-.... 

H,  constante  par  rapport  à  X,^  est  une  fonction  de  e.  Pour  la  détenmi 
prenons  la  dérivée  par  rapport  à  e,  nous  aurons 

dl 

série  qui  doit  coïncider  avec  le  développement  de  •^=: —  cos  (»  — 

déjà  ordonné  suivant  les  cosinus  des  multiples  successifs  de  C.  Il 
donc  y  avoir  identité  terme  à  terme  entre  les  deux  développements,  et 
conséquent,  on  a 

d\\ 

dl  =  '^ 
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Torbite  devient  circulaire,  et  on  doit  avoir  r  =  a.  Donc  C=l,etron 
obtient  en  déûnitive  le  développement 


(6) 


r       /.   ,  e^\         d\,  e  rfA-        .  e  dki 


L*identification  des  deux  séries  conduit  en  outre  à  une  relation 
curieuse,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Â.-.  On  a  en  effet 

i  — g»  ^.^  _  1  jrf  /    dKf\  ^ 
ou  bien 

équation  linéaire  de  second  ordre,  à  laquelle  la  fonction  Â^  doit  satisfaire . 

f 

costt  se  déduit  de  -•  On  a  en  effet 

a 

a 

costi  = » 

e 

et  par  conséquent 

(7)  008  11  =  — g-i-'^C0SÇ+...+T-^COSlÇ4-.... 

Comme  les  coordonnées  Xyy,zde\a.  planète  sont  exprimables  linéai- 
rement au  moyen  de  cos  u  et  sin  u,  qui  tous  deux  sont  développables  en 
séries,  ordonnées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  C,  on  voit 
que  X,  y,  z  sont  développables  par  des  séries  de  même  forme. 

194.  Pour  obtenir  le  développement  de  —  >  nous  procéderons  comme 

nous  l'avons  fait  pour  —  Nous  chercherons  d*abord  les  dérivées  par- 

r« 
Uelles  de  —  par  rapport  à  ^,  puis  par  rapport  à  e. 

On  a  d'abord 

a*      aT    a      2rrf(l  —  «  cos  ti)      2r    ^      .       du, 

mais 

du 4  a 

</;      4  — «cos  tt  ~r* 

T.  —  UÉC,  COLL102IO5.  84 


3T(r 

donc 
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a- 

"3ï 


=3  esinK=3  («—;). 


Ensuite 

on  a 

A 

de 

=  2!: 

a 

a 

a 
a  i< 

-fcosu) 
de 

—  CO8U 
— ecostt 

2-  f  —  cosii+tf  sinii  T^  j 
2(« — COStt). 


Si  Ton  multiplie  la  première  dérivée  par  c/C  et  la  seconde  par  de,  et 
qu'on  ajoute,  on  aura  la  dilTérentielle  totale 


rf(^)=2(tt— ç)d5  +  2(<f  — co8ii)rftf, 


équation  où  Ton  peut  remplacer  u  =  i;  et  cosu  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  1;  ;  il  vient 


"  c-^) = 


5  e</e-f-  2  (Ai  sin  ;  +  A^  sin  2  ç  +  . . .  +  A,  sin  t  ç  +...;</; 
_2^^cos;+2^cos2ç+...+  .^cos  2;+. ..)./.. 


Or 


»...        f  dKi         .    . 
A,  sin  iMr  —  -r  -j-  ces  iw 


est  la  difTérentielle  totale  de 


A,  cos  ic 


et,  par  conséquent,  on  a,  en  intégrant, 
(8)      ^  =  ^  +  .2  ""'  ""  "'^^  cos  ç  -  2  ^*  cos  2-  ...  -  ?  A.  cos  t; 


195.  Le  développement  de  —  en  série  est  une  opération  beaucoup  plus 
longue  et  plus  difficile,  qui  a  été  l'objet  des  recherches  de  M.  Puisoux. 

Si  l'on  prend  la  série  (5)  qui  donne  -»  et  qu'on  Télève  au  carré,  on 
aura  une  série  encore  convergente,  qui  renfermera  des  ternios  tie  U 
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forme  t*A^  cos*tC,  et  des  termes  de  la  forme  ^ijkikjcosi^cosj^f  saToir 
les  carrés  et  les  doubles  produits.  Or  ces  deux  sortes  de  termes  sont 
réductibles  à  des  cosinus  d'arcs  simples  ;  on  a  en  effet 


. .      i  +  ces  2iç 
cos«i;= 3 ^. 


et    cos  t;  cosyç  =  ^  (  ces  («  — y)Ç  -\-  ces  (<  +  »  ç  ) 


Donc  la  série  cherchée  est  de  la  forme 

a* 

—  =Bo  +  BiCOSÇ4-BjCos2ç+  ...+BfC0Si$-r..., 

€t  tout  le  problème  est  ramené  à  déterminer  les  coefGcients  B.  Or,  lors- 
qu'une fonction  est  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  cosinus  des 
multiples  successifs  de  la  variable,  on  sait  qu'on  obtient  un  coefficient 
quelconque  ^  en  multipliant  par  le  facteur  cost'Cc^,  et  en  intégrant 
de  0  à  2^.  n  vient  en  effet 

I       ^co8t;rf;  =  B,    I      cos*t;rfÇr=BfXir, 


ou  l»en 


B.= 


Mais  on  a 


'      a 


et 


r*         '    '       r  '  1  —  ecos  tt 


Donc 

1  I 

B 


1     j        cos  I  ç  du 

""ir    /       1 — e  cos  II' 


On  peut  réduire  cette  intégrale  à  ne  contenir  que  des  exponentielles 
imaginaires.  En  effet  on  a  d'abord,  en  appelant  i  la  base  des  logarithmes 
népériens» 

cos  t; -H  v^-=n  sin  tç  =  f'^  1^*  =  «'t« -«»■'»«)  v^^ , 
et  rien  n'empêche  de  substituer  à  cos  f  C  l'exponentielle  e***^""*,  pourvu 
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qu'on  se  rappelle  que  Ton  a  à  tenir  compte  salement  de  la  partie  réelle. 
On  a  de  plus  identiquement 


X 


«        d6  =  -» 

a 
0 


a  étant  un  nombre  positif  quelconque;  on  peut  donc  poser 


i  —  ecosu        I 


et  rintégrale  qui  exprime  B^  se  ramène  à  une  mtégrale  double, 

ni  f  aud9. 

L'ayantage  qu*on  trouve  à  adopter  cette  forme  exponentielle  consiste 
dans  la  facilité  qu'on  a  de  prendre  les  dérivées  successives  de  B^  par 
rapport  à  Texcentricité  e.  11  vient  en  effet,  en  prenant  la  dérivée 
d'ordre  p, 

î  =  -     /        /     c/urfd(0cosM  — isiniiV^^)?  e(»«v^*-*)-»^':'^<««-'siQ«^^ 

de  «/  0     «/  0 

e  t,  si  Ton  y  fait  e  =  0,  on  aura 

(Lli\=l  I      I   dude[ecosu  —  ismu\':^)i  e^«/^-». 

Connaissant  les  valeurs  pour  c  =  0  des  dérivées  par  rapport  à  e  de  la 
fonction  B„  on  pourra  développer  cette  fonction  par  la  série  de  Mac 
Laurin.  Les  deux  intégrations  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  arbitraire, 
puisque  les  fonctions  sur  lesquelles  elles  portent  ne  deviennent  pas  infi- 
nies. On  les  effectuera  aisément  en  remplaçant  cos  u  et  sin  u  ^ —  i  par 
leurs  valeurs  exponentielles  imaginaires.  On  parvient  en  définitive  aiis 
résultats  suivants  : 


est  nul  lorsque  p  est  inférieur  à  î  ; 

0 


2Vo 


il  est  égal  à  —    /      (0  + 1)'   «    '  dQ      lorsque  p  =  i , 


0 

d9 
pour  p  supérieur  &  i,  et  égal  à  i  +  k. 


età-^*/"  'i±?%:y-^±ili<.+  .-)'^'(<.-.f  e-' 


DES  VARIABLES  DU  MOUVEMENT  ELUPHOUE.  373 

intégrales  qu'on  peut  faire,  et  qui  se  ramènent  aux  intégrales  eulériennes. 

On  connaîtra  donc  les  coefficients  B„  B,...,  B/,  déyeloppés  chacun  en 

séries  ordonnées  suivant  les  exposants  croissants  de  Fezcentricité  e, 

I 
Reste  à  trouver  le  coefficient  Bq.  Or  il  est  égal  à    ■  En  efiet  le 

théorème  des  aires  donne  la  relation 

A  étant  Taire  décrite  dans  Tunité  de  temps  par  le  rayon  vecteur.  Elle 
est  égale  à  -=r-  =  — ^^ »  T  étant  la  durée  de  la  révolution  ;  ^  «st 

le  moyen  mouvement  n.  Donc  A  =  =  na*  ^i—e*.  11  vient  par  conséquent 

r*d  (v — fj)  =  na*  )/\^^dl. 

Mais 

ndl=di;; 

donc 

Si  Ton  intègre  deC  =  0àC  =  i7,  v  —  cr  variant  entre  les  mêmes  limites, 
on  a 


a* 
Mais,  en  intégrant  entre  les  mêmes  limites  la  série  qui  donne  —  >  tous 

les  termes  renfermant  les  cosinus  deviennent  nuls,  car 


et  il  reste 


Donc 


B.=       ' 


Vl  — c* 
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En  déûnitiTe,  on  a  la  série 


(9) 


i 


"*    v/f^ 


-f  Bj cos ç  +  Bj cos 2ç  +  ...  -f-B#costç+..., 


les  coefficients  B  étant  des  fonctions  de  Texcentricité  qu'on  peut  calculer 
par  la  méthode  exposée  tout  à  Theure. 

L'équation  du  centre  E  se  déduit  de  l'équation  des  aires.  On  a  en 
effet  E  =  (v  —  fj)  —  Ç  ;  et  la  longitude  vraie  v  —  u  est  donnée  par  l'équa- 
tion 


Si  l'on  multiplie  par  v^l — e*  cK  la  série  (9),  il  vient 


e/  (v—  tj)  =  rfç  4-  (Bi  ces  çrf;  + . . .  +  BrfCosf;4- . . .)  v^l  —  «*• 


Donc 


—  CT  =  ç  -f  |BiSinç  ...  +-'sintr+...  Wl  — 


«»» 


eif  par  conséquent, 


(10) 


E  =  \'i—e^  ^BiSiiKH-  ...  -f  jsinii:+  ...^ 


B, V 1 e* 

Les  coefficients  . peuvent  être  développés  en  séries  ordon- 

nées suivant  les  puissances  ascendanles  de  e.  Ordinairement  on  n'a  pas  à 
pousser  ces  séries  au  delà  d'un  petit  nombre  de  termes,  à  cause  de  la 
faiblesse  de  Texcenlricité  des  orbites. 


FOKCTIOIIS   Xn. 


196.  Nous  avons  rencontré  plus  haut  (§  189)  les  fonctions  X^deLc- 

gendre,  dans  le  développement  en  série  de  la  fonction  (1  —  2/x  -j-  t^y*\ 
la  série  est  ordonnée  suivant  les  exposants  croissants  de  <,  et  elle  est 
convergente  pour  toute  valeur  de  t  dont  le  module  est  inférieur  à 
l'unité.  Si  Ton  applique  à  cette  fonction  la  série  de  Lagrange,  on  a  la 
forme  des  fonctions  X„,  qui  sont  les  coefficients  des  puissances  de  /.  On 
a  en  effet 


(1) 


_  1 


(l-2/j-+^*)     »=Xo+X»/4-X.'^-f  ...-fXn'"-h.... 


PONCTIONS  y, 
aTec  réquation  qui  déflnit  la  fonction  X» , 


La  fonction  ainsi  dé6nie  est  un  polynôme  entier  du  degré  n  en  x;  et  il 
est  facile  de  Toir,  par  l'application  du  théorème  de  Rolle,  que  ce  poly- 
nôme égalé  à  zéro  a  n  racines  réelles  et  inégales.  Si  Ton  considère 
réquation  P  =  (a^  —  1)»  =  0,  cette  équation  est  du  degré  Su,  et  a  Su  ra- 
cines, savoir  n  racines  égales  à  +  i ,  et  n  racines  égales  à  —  1 .  Si  Ton 

dP 
passe  de  là  à  réquation  j-  =  0,  elle  sera  du  degré  2it  —  1,  et  elle  aura 

n  —  1  fois  chacune  des  racines  +  1  et  —  i»  qui  appartiennent  à  l'équa- 
tion P  =  0.  On  connaît  donc  Sn  —  2  racines  ;  reste  une  racine  à  déter- 
miner; or  le  théorème  de  Rolle  montre  qu'entre  les  deux  racines  —  1  et 
+  ldeP  =  0,  ilya   une   racine   réelle  a  qui   annule  la  dérivée 

d? 

j-  =  0.  On  peut  ajouter  que  cette  racine  a  est  égale  ici  à  zéro. 

d*? 
Passant  de  là  à  la  seconde  dérivée  ^  =  0»  <>°  reconnaîtra  que  cette 

équation  a  2n  —  2  racines,  savoir  n  —  2  fois  la  racine  +  i ,  n  —  2  la 
racine  —  i,  ce  qui  fait  2ii  —  4  racines,  puis  deux  racines  réelles,  com- 
prises, Fune  entre  —  1  et  a,  Tautre  entre  a  et  +  i  :  ce  qui  complète 
les  3n  —  2  racines. 

On  reconnaîtrait  de  même  que  l'équation  ^-5  =  0  a  n  —  3  fois  la  ra- 
cine —  1,  n  —  3  fois  la  racine  —  1,  et  3  racines  réelles  séparées  par  les 
racines  de  la  dérivée  précédente. 

d^? 
En  allant  ainsi  jusqu'à  t~  =  0,  ce  qui  équivaut  à  X»  =  0,  on  voit  que 

cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  elle  a  perdu  les 

racines  +  1  et  —  i,  mais  il  lui  reste  n  racines  réelles  séparées  par  les 

^-ip 
n  +  1  racines  de  t— ^  =  0,  parmi  lesquelles  figurent  une  fois  seule- 
ment les  racines  -|- 1  et  —  1 . 

Nous  donnerons  tout  à  Theure  une  seconde  démonstration  de  ce 
théorème. 

i97.  L'équation  (1)  étant  une  identité,  on  aura  encore  une  identité  si 
l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  t.  Il  vient  alors 

P)      — 1(1  — 2te-f /«)-ï(— 2x  +  20  =  (l  — 2/x  +  (*)-î(x— 0 

=  Xi  +  2l4< -I- ...  +  nX»<"-»-|- .... 
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XulUplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1  —  2tr  +  <*,  et 

remplaçons  dans  le  premier  membre (1  «-  2ix  +  f*)~*  par  le  développe- 
ment foomi  par  réqnation  (1).  D  Tient 

>-r  x.+x,i  +  x^+...+x.i«+...) 

équation  qui  doit  être  identique.  On  aura  donc,  en  égalant  entre  eux  les 
coefficients  d'une  même  puissance  de  f ,  de  <***  par  exemple,  la  reiatioo 
géniale 

(4)  »X.->-i)xX„4-(»-l}X«=0, 


équation  réamreHU,  qui  permet  de  former  1.  connaissant  X..  «  et  X,.^ 
C'est  une  équation  aux  diflerences  finies,  dont  l'intégrale  générale  con- 
tient la  fonction  X«  comme  cas  particulier. 

Si  Ton  fait  x=-\-i,  toutes  les  fonctions  X«  deviennent  égales  à 
l'unité.  En  eflet  on  a  X«  =  i,  puisque  le  déTclopperoent  (i)  se  réduit  i 
Punité  pour  I  =  0.  De  même,  si  l'on  fait  xz=\  et  (  ^  0  dans  Féqua- 
tion  (3),  il  vient  X^r^i.  L'équation  (4)  fait  ensuite  connaître  X^,  en  y 
faisant  n  =  2,  et  montre  que  X,  =  1  pour  x  =  i.  La  même  équation  fen 
connaître  ensuite  X,,  puis  X^,  et  ainsi  de  suite;  elle  montre  que,  si 
pour  x=\  on  a  X,_,  =  Xg_i=  I,  on  a  aussi  X,  =  l. 

Si  1  on  fait  x  =  —  1  dans  les  équations  (1)  et  (ô),  avec  /  =  0,  on  trouve 
encore  Xq  =  1  ;  mais  X,  ^  —  1  et  ses  valeurs,  substituées  dans  (4)  avec 
x  =  — i,  donneront  X,=  -j-l;  puis  la  même  équation  donnera 
X5=  —  1,  X^^  +  1,  et  généralement  X„  =  (—  \)\  On  a,  en  effet,  iden- 
tiquement, pour  j:=:  —  1 , 

w  (—  1)"—  (2«  -i)X   -  i;  X  -  i)»-»  4-  [n  -  1)X  —  i;«-3  =  0; 

cette  équation  se  réduit  en  effet,  par  la  suppression  du  facteur  ( — 1)*-'. 
à  ridcntité 

„_;2h  — 1)4- (,,  —  !)  =  0. 

La  fonction  Xo  se  réduit  à  l'unité  positive;  c'est  une  constante. 
Les  autres  fonctions  sont  variables,  et  liées  ensemble  par  l'équation  (4). 
Cette  équation  montre 
!•  Que  deux  fonctions  consécutives  \  et  X^^  ne  peuvent  s'annuler 

pour  une  même  valeur  de  la  variable  x.  Autrement  cette  valeur  de  x 
annulerait  X^_,,  puis  X^    j,...  et  enfin  Xq,  qui  ne  peut  devenirnulie, 

puisque  c'est  une  constante  ; 
2'  Que,  si  une  valeur  x=«  de  la  variable  x  annule  une  fonction  X^  _ ,, 
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cette  même  valeur  donne  aux  fonctions  voisines,  X.  et  X.  ,,  des  valeurs 
de  signes  contraires  ;  car,  X^_  ^  étant  nul,  on  a  entre  X^^  et  X^^  _,  la  re- 
lation 

nX,  +  (n-l)X..,  =  0. 

cpii  suppose  \  6t  X^_j  de  signes  différents. 
198. 11  résulte  de  ces  caractères  que  la  suite  des  fonctions 

X»t  Xn«|»  Xji^  .. .  X^t  A|,  Ao'=  1, 

qui  se  terminée  une  constante,  a  les  propriétés  des  fonctions  de  Stwm.  Si 
l'on  substitue  à  x  dans  ces  fonctions  deux  valeurs  réelles  a  et  p,  a  étant 
<  p,  et  qu'on  compte  les  variatiom  de  signa  de  la  suite  pour  chaque 
substitution,  le  nombre  des  varialiont  peidues  en  panant  de  x=zaLà  x=z^ 
êera  égal  au  nombre  de$  racine*  réelles  comprises  entre  et  et  p. 

On  retrouve  là  le  théorème  sur  la  réalité  des  racines  de  Téquation  X»  ==  0. 
Si  l'on  substitue  à  x  la  valeur  — 1,  la  suite  présentera  n  variations  de 
signes,  savoir 

(_i)ll,  (-1)»-»,  (-1)«-«,  +1,  -1.  4-1; 

si  on  fait  ensuite  x=  + 1,  on  obtiendra  la  suite 

et  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de  la  première  suite  à  la 
seconde  est  égal  à  n.  Donc  l'équation  Xn  =  0  a  it  racines  réelles  com- 
prises entre  —  1  et  -f- 1  • 

On  voit  en  même  temps  que  la  fonction  X^|  joue,  par  rapport  à  X,,,  un 
rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée,  et  que  les  racines  de  X„.|  =  0  sépa- 
rent les  racines  de  l'équation  X,|=:  0. 

J99.  La  relation  (4)  a  été  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation 
(1)  par  rapport  à  t.  On  obtiendra  une  autre  relation  à  laquelle  les  fonc- 
tions In  doivent  satisfaire,  en  prenant  la  dérivée  de  la  même  équation  par 
rapport  à  x.  Il  vient  d'abord 


(i 


-2(x4-^r-x<=^<+^*^+...  +  ^«^-+.... 


dx  dx  '  dx 


Si  nous  divisons  cette  équation  par  t,  et  que  nous  multipliions  par 
z  —  tf  nous  obtiendrons  pour  le  premier  membre 


(i  —  2te  4- ar«)~  '  (•«■-0» 
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qui  est  la  dérWée  de  (i  —  2to  +  ^f^  par  rapport  à  <;  par  conséquent 
t>ii  a 


('-')(g^+S^^+-+"^"^ 


-•  +  ...) 

=  Xi  +2Xs<  +  3X5<  +  . . .  4-  «X4  <*->  -f- .. ., 


et  il  doit  y  avoir  identité  entre  les  deux  développements.  Égalant  les  coef- 
ficients d'une  même  puissance  de  iy  (*"',  il  vient 

Dans  cette  équation  figurent  deux  fonctions  X,  et  Xn.i.  On  peut  arriter 
à  une  relation  différentielle  qui  n'en  contienne  qu*une.  On  a  d*abord,  en 
prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x, 

rfX,       rf*X,  ,  rfX,     rf«X,.i 
dx  rfx*        dz  dx* 


d'où  Ton  tire 


«/"X»., rf«X, 


rfx* 


=  -5]^-(''-*):^ 


dx 


Dans  celte  équation  changeons  n  en  n  —  1.  Il  vient 


^_X^_j  "  ^n-i /    |^  "X„.| 


r/u=* 


e/x=* 


r/jB 


On  peut  remplacer  dans  celte  équation 
par  X  -7^  -—  (n  —  1)  ■^.  Il  viendra 


rfX,.i 


^1 


rf,i    P^'  ^  ./n 


—  nX.,  et 


d%^ 


^X„,, 


f/*X, 
c/x« 


rfX 


-(2n-3)x^»+«(n-2]X«. 


On  déduit  de  l'équation  (4),  en  prenant  deux  fois  la  dérivée  par  rapport  à  x, 


éciualion  où  l'on  remplacera 


^^n-i    (f'\-,  d^\., 


-^^  par  leurs  valeurs  en 


dx       dx* 

fonction  de  X„,  et  l'on  aura  comme  équation  finale,  ne  contenant  plus 
que  \  et  ses  dérivées, 


(5) 


d*\ 


dX, 


(» -•^')  ;7Tr -2x  v^  4- "  {«  4-i)X„=o. 


dx* 


dx 
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La  foDction  entière  X,  satisfait  à  cette  équation  linéaire  du  second 
ordre.  On  peut  démontrer  que  cette  fonction  X,,  ou  le  produit  de  cette 
fonction  par  une  constante,  sont  les  seules  fonctions,  parmi  les  fonctions 
entières,  qui  satisfassent  à  Téquation  (5).  Considérons  en  effet  Téquation 
différentielle  du  second  ordre 

à  laquelle  on  satisfait  en  posant  y  =  X,,.  Multiplions  la  première  par  y,  la 
seconde  par  Xn,  et  retranchons.  Il  viendra 

on  peut  poser 

*»rfi     ^  dx   --• 

en  appelant  z  une  nouTelle  fonction.  De  cette  relation  on  déduit 

^"rfz*      ^dx*  ~dx' 
et  par  conséquent  l'équation  précédente  se  réduit  à 


ou  bien  à 


ou  en  intégrant  à 


(l-«.)^^  =  2,,. 


dz 2jg</g 


c 

3  = 


1  — «« 


C  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  aura  par  conséquent  la  variable  y  en  fonction  de  x  en  intégrant 
Féquation  différentielle  du  premier  ordre 


dx      "  dx  1— x^ 

OU  bien,  en  divisant  par  X%, 

d  (y\_       C 
dx\JiJ-(i^x^]\\ 
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D*où  l'on  déduit  par  Tintégralion 


y 


-^{"^'f'^^^.) 


Telle  est  l'intégrale  générale,  avec  deux  constantes  arbitraires,  deréqu- 
tion  (5).  Pour  que  y  soit  une  fonction  entière,  il  £aut  et  il  suffit  que  renaît 
G  =0,  et  alors  on  retombe  sur  la  solution  connue  X^,  multipliée  par  une 
constante  arbitraire  C 

200.  Les  fonctions  \  ont  une  propriété  analogue  à  celle  des  fonctions 
sinus  et  cosinus,  et  qui  facilite  beaucoup  là  détermination  des  coeilGcients 
des  développements  en  série  dans  lesquels  on  en  fait  usage.  L'élimination 
de  tous  les  termes,  moins  un,  d'un  déyeloppement  ordonné  suiTaot  Ifs 
sinus  des  multiples  successifs  d^un  arc  yariable,  s'opère  en  multipliant 
l'équation  par  sin  mxdxj  et  en  intégrant  de  0  à  ir.  On  a  en  effet 


sin  fnz  sin  nxdx  =  0 


lorsque  m  est  différent  de  n,  ei] 


/: 


sin«  mxdx  =  ~ 


lorsque  n  =  in. 
Nous  allons  démontrer  que  l'on  a  de  même   |      X„  X„  </x  =  0  lorsque 

X-rl 

lorsque  m  et  n  deviennent  égaux. 
1"  L'équation  (5)  peut  s'écrire 

On  aura  de  môme,  par  un  autre  indice  m, 

,-J[(i-x»)'|f]+«(m  +  l)X.  =  0. 

Multiplions  la  première  équation  par  X„,  la  seconde  par  X„,  et  retran- 
chons la  première  de  la  seconde.  11  viendra 
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La  première  parenthèse  peut  se  mettre  sous  la  forme 


è[(i-^)(x.^--x»g-")]; 


dx 

déplus 

m(m-i-l)  — ii(ii  +  i)  =  (m— n)  (m  +  ii+1). 

I>onc  enfin 

Multiplions  cette  équation  par  dx,  et  intégrons  entre  les  limites  x^^\ 
et  x=+  1. 11  Tiendra 


r(l-x«)(x,^-X^g-»)j       ^[m^n){m^n-]-i)j         X„X»da:  =  0. 


Or  le  premier  crochet,  pris  entre  les  limites  —1  et  +  1,  est  égal  à 
lérOy  puisqu'il  contient  1  —  x>  en  facteur.  Donc  enfin,  $im^ne$t  diffé- 
rent de  zéro,  on  a 

Xa|X,i  <2z  =  0. 

—  1 


L 


2*  Si  on  a  m  =  ii,  Téquation  est  satisfaite  par  m  — n  =  0,  et  elle  ne 
détermine  pas  la  yaleur  de  Tintégrale 


/ 


+1 

I,»  dx, 

—  1 


intégrale  qui  n'est  pas  nulle,  puisque  tous  ses  éléments  sont  positifs.  Il 
reste  à  en  trouver  la  valeur  ;  c'est  une  fonction  de  l'indice  n. 

M.  Liouville  a  donné  pour  cela  une  méthode  indirecte  très  élégante . 
Considérons  l'intégrale  définie 


rfx 


y/(l-2r«  +  r«.«)^(l-2Î«  +  5)' 


dans  laquelle  figure  la  variable  x,  et  deux  nombres  constants  r  et  «,  po- 
sitifs et  moindres  que  l'unité,  et  satisfaisant  à  la  condition  <  <  r.  Cette  in- 
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tégrale  peut  être  obtenue  en  termes  finis,  puisque  la  Tariable  x  ne  passe 
pas  le  premier  degré  sous  chaque  radical  carré. 

Faisons  y*  =  1  —  Srw;  +  r««". 

On  en  déduit 


«  = 


2r* 


et 


rt 


Aux  limites  de  x,  —  1  et  +  i  y  correspondent  pour  y  les  limites  1  -f-  ri  H 
i  —  r«,  et,  en  les  renversant  pour  changer  le  signe»  il  vient 


L*intégrale  générale  est 


log nép.  [y  +  Vy*-  (1  -  r*)  [i  -  t«)J, 


et,  prise  entre  les  limites,  elle  devient 


log  nép. 


1— rf 


On  a  donc 


n      *  1        .     1  +« 
U  =  -  loff  iit'p.  T 1 

«  i  — * 


fonction  de  «,  indépendante  de  r,  qu'on  peut  développer  en  série  par  1j 
formule  connue 


2«« 


2s*      2«* 

Mais  la  fonction  U  peut  aussi  être  développée  en  série  d'une  autre  ma- 
nière; chaque  radical  carré  est  développable  au  moyen  des  fonctions  X, 
(le  Logendre,  et  l'on  a 

'  —  =  ['  — 2r*J-f' •*=^*1      '=1  -fXir5-f  X,r=*j'*-f  .. .  -f  X,rV-^.  . 

V'I  — 'Ifs.r  -j-  rs'     ■  L  J 
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en  appliquant  la  formule  (i),  dans  laquelle  on  fait  successivement 


r 


Multiplions  Tune  par  Fautre  ces  deux  séries  ;  multiplions  ensuite  par  dx, 
et  intégrons  de  —  1  à  + 1.  Le  produit  comprendra  des  termes  de  la 
forme 


#**• 


pour  m  différent  de  n,  et  des  termes  de  la  forme 

X.«  #"  dx 

pour  m  =  n.  Quand  on  intégrera  de  —  1  à  +  i»  tous  les  termes  contenant 
en  facteur  X|,  X^  dx  donneront  0,  puisque  le  résultat  U  doit  être  indépen- 
dant de  r,  et  on  parviendra  par  conséquent  au  développement 

qui  doit  êlre  identique  au  développement  qu*on  vient  d'obtenir  tout 
à  Fheure. 
Donc,  en  comparant  les  deux  termes  généraux,  on  obtient 


/- 


+  »  2 

XJdx= 


_t     »  "^      -in-hl 


On  a,  en  définitive,  Téquation 

— 3^  I       X|,X«</x=0       si  m  et  ft  sont  différents. 

et  =  1       si  m  =  II. 

201.  Grâce  à  cette  propriété,  on  pourra  toujours  exprimer  par  une  série 
contenant  les  fonctions  X,,  toute  fonction  de  la  variable  x  qui  ne  devient 
pas  infinie  entre  les  limites  —  1  et  +  1. 

Si  la  fonction  qu*on  veut  développer  est  une  fonction  entière  du  degré  ra, 
on  peut  toujours  l'exprimer  par  une  fonction  linéaire  de  polynômes  don- 
nés, Xg,X«-^,  Xjt^s, ...  X,,  X|,  Xo  =  l»  dont  les  degrés  soient  respective- 
ment égaux  aux  indices.  En  effet,  soit  P  le  polynôme  du  degré  n  à  dé- 
velopper. On  divisera  P  par  Xj,  ;  ces  deux  polynômes  étant   du  même 
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degré  n,  le  quotient  sera  un  nombre  Aj,,  et  le  reste  R  sera  du  degré  n—l. 
On  aura  donc 

Mais  on  peut  opérer  sur  ft,  en  se  servant  du  polynôme  In- 1,  comme 
ou  l'a  fait  sur  P  en  employant  le  polynôme  X«,  et  Ton  aura,  en  appelant 
A,_4  un  nombre,  et  R'  un  reste  du  degré  n —  2, 

R  =  Am-iX».i4-R'. 

En  procédant  ainsi,  et  en  éliminant  les  restes  successifs,  on  ramène  P 
à  la  somme 

P  =  Aj|X|,  -j-  Aj|.|A|,.|  -{"•••+  A4A41  -+■  AjXi  -j-  AqXq. 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières,  le  développement  conduit  à  un 
nombre  limité  de  termes.  Dans  tous  les  autres  cas,  on  trouvera  une  série 
d'un  nombre  illimité  de  termes,  et  on  pourra  poser 

f[x)  =r  AqXo  -{-  A|X|  -{-...  -f"  A|,X||  -f-  . . . , 


équation  ^Taie  entre  les  limites  a;  =  —  ieta;=+l,  pourvu  que  f  [i\  ne 
soit  pas  infmie  entre  ces  limites.  Les  fonctions  X^,,  qui,  dans  Texemple 
précédent,  représentaient  des  polynômes  quelconques,  reprennent  ici  lear 
signification  : 


X. 


d3^ 


X  1_ 


Si  Ton  admet  la  légitimité  du  développement,  il  sera  facile  de  IrouTer 
des  coefQcients  Aq,  A^,  ...  A„.  En  effet,  multiplions  Téquation  par  X,  rfj, 
et  intégrons  de  —  1  à  +  1.  On  observera  que 

£;x„X„rf.  =  0      et    £'x,V.=  .^ 


et  Ton  aura 


/:, 


-+- 1  2 

/•(.r]X„</x  =  A„X,- 


2» -1-1' 


d*où  l'on  déduit 


2;i  -f  1  r-^  *       ,,.   ^ 
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Le  coefficient  namérique  jA^  est  donné  par  une  intégrale  définie,  et 
Ton  a,  en  indiquant  la  somme  de  la  série. 


N  =  0 

On  .peut  Térifierque,  si  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente,  la  somme 
en  est  bien  égale  à  la  fonction  donnée  f  (x). 
Appelons,  en  effet,  F  (x)  la  somme  de  la  série,  et  posons 

Multiplions  les  deux  membres  par  X«  dx,  et  intégrons  de  —  1  à  +  I  ; 
il  viendra 

0 

Chaque  terme  du  second  membre  contient  le  produit  de  deux  facteurs, 
représentés    chacun  par   une  intégrale  définie.  L*un  de  ces  facteurs 

X+t                                                                                              2 
Xm  \ndx  est  nul  si  m  et  n  sont  différents  ;  et  il  a  pour  valeur --r 
-  i                                                                                           iiii  -f- 1 

lorsque  m=zn.  11  en  résulte  que  la  série,  ainsi  multipliée  par  \mdx  et 

intégrée  de  —  i  à  +  1»  se  réduit  à  un  seul  terme,  celui  qui  correspond 

à  11  =  m,  et  qu'on  a  identiquement 

= J  _      X«,  l\x)  dx. 

11  s*agit  de  reconnaître  que  cette  équation  implique  l'égalité 

V[x)=f[x). 

S'il  en  était  autrement,  soit  9  (x)  la  différence  F  (x)  — /(x). 
La  relation  précédente  devient 


j^\^f{x)dx=^0^ 


et  elle  doit  être  vraie  pour  toute  valeur  entière  de  l'indice  m. 

T.  —  Mie.   C0LLie!K>9*  -^ 
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Si  Ton  fait  m==0,  comme Xq  =  i,  la  condition  devient 


X4-1 


de  sorte  que  la  fonction  ?  (a;),  entre  les  limites  —  1  et  +  1«  change  de 
signe  ;  sans  quoi  la  somme  d'éléments  tous  de  même  signe  ne  pourrait 
pas  donner  zéro.  Appelons  donc  Oj,  a„  ...  a,-  les  racines  de  Téquation 
ç  (x)=  0,  comprises  entre  — i  et  -f-  i.  Arec  ces  racines,  nous  pourrons 
former  un  polynôme  du  degré  i\ 

P  =  (a:  —  flj)  [x  —  a^]  ...  >  —  a,-; 

qui  s^annulera  en  même  que  la  fonction  9  (:i;).' 

lien  résulte  que  le  produit  P  ?(x),  qui  s'annule  aussi  pour  .c=:  a^,  j=fl^, 
...  .T=  Qif  conserve  dans  Tintervallc  un  même  signe,  soit  le  signe  +,  soil 
le  signe  — .  Car  chacun  des  deux  facteurs  change  de  signe  quand  x  atteint 
et  dépasse  l'une  des  racines. 

Cela  posé,  P,  étant  un  polynôme  du  degré  t,  peut  être  exprimé  par  une 
fonction  linéaire  des  fonctions  Xq,  X|,  ...  X,-,  et  Ton  a 

P  =  AgAil  -f"  A|^l  "I"  •  •  •  "T  AAi. 

Multiplions  cette  équation  par  9  (.i)</.r,  et  intégrons  de —  I  à -f-  l.  Il 
viendra 

\*'r[x]d.i  =  A^,  I        \^^'^u;(lJ  -f  A^  I        \if[x](Lr  -f  •••  +  A,  1        X.ç  j-  '/x. 

équation  dans  laquelle  chaque  ternie  du  second  membre  est  identiquenienl 
nul,  tandis  que  le  premier,  somme  d'éléments  tous  de  même  signe,  ne 
peut  être  égal  à  zéro. 

L'hypolliése  9  (.1)  différent  de  zéro  conduit  donc  à  un  résultat  contra- 
dictoire. Il  est  donc  nécessaire  que  v  (x)  soit  constamment  nulle  entre 
.r:= —  1  et  .r  :^  -{- 1 ,  ce  qui  implique  Tégalilé 
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202.  La  variable  .r»  qui  ligure  dans  la  fonction  Xn,  reçoit  les  valeurs 
comprises  entre  —  1  et  -f  1.  On  peut  donc  poser  .1-=  cosf,  -y  étant  un 
lire  réel,  (|u'on  peut  faire  varier  entre  0  et  ir*  Le  polynôme  X„  qui  este»- 
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lier  et  du  degré  n,  et  ne  centmrt  que  les  puissauces  de  x  de  deux  en 
deux,  prendra  la  forme 

M  C08  *7  +  N  COS  "-•  y  -f  P4»8  *"♦  y  -f-  . . .  , 

ce  qu'on  peut  écrirt»,  en  mettant  cos*7  en-fecteur, 

\  cos"y      cos*Y    '         / 


cos* 


OU  encore,  eu  observant  que  cos*^  +  sin*^  et  ses  puissances  sont  égaux 
à  l'unité, 

rQ5«n7M    I    J^(<^^*y  +  gin*y)    ,    P(cOS''y-j-Sin*y;«    .  \ 

=  cus«y(M-fN(i  -ftang*Y)  +  P  (I  +  tang»  yj* +•  ••) 
=  cob'  y  X  une  fonction  entière  en  f an^^  y. 

Si  donc  on  pose 


ces"  y 


x=co«y,    y  =  £^»     et    /  =  tangy  = 


la  fonction  y  sera  exprimable  par  une  fonction  entière  de  (*,  dont  le 
degré  t  sera  égal  au  plus  grand  entier  qui  soit  contenu  dans  la  moitié  du 
degré  n. 
On  posera  donc 

y  =  A„  H-  h^t*  +  A4/*  +  . . .  +  A,/f*', 

t  étant  le  grand  nombre  pair  contenu  dans  x.  Les  coefficients  A<;y  A^,  ..., 
k^  restent  à  déterminer. 

On  les  obtient  facilement  en  s'aidant  de  l'équation  différentielle 

qu'on  mettra  sous  la  forme 


pour  rendre  possible  le  changement  de  variable  indépendante* 
On  a 

1 

V'l  +  '' 


5»8 
et 
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x»=y**= y  («  +  <*)  « 


On  pourra  donc  substituer  daus  la  dernière  équation  les  valeurs  de  i, 
de  X«,  de  dx  et  de  (iX,  en  fonetnm  de  y,  I,  (iy  et  dt^  et  on  troufen  pour 
équation  finale 

'  *  +  ''^^-(^  "-*'*-*)  ^7+""-^^ 'y  =  ®- 

le  développement  de  y  doit  satisfaire  à  celle  équation.  Or  on  en 
déduit 

^  =  IV,/  -f  4A4/5  + . . .  +  ^iA,.f^-«, 
^  =  iA<  -h  ISA^f  +  . .  •  +  2i  {2«  -  i  ; Ar  ^**-*. 


r/r 


rfy    d<y 


Substituons  les  valeurs  ^^  V^^i*  -;m  ^^^^  Téquation  diflerenlielle,  qui 

devra  se  réduire  à  une  identité,  ce  qui  donne  la  loi  des  coeflldents.  On  a 
eiïecti veinent,  en  égalant  les  coefficients  de  f*^-^', 

ki  2A;2A-1 .— i>A-  2m— ^2  -f  M  ;i— i   )  -}-  A^^^^  /  (2A4-2  -2A-}-l  -f  U-^l  )  =0 

ce  ([ui  donne  la  loi  de  formation  des  coefficients 


\;..= 


—A 


ik 


[n^U]  (II  — 2A--I 


Si  Ton  remonte  au  premier  coefllcient  A^,  on  aura 


■'u=\K-^' 


k  ni  H  —  i  )  ...  .'/i  —  2A-  -f- 1 
(2.4.0...»iA/ 


Le  premier  coefficient  Aq  est  égal  à  Tunité.  Car  si  on  fait  /=:0,  on  i 
.?•:=:  1,  et  Xn-~  1,  eu  même  temps  que  cos7=1.  Donc  y  est  égal  à  runilt', 
ce  qui  donne  la  valeur  de  A„. 

Cette  valeur  de  Au  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme,  eu  ob>er 
vani  que  Ton  a  les  relations 


i. 


cos  ^'  !</■;  =  25i  X 


1   ^^2i:2/— I    ...  ^i-f  1; 


i.2...i 


Xt 


et 


j     cos*>«^</^  =  0. 
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On  peut  écrire,  par  conséquent,  en  faisant  Ao=i, 

et,  en  observant  que  Âu-i-i  est  nul  en  même  temps  que 
on  posera  d*une  manière  générale 

\ = (v'-n'  ^^ o::^ x^  X  -  *^+' 

équation  qui  fournira  toujours  la  valeur  convenable  de  A*  pour  A:  pair,  et 
qui  se  réduira  4*0  pour  k  impair.  On  peut  donc  poser  aussi 

polynôme  du  degré  n,  qui  perdra  toujours  tous  ses  lermes  de  degré  im- 
pair, et  se  réduira  à  la  valeur  de  y  donnée  plus  haut.  Si  Ton  substitue  à 
Ak  sa  valeur  générale,  il  vient 

=  -  P  (i  -f  <  C08,f»  V^)  "  d^, 

expression  très  simple  de  la  variable  y  exprimée  en  fonction  de  (,  sous 
forme  d*intégrale  définie. 
Si  Ton  veut  exprimer  X«  en  fonction  de  x  sous  une  forme  analogue,  on 


X  \/\ ji* 

remplacera  y  par  -j  et  <  par    »  et  il  viendra 


X„=-P     ^T  +  COS^V^.T«-ir</i. 


où  ^  est  une  variable  auxiliaire,  sur  laquelle  porte  l'intégration  indiquée. 
203.  Le  calcul  de  la  fonction  X«  pour  une  valeur  très  grande  de  l'indice 
w  serait  très  laborieux,  si  Ton  n'avait  pas  recours  à  une  formule  approxi- 
mative donnée  par  Laplace.  On  a,  en  effet,  pour  n  très  grand. 


co^ 


x,= 


.   /tin    . 


TBARSFOMUTKni 

f  étant  l'angle  déflni  par  la  relation  xsscee-y.  Cette  éqipiatioR  m  dme 
rien  pour  les  petites  valears  de  sin  7;  ear  alors,  «étant  trèagrand»  a  «7 
est  le  produit  d*un  très  grand  nombre  par  un  très  petit,  ee  ipii  ert  «1 
symbole  d'indétermination.  Mais  on  sait  que,  pour  «=  1,  X^zzi»  et  fM, 
pourx=— !•  1k=(— if  ;  de  sorte  que  X»  est  eonnœ  pour  les  vatei 
x=dbl,qtticorrespondent  à  sinisé.  Lesn  racines  de  Xa=0  iTobtiea- 
nent  en  é^ant  le  numérateur  à  0,  ee  qui  donne 


(«+3)y-ï={M  +  «)f 


k  désignant  un  entier,  auquel  on  derra  attribuer  les  n  Tsleurs  0,  i,  S ... 
n  —  i).  La  courbe  y  =  Xn,  pour  n  très  grand,  coupe  n  fois  Taie  des  x entre 
les  limites  «=?—  1  et  x=  +1,  et  a  pour  ordonnée  dbi  pour  ces  limites. 
Elle  présente  donc  l'une  des  formes  suifantes,  suirant  que  n  est  pair  sa 
impair. 


n  pair. 


■^^'^lA^ 


■e^c/^v- 


si 


r. 


-ar^'-v 


ii 


Fiff  99. 


Fig.  10U. 


204.  Venons  à  la  démonsiration  de  la  formule  approximatiTe  de  La- 
place. 
On  a  régalité 


X,=  -P  (x -f  v^x«  —  i  C08 4»)»  1/4», 


qu'on   peut  écrire,  en  observant  que  cos  ^  change  de  signe  quand  oa 

ic       ...        f 

_  _  h   *k  th  — 

parties, 


passe  de  <|>  =  3  —  A  à  ^  =  3  +  A,  et  en  décomposant  Tintégrale  en  deux 


1ï  ,/o  *f  i/o 


Dans  cette  somme,  les  parties  réelles  se  groupent  deux  à  deux  pour  se 
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doubler,  tandis  que  les  parlies  imaginaires  se  détruisent.  On  pourra  donc 
pofer,  pour  abréger  récriture. 


X»  =  -  P  (*  +  v'*«  -  1  cos  ^)«  dp. 


en  convenant  de  ne  retenir  dans  cette  équation  que  la  partie  réelle,  et 
d*elTacer  la  partie  imaginaire  qui  s*y  ajoute. 

Introduisons  Thypothése  x^^cos^;  puis  développons  cos<|>en  série  par 
la  formule 

C08^  =  l-|-'+îi?. 

ou  •  représente  un  nombre  positif  et  <i,  pourvu  que  ^  soit  compris  entre 
OctJ 
Il  viendra 

jr-\.  yfx'^  —  1  COS  f  =  CO»y  -f  V^^  gin  y  M  —  |-  -f  ^\ 

^,rv^|^l_»e-T/=îsinvv/irixf(l-|f)I 

quantité  quil  faut  élever  à  la  n*^^  puissance.  Pour  cela,  représentons  la 
parenthèse  par  l—-ti.  On  pourra  égaler  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  au  produit 

et  la  n*^*  puissance  sera  égale  à 
Donc  enfin 

te  Jo 

Nous  pouvons  développer  /  (i  —  ti)  en  série,  pourvu  que  le  module  de  u 
soit  inférieur  à  Tunité,  et  poser,  en  nous  arrêtant  aux  deux  premiers 
termes, 

p  étant  le  module  de  ti,  et  9r  un  nombre  dont  le  module  soit  <  i . 


3M  TftAlISFOIIlUTIOll 

Lé  eoefficient  de  ^  peut  se  meUra  tau  k  forme 


~lV=îiin7*-Ti^  +  «»f«, 


où  ¥*  représente  un  nombre  déterminé,  et  l'on  a  réqoâtiott 


^-î*^-^/ 


■Aft+MTt» 


OÙ  le  coefficient  k  représente  un  nombre  indépendant  de  t,  tandis  «pie  le 
coefficients^  en  dépôid,  au  contraire,  mais  reste  au-dessous  d*une  linite 

déterminée  lorsque  t  ^rarie  de  0  à  3* 

Nous  ferons  ^  0^=1,  en  changeant  de  fariable;  les  Lmites  de  I  seront 

0  et  -J-f  et l  on  aura rf^psr— =. 
*  V» 


Donc  enfin 


« 


#//. 


Si  dans  celte  équation  on  fait  n  infini,  la  limite  supérieure  de  I  denenl 
infinie;  mais,  comme  pour  x  =  1  on  doit  avoir  X,=i,  il  est  nécessaire 
que  les  deux  coefficients  A  et  ô'  soient  négatifs.  Sans  quoi  l'intégrale  indi- 
quée aurait  une  valeur  infinie,  et  \  ne  pourrait  être  finie.  Le  signe  de  A 

et  de  O'  se  trouve  ainsi  déterminé.  On  voit  de  plus  que  — ,  pour  n  infini» 

disparait  devant  kl*.  Posons  donc  A  =—  B,  en  mettant  le  signe  de  A  en 
évidence.  11  viendra,  pour  n  tréj  grand. 


e-^dt: 


e~  dt=z^ 


donc 


et  enfin 
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Or 


on  a  donc,  en  élevant  à  la  puissance  dont  1  exposant  est  —  x» 


R 


et 


-,i;'«-»^=â;Ki-î)-'='""(-5-î)] 


''=&'';^"""'+''-"'"''['"ft-5)+*'-"'"(l-î)] 

expression  qu'on  doit  réduire  à  sa  partie  réelle.  On  trouve  en  définitive 
la  formule  de  Laplare 


X-  = 


formule  approximativement  vraie  lorsque  n  a  une  très  grande  valeur,  en 
exceptant  les  valeurs  de  7  très  voisines  de  0,  qui  rendent  sin  7  nul. 
Pour  7  =  0,  la  partie  réelle  du  coefficient  Â  s*annule,  et  il  n'est  plus 

légitime  de  négliger  le  terme — ,  dont  la  partie  réelle  acquiert  une  in- 
fluence :  alors  la  formule  est  en  défaut  et  devient  indéterminée. 


CHAPITRE  V 


TNéOR lES    DIVERSES 


THÉORÀMB  DB  LiMBBRT. 


l . 

4        K 


205.  Le  théorèine  de  Lambert  a  pour  objet  d'exprimer  le  rapport  =  du 

temps  6,  que  met  une  planète  M  à  parcourir  on  arc  MN'  de  sa  trajectoire 
elliptique,  à  la  durée  T  de  la  révolution,  en  fonction  du  grand  axe  ia 

de  Torbite,  de  la  corde  c  de  Tire 
décrit  dans  le  temps  i,  et  de  la 
somme  s  des  rayons  vecteurs  qui 
joignent  le  foyer  centre  d'attrac- 
tion aux  deux  extrémités  de  Tare. 
Soit  AA'  le  grand  axe,  égal  à  îa  ; 
F  le  foyer  qui  est  le  centre  d'at- 
traction ; 
F'  le  second  foyer  ; 
C  le  centre  de  la  courbe; 
MM'  Tare  décrit  dans  le  temps  6,  arc   dont  la  corde  e^t  égale  à  c; 
FM  -h  FM'  =r  «  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extré- 
mités de  Tare. 

Sur  A.V  comme  diamètre  décrivons  une  demi-circonférence,  et  cher- 
chons sur  cette  circonférence  les  points  N  et  N',  qui  ont  pour  projection 
les  points  M  et  M'  sur  Tellipse.  Les  angles  NCA',  N'CA'  seront  les  anoma- 
lies excentriques  des  points  M  et  M'.  Désignons-les  par  u  et  u'.  Nous  aurons, 
en  appelant  (  et  /'  les  temps  du  passage  de  U  planète  en  N  et  W,  et  n  le 


><-r 

c     P' 
Fi(?.  101. 


V'    V   A' 
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moyen  mouTeroent  (les  temps  étant  comptés  du  passage  à  Taphélie  en  A'), 

Il  -f-  e  sin  II  =  Hit 
II'  -f-  ^  sin  w'  =  nt. 

Retranchant,  il  vient 

m'  —  Il  -f-  e  (sin  «'  —  sin  m)  =  n  (I'  —  /)  =  n$. 

Sir 
Le  moyen  mouvement  n  est  égal  à  -=r .  On  a  donc 

-^  9 uf — Il  -j- g  (sin  m' — sin  m) 

Nous  suivrons  pour  transformer  cette  expression  la  marche  indiquée 
par  M.  Catalan  dans  une  Note  insérée  aux  Nouvelle$  anhaUi  de  Mathéma- 
tiques  (3*  série,  tome  m,  novembre  1884). 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  vecteur  FM,  et  r'  le  rayon  Yecteur  ¥W,  on  a 

r  =a  (i  -f  «cosii), 
r'  =  fl(i  -{-ecosu'). 

Donc 

(2)  #  =  r  -j-  r'  =  2a  -j-  <ïc  (ces  II  -j-  cos  II'). 

La  corde  MM'  de  Tellipse  est  la  projection  de  la  corde  correspon- 
dante NN'  du  cercle.  Pour  la  calculer,  observons  que  la  base  PP'  est  com- 
mune aux  deux  cordes,  et  que  les  ordonnées  PN,  PM  et  PN',  PM'  sont  ré- 
duites, en  passant  du  cercle  à  Fellipse,  dans  le  rapport  -  du  petit  axe  au 

grand.  On  a  donc 

c«  =  pF*  +  i^(l*'iV— PN)«. 

Nais 

PP'=rt(C08U  —  ces  II';, 

PN  =  n  sin  w,      P'N'  =  a  sin  i/'  ; 

en  définitive 

'3;  c«  =  a*  (ces  M  —  cos  ii')* -f-  b*  (sin  m'—  sin  m)*. 

Nous  allons  transformer  ces  trois  formules,  en  introduisant  des  angles 
«  et  p,  définis  par  les  relations 

2X  =s  1/  —  M. 

2i«=if'-fi/. 
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On  voit  que  a  sera  le  demi-angle  1CN=IGN'  des  rayons  CN  et  CN'  (bas 

le  cercle,  et  que  p  sera  l'angle  IGA'  que  fait  la  bissectrice  Cl  derangleN'CN 
avec  legrand  axe  GA'. 
On  déduit  de  ces  relations 


Donc 


m'  =  a  +  |8,       M  =  /a  —  oc. 

sin  ti'  =  sin  «cos  ^  +  siq  ^  cos  «. 
sin  u  =  sin  ^  cos  a  —  sin  a  cos  ,i, 
cos  w'  :=  cos  a  cos  ^  —  sin  a  sin  ^, 
ros  u  =  cos  a  cos  ^  -f  sin  or  sin  9, 
sin  u'  —  sin  II  =  2  sin  oc  cos  ^, 

cos  M  'COSt/sScOSaCOS/), 

et  subsliluant  dans  les  trois  équations  (1),  {%)  et  (S),  il  vient 


(2)' 
(3/ 


6 a  +  ^  sin  oc  cos  j9 

f-  n ' 


8  = 


2a  (i  +  «C0SaC0S|3), 

4fl«  cos«  a  cos'  ,€  +  **•  sin«  x  cos«  ^  =  i/i«  gjn*  «  '  i  —  ^«  ces*  â , 


en  observant  que  a*c^  =  a*  —  b-. 

Or  ces  trois  équations  démontrent  le  théorème.  En  effef,  des  équa- 
tions (2)'  et  (3')  on  peut  tirer  les  quantités  «  et  ecosg,  en  fonction  de 
2a,  seic;  et  substituant  les  valeurs  de  sin  a  et  de  ecos^  dans  (11',  ou 

6 
aura  l'expression  de  ,-=  en  fonction  des  mêmes  éléments. 

On  tirera,  par  exemple,  de  (2')  et  do  (.V) 

.»  —  'In 
i  cosaXerosft= — TT — , 

2^ 


An* 


('  ^  2o  \  * 
'— -j I    =  sill*  al  —  r*  COS*  ?   —  r*  cos*  «  cos«  « 

=  sin*  a  —  f*COS*  .9  =  1  —  ro<!'  ar  —  r  i*o<«  s. 


Donc 


5  cos*  «  H-  r*cos*  ,9  =  1-^+  (^^  ) 


A  réquation  (5)  ajoutons  le  double  de  IVqualion  de  (i),  puis  retran- 
chons ;  cela  donnera 
.^,  .      .       r«    .    /*-2fl\*  .  *-2« 
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ce  qui  donne  les  deux  relations 

\  ces  a  +  «  ces  ^  =  —  ^8*  —  «*, 

/  cosa— ecos^=  — ^(4a  — »)*  — c*. 


OU  bien 


cos  a 


<>cos^=    ^  ^ V^P"=r?  —  y/ (4a  —  *)«  —  c*] 
On  déduit  de  la  première 


ein  a 


=  V    ' 4Ï5 ^ ' 

a  =  ai  c  cos  (  j-  (^9* —  c*  4-  V  (4«  —  f  ;*  —  c*)  \ 

et  enliii 


Ou  peut  obsener  que  4a  eA  la  somme  des  quatre  rayons  vecteurs 
FM,  \%  FM\  F'M',  menés  des  deux  foyers  F  et  F'  aux  points  M  et  M'.  Si 
donc  on  désigne  par  t^  la  somme  des  rayons  vecteurs  F'M',  F'M,  qui  abou- 
tissent au  second  foyer,  on  aura  4ii  — «^t',  ce  qui  simpliûe  un  peu  la 
formule. 

Cette  formule  est  remarquable  en  ce  qu'elle  est  indépendante  de  l'ex- 
centricité de  Torbite.  Elle  s'étend  sans  difficulté  au  cas  d'une  orbite  para- 
bolique. Si  l'on  représente  par  {&  la  constante  de  l'accélération  dirigée 
vers  le  foyer  de  la  parabole,  de  sorte  que  cette  accélération  soit  repré- 
sentée par^,  la  durée  •  du  parcours  d'un  arc  de  la  parabole  sera  donnée 
par  l'équation 

s  étant  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extrémités  de 
Tare,  et  c  la  corde  de  cet  arc.  Quant  au  choix  à  faire  entre  le  signe  —  ou 
le  signe  +,  il  faut  considérer  Tangle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs; 
s'il  est  moindre  que  deux  droits,  on  prendra  le  signe  — ,  et  s'il  est  plus 
grand,  le  signe +• 


SM 


APPUCATIOS  DE  U  XÉ1H0DB  M  JM90II 


AmJCATKHI  DE  U  xémOM  M  JACOM  \C 


momàmaL  m  L*A«nijuB 


iUtf.  L*aualogîe  qae  noiu  avons  signalée  (UM  40)  entre  le  probléuiede 
réqoilîbre  d'un  fil  et  oehii  du  moavement  d*un  point  matériel  perael 
d^opérer  sur  les  équations  du  premier  probième  des  transfbrmalioiis 
analogues  à  celles  que  Ton  dit  sulnr  aux  équations  du  mouvement  d'an 
point.  L'application  de  la  méthode  analytique  de  Jacobi  à  Féquilibre  d*on 
fil  a  été  faite  par  M.  Appell  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
sciences  du  13  mars  1883. 

Supposons  un  fil  libre,  inextensible,  sollicité  par  une  force  fdê  appli- 
quée à  l'arc  dit;  soient  Idi^  Ydlt,  ld$  les  composantes  de  cette  force,  np- 
portées  à  trois  axes  rectuigulaires;  soit  T  la  tension,  M  la  fonction  des 
forces,  c'est-à-dire  l'intégrale  (supposée  existante)  de  la  fonction  diffé- 
renttelle  \ix  +  Hdff  +  Ï4%»  Les  équations  d'équilibre  seront 


i{ 


éx 


x  = 


d9 


Oi 
0- 


=  c. 


On  en  déduit,  en  multipliant  la  première  équation  par  dz,  la  seconde 
par  dyy  la  troisième  par  di,  et  ajoutant, 


rfT  +  </U  =  0, 


ou  bien,  en  intégrant, 

(2) 


T  =  -(U4-A;. 


h  désignant  une  constante  arbitraire. 
Prenons  une  nouvelle  variable  o,  définie  par  la  relation 


(3) 


d9      ^ 

3i  =  T- 


Cette  équation  transforme  l'équation ^  ( T-^ ]  +  X=  0 
i 

T>U\dtJ  +*  =  "• 


AU  PROBLÈME  DE  L'ÉQUIUBRB  D'IN  Fil.  SUtl 

ou  bien 


On  a  de  même 


c*t  sl-â-dire 


g  +  YT  =  0, 
g  +  ZT  =  0. 


Remplaçons  T  par  —  (U  4-  ^)  et  X  par  y.  On  voit  que  le. produit  —  TX 
sera  égal  à 

De  même  —  TY,  —  TZ  se  remplacent  par  les  dérivées  partielles  de  ^  (  U  -f-  /i  )* 

par  rapport  èi  y  et  k  z. 

i 
Posons  donc  Y  :=  ^(U  H-  h)*.  On  aura  les  équations 

(^)  ^d?-Ty' 

équations  analogues  à  celles  du  mouvement  d*un  point  (§  139). 
On  cherchera  une  fonction  e  des  coordonnées  x,  y,  z,  telle  qu'on  ait 

dx_de 
dfj     dx 

dy      de 

dt  ^dB^ 
dv        az 
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On  en  déduit 


d,*~d7  \rf»/  —rfa     \dx)      d9  \ 


.de        ,de        .rfe 

dx  j    .      « Jf  j    ,      «*  j 


.rfe         .rfe         .rfe 

rfarrfe    ,       dxde   ,      rfarrfe 
f/;r   </j-        dy   dy        dz    dz 

(i^  d^  rf  — 

_     dxdS         dyde         dz  </tf 

""^dxyXdxJ    '^\dy)   "^  \dz  )  j'^dx' 
On  aurait  de  même 

'ldyl\dx)   '^\dy)    -^[dz  )  j-dy' 

L4[(S)*+(f)"+(S)*]-f' 


et  ces  trois  équations  peuvent  cUre  fondues  en  une  seule,  en  les  ajotitint 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy^  dz»  Il  vient  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 


mr-m'-m'h 


V  -f  A. 


A  désignant  une  constante  arbitraire,  qu'on  peut  supposer  égale  à  zéro. 
L'équation  prend  alors  la  forme 

(^)"+(f)'+(J-?)'-«=.''+v- 

On  aura  à  intégrer  celte  écpiation  (7).  L'intégrale  complète  contiendni 
trois  constantes  arbitraires,  et  sera  de  la  forme 

^8.  e  .r,  y,  î,  a,  ,^,  h)  =  C, 

en  appelant  a  et  Mi^ux  constantes,  distinctes  de  la  constante  h  qui  ap- 
partient à  la  fonction  des  forces,  et  de  la  constante  c  à  laquelle  on  égale 
la  fonction  0. 

Les  dérivées  partielles  -r-,  -j-f  -r-  feront  connaître,  en  vertu  des  équa- 
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tions  (6),  les  quantités  ^»  ^»  -7-t  c'est-à-dire  les  composantes  T  n-, 

T^»  T^  de  la  tension.  Quant  aux  équations  d'équilibre  qui  définissent 

la  forme  du  fil,  on  les  obtiendra  en  égalant  à  des  constantes  arbi- 
traires les  deux  dérifées  partielles 

d%^  de 

dx  *  df^ 

de  la  fonction  e  par  rapport  aux  arbitraires  a,  p,  introduites  par  l'inté- 
gration. On  reconnaît  en  effet  facilement,  en  suivant  la  marche  indiquée 
§140,  que  ces  fonctions  restent  constantes  pour  toute  valeur  de  a. 
M.  Âppell  a  étendu  cette  méthode  au  cas  où  le  fil  est  assujetti  à  certaines 
liaisons,  par  exemple  à  rester  appliqué  sur  une  surface. 


SUR  LE  MOUyXMEIlT    DE    ROTATION    D*L'N    SOLIDE     DE   RÉTOLUTION 

AUTOUR   d'un   PG»T   FIXE. 

307.  Nous  ayons  ramené  à  la  forme  canonique  (§167)  les  équations 
du  mouvement  d*un  solide  autour  d'un  point  fixe  0. 

Ces  équations  peuvent  être  intégrées  à  Taide  des  fonctions  elliptiques 
lorsque  la  fonction  des  forces  U  est  nulle.  On  retombe  alors  en  effet  sur 
le  cas  traité  dans  le  théorème  de  Poinsot ,  et  Ton  a  vu  (llf ,  §  280)  que  ce 
cas  conduisait  à  des  intégrales  elliptiques. 

II.  F.  Tisserand  a  fait  voir  que  cette  solution  par  les  fonctions  ellip- 
tiques peut  être  appliquée  au  mouvement  du  globe  torreslre  autour  de 
son  centre  de  gravité,  en  supposant,  d*une  part,  que  la  iphêroîdc  ter- 
restre  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  et,  d'autre  part,  qii  on  se  borne  k 
prendre,  dans  la  série  qui  exprime  la  fonction  des  forces,  U,  les 
premiers  termes  du  développement.  (Voy.  Comptes  rendus  de  rÂcadéinie 
des  sciences  20  juillet  1885.) 

INDICATIONS  BIBLIOGRAPHIQUES. 

t08.  Pour  terminer  ce  livre  consacré  à  la  mécanique  analytique,  nous 
ôtODns  quelques  ouvrages  où  les  mêmes  sujets  se  trouvent  traités,  et 
qui  montreront  les  diverses  méthodes  suivies  par  de  grands  géomètres 
dans  la  solution  de  ces  problèmes  : 

LAfiAAKGB,  Mécanique  analytique.  Section  VII,  §  2,  variations  des  éléments 
des  planètes  produites  par  les  forces  perturbatrices  ;  —  section  IX,  sur  le 
monTement  de  rotation  ; 

V.  —  WÉC,   COLLIGKOH.  ^^ 


INOICAnOHS  BlBU0GiUraiQUB8. 

lâHifi,  Mieamçiie  Maie,  f*  partie.  Lirre  0,  chapitres  t,  ti»  td  et  rm, 
théwie  des  perturbations  et  méthode  des  approzimatioiis  suecessÎTes. 

Ijbmbii,  Tkéwie  des  fimetimu  dUpH^teê^  tome  I.  Âpplicatîoos  i  h 
mëeamqne.  Problème  da  mouTement  d'an  soUde  anloor  d*Qn  point  fiie, 
dnBMMwaBent  d*an  point  attiré  Ters  deox  centres  fixes;  attraction  des 
ellçsoides;  orbite  décrite  sous  Faction  d'une  force  centrale  donnée. 


LIVRE   IV 


■  ÈCANIQVE   VI] 


INTRODUCTION 


IXTiOBÂTlOR  DBS   iQUATfONS   DIPFl'lRBlITlELLES   AUXQUELLES  CONDUIT  LE  PROBLÈNB. 


S09.  Lorsqu'un  poinl  matériel  M,  de  masse 
M ,  attiré  par  un  centre  fixe ,  0 ,  proportion- 
nellement à  la  distance  MO,  parcourt  une 
droite  OÂ,  le  mouvement  oscillatoire  du  point 
M  est  la  projection  sur  la  direction  OÂ  du  mou- 
vement d*un  point  P  qui  parcourrait  unifor- 
mément une  circonférence  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  un  rayon  OA  égal  à  la  '^' 

demi-excursion  du  point  en  mouvement.  L*équation  du  mouvement  est 


jc  =  R  cos  M^ 

R  représentant  le  rayon  OA»  t  le  temps,  x  la  distance  OM ,  et  «*  un  coeffi- 
cient constant,  égal  à  la  vitesse  angulaire  du  rayon  mobile  OP  autour  du 
point  0.  L'équation  différentielle  du  même  mouvement  est 

K  représentant  un  nombre  positif,  et  l'identification  des  deux  équations 
donne  entre  les  coefficients  K  et  »  la  relation  R  =  mei><. 

La  théorie  des  mouvements  vibratoires  peut  être  regardée  comme  la  géné- 
ralisation de  ce  résultat  élémentaire.  Avant  de  l'exposer,  nous  rappelle- 
rons la  méthode  d'intégration  des  équations  linéaires  simultanées  auxquelles 
conduit  ranalyse  du  problème. 


40A  ÉQUATIONS 

210'  l^our  fixer  les  idées,  nous  prendrons  comme  exemple  TintégnilioD 
de  trois  équations  simultanées,  que  nous  supposerons  sous  la  Torme 


(i; 


^  =  H'  -hA'«  -:-B'^  -f  C'y, 
^,  =  H"  4- A^a -+- B"^  4- C^. 


Il,  H',  H",  A,  A',  A',...  C,C',  C  étant  des  constantes  données.  La  première 
préparation  à  faire  subir  à  ce  système  consiste  à  dianger  de  Tariables  de 
manière  à  chasser  les  termes  constants,  H,  11',  H''.  Pour  cela  on  déterminera 
trois  nombres  a|,  P|,  7f ,  qui  satisfassent  aux  équations 


(2) 


[A«i    -4-  B^i    +Cvi   =  —  H, 
A'ai  -4-  B'^i  +  C'y,  =  -  H' , 
A'ai  -r  B'pi  -+-  C'y,  =  -  U\ 


et  on  posera 

(3)  a=-a|-l-«',         ^=^,-f-^',         y=y4  4-y'. 

a',  P',  Y  étant  de  nouvelles  variables.  On  en  déduit 


dt* 


d^_d*y  d*y_ 

dt^  "^  dt^  '  rf/^  ""  dl* 


d*y 


et  substituant  dans  les  équations  (1),  on  les  ramène,  en  vertu  des  équa- 
tions (2),  à  la  forme 


(^) 


dit'=^^   +B^'    H-O/ 

^  ^.  A'«'    4-  B'3'    -+-  C'y' 
^  =  A"»'  +  B"^'  +  Cy'. 


Nous  avons  supposé  que  les  valeurs  de  «j,  P,,  7,  founiies  par  le  svstèrae 
des  équations  (2)  étaient  bien  déterminées,  ou,  ce  qui  revient  au  même. que 
le  déterminant 

ABC 
(5)  A'        B'        C 

A"        B"        C 

était  différent  de  zéro.  S'il  en  est  autrement,  le  changement  de  variables  ne 
peut  s'opérer,  car  on  trouverait  pour  a,,  p,,  74.  des  valeurs  infinies,  à 
moins  que  l'une  des  trois  équations  (*2)  ne  rentrât  dans  les  deux  autres,  ;ui- 
quel  cas  l'un  des  nombres  a,,  p,,  71,  serait  arbitraire.  Nous  exclurons  ce» 
divers  cas  particuliers,  et  nous  admettrons  dans  ce  qui  suit  que  le  d^ter- 
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minant  (5)  n*est  pas  nul,  ce  qui  assigne  aux  inconnues  «i,  p|.  fi  des  Taleurs 
unies  et  déterminées. 

21  i.  On  pourra  ainsi  faire  disparaître  les  termes  constants,  et  ramener 
le  système  d*équatioDS  données  à  la  forme 

(1)  (^  =  A'«  +  B'^-+-C'y, 

Ces  équations  étant  du  second  ordre,  entre  trois  fonctions  a,  p,  7,  les  int^ 
grales  générales  du  système  (6)  seront  au  nombre  de  trois,  et  devront 
contenir  six  constantes  arbitraires  ;  les  équations  données  étant  d'ailleurs 
linéaires,  si  Ton  en  connaît  six  solutions  distinctes,  savoir 

ec  =  cco'      a  =  ai,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  «  =  ag, 

y  =  vo»     y  —  vi.  y  =  71, 

on  obtiendra  la  solution  générale  en  posant 

fa  =  Loo  -4-  M  ai  -f  No,  -4-  .  .  .  -j-  Rag, 
/l  =  L^  4-  M  ^,-f  N^  +  .  .  .  +  n/38, 
y  =  Lyo  +  y  Vi-f  N7,  -h  .      •  -h  Ry„ 

L,  M,...  R  étant  six  constantes  arbitraires.  Le  problème  est  donc  ramené  à 
découvrir  les  six  intégrales  particulières  («o*  Po>  1fo)>"*  (h^  Pf«  Tb)-  On  peut 
y  parvenir  en  employant  soit  les  fonctions  exponentielles,  soit  les  fonctions 
circulaires. 
Posons  d*abord 

Ia-   pe*^, 
V  =  A^. 

r,  p,  0',  p'  étant  des  nombres  constants  que  nous  allons  déterminer.  On  re> 
marquera  que  a,  fi,  7  sont  respectivement  proportionnels  à  p,  p'^p".  De  là  ou 
déduit 

<^a  m  rt  « 


(0)  ^^^^<^  =  ^^ 


S=^"^''  =  '^'- 
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ÊOUATIOKS 


Substituons  les  Takun  (8)  el  (9)  dans  le  système  (6)  ;  on  aura  entre  \a 
Tariables  a,  p,  7  et  Tinconnue  r  les  trois  relations 


(10) 
ou  bien 


f:»a  =  A«  +  Bp  -f  C7, 
r«^  =  k'a  -f-  B'^  -f-  C'y, 


(ii) 


(A  — f*)a4-B/i  +  Cy=0, 

A'«-f  (B'  —  r«)p  +  C'y  =  0. 

A'a-f-B7  +  (C'  — r«)y=0. 

Ces  trois  équations,  homogènes  par  rapport  à  a,  P,  7,   permettent  d*^ 
liminer    les  rapports  -•  ~  de  deux  des  Tariables  à  la  troisième.  L^éqoa- 


a  a 


tion  finale  s'obtiendra  en  égalant  à  léro  le  déterminant  des  coeffioents 
de  a«  P,  7,  ce  qui  donne  Téquation 


(18) 


A  — r«,  B,  C 

A',  B'  — r«,  C 

A^  B',  C  —  I  « 


=  0. 


L'équation  (42)  est  du  troisième  degré  en  r*  ;  elle  donnera  généralement 
pour  r  six  valeurs,  égales  deux  à  deux  au  signe  près,  que  nous  représen- 
terons par  :+:  fo,  ±:  Tj,  ±:  r,.  Chacune  des  trois  valeurs  de  r*,  substi- 
tuée dans  les  équations  (H),  déterminera  en  général  les  deux  rapports 

£,  -^t  ou, ce  qui  revient  au  même, les  rapports  —1  —,  de    sorte    que  nous 


a    a 


pourrons  obtenir  trois  systèmes  de  valeurs  des  coefUcients  p,  p%  f',  savoir 


Pi' 
Pi. 


fi'op     p'o  correspondant  aux  racines  r=±ir, 


o» 


A  Si 


9  1 
p  1 


B 


r  =  it  r,. 


Dans  chaque  rangée,  Pun  des  coefficients  p,  restant  arbitraire,  se  confondra 
avec  la  constante  par  laquelle  on  devra  multiplier  Tintégrale  particulière 
pour  la  faire  entrer  dans  l'intégrale  générale. 
On  a  par  ce  moyen  les  six  solutions  préparatoires 


a 

a 

V 

y 


P.eV, 


a 
oc 
^  =  p\eU\ 

V 
V 


p\e-'i\ 


y 
y 


=  p,cV, 

—P^    « , 


(!,') 
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On  en  dédail  l'intégrale  générale 

4-/B,(QeV4-Re-V), 

^  =  //olLe'o'  4-  Me- V)  -f-z/f  (Ne'i*  -h  Pe  ' '"«O 

-f/>',(QeV-j.Re-V), 
y  =  /o(U V-f-  Me- V)  +  //i(NeV 4- Pe"  V> 
^  -f-A(QeV4-Re"V), 

aivecles  sîx constantes  arbitraires,  L,  M,...  R. 

Si  S.  La  solution  peut  s'obtenir  aussi  à  l'aide  des  lignes  trigonométriques. 

Au  lieu  de  chercher  six  intégrales  particulières  sans  constantes  arbi- 
traires, puis  de  former  l'intégrale  générale  par  Taddition  de  ces  six  fettions, 
nous  chercherons  trois  intégrales  contenant  chacune  une  constante  arbi- 
traire, et  la  solution  s'obtieoJra  en  ajoutant  ces  trois  intégrales»  Hiulti- 
pliées  chacune  par  un  coefficient  pris  arbitrairement.  Le  nombre  ndciMÉin 
de  constantes  se  retrouvera  aii^i  dans  la  solution  définitive. 

t^osons 

Ia  =  pàR(fii'\-f), 
y  =  pf8in{fit-\'f), 

OÙ  ^,  p,  f  p'  sont  des  nombres  à  déterminer,  et  7  un  arc  arbitcain.  La 
différentiation  nous  donnera 


1    ^  =  -P/*«sin(/.<  +  f)  =  - 

t*^)                    j    S^^"'*'^' 

1  ^        1« 

Substituant  dans  (6),  il  Tient 

-/yi««=A«  +  B/l-fCy. 

(16)                                            -^«^-A'«-hB'^  +  Cy, 

-Ai^/^A^a-t-B'^  +  Cy 

On  en  déduit  pour  déterminer  (i 

A  +  m',      b,              C 

(17) 

A%               B'4-i*«.       C 

A",              B",               C'+a« 

=0, 
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équation  du  troisième  degré  en  {i*.  qui  donnera  en  général  pour  |&  six  valeiirs 
égales  deux  à  deux  au  signe  près  ;  soient  ±i  ^,  dz  ^t^i,  ±  ^  ces  valeurs. 
On  tirera  des  équations  (15)  les  valeurs  correspondantes  des  rapports 

-,  -,  c'est-àHlire  des  rapports  — ,  ^.  On    devra   prendre  dans  chaque 

a    CL  9     9 

groupe  de  racines  égales  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires,  ±^ 
±  {11,  ±:  fA,,  Tune  des  deux  racines  à  Texclusion  de  l'autre,  et  l'on  obtiendra 
F  intégrale  générale  en  posant 

^  =  VoSin  [flot  -f  î»)  4-  M/j  sin  (/*,<  -h  ?*)  +  Np',  sin  {fi^  +  /), 
V  =  hp\sm [u^t -h?) -h  Mp*! sin (f^t  +  f 0  -^  No% sin (yt^/  -h f *). 

La  solution  contient  encore  six  constantes  arbitraires, savoir  les  trois  coelH- 
cients  L,  M,  N,  et  les  trois  arcs  9, 9'  9'. 

Observons  que  Féquation  (17),  de  laquelle  on  tire  les  valeurs  de  f&,  ne 
diffère  de  l'équation  (42)  que  par  le  changement  de  r*  en  —  {x*,  ou  de  r  en 

{1  V^  —  1.  Si  donc  l'équation  (12)  donne  pour  r  deux  racines  imaginaires  de 

la  forme  ±:  x  ^—  1,  réquation  (17)  donnera  pour  fx  deux  racines  réelles 
égales  h  dr  X  ;  de  sorte  qu'en  adoptant  lune  ou  l'autre  forme  pour  les 
termes  de  la  solution,  on  pourra  éviter  les  imaginaires  dans  l'intégrale  gé- 
nérale. 

215.  Mais  réquntion  (12)  peut  avoir  aussi  des  racines  imaginaires  de  la 
forme  ^  4-  a  y/—  1,  ou  encore  des  racines  multiples.  Ces  deux  cas  parti- 
culiers doivent  être  examinés  à  part. 

Soit  d'abord  r^  =  ^  4-  X  y/  —  1.  L'équalion  (12)  admetira  aussi  la  racine 
—  ro==  —  5  —  Xy/  —  i,  puis  les  racines  conjuguées  des  deux  premières, 
soit  i\  =  l  -  X  y/  — 1,  —  r,  =  —  ^ 4-  X  v^^lT  Or 

cV=«^'xe^'^  =  c^'x(cosX<-f  voisin;/), 

c-  V  -^  e  —  ^^icosXt  —  V^^lsin)./), 

eV^  c^'(cosi/— v/^^sin)./), 
e~V=e~^'(cos;/-f  v/^sin;i). 

Remplaçons  aussi  le  coefficient  pQ,  qui  peut  être  imaginaire,  par  le  pro- 
duit 0^,  (cos  9o  +  V^ —  1  ^^^  ?o)»  où  6q  est  le  module  et  ^q  V argument  du 
nombre  po  >  soit  de  même 

L  =  e(cos^  4-  v^— lsin5>)i 
M  =  0' (cos  î>' 4- v^^^  sin  î^')  • 
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Le  facteur  pi  sera  le  conjugué  de  po>  et  par  suite 

Prenons  de  même 

P  =  ô'  (ces/  —  v^^siny'). 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  termes  de  a.  qui  contiennent  r^ 
et  fi  [équations  (i3)],  nous  donnera 

e.(cos^+ V^^sin^?o)  [«'(cosf -h  v^^siny)  c^HcosA<  + v/^sinA<) 

4-  6'(co<îi'  -4-  v^^^siny')  «—  ^'  (cos;i  —  y^^  sin)/)] 
-+-  Oo(c<»?o  —  V'^ sin fo) [fi  (cosy  —  v^^I^  sin  ^ ) e^^(cosXi  ^^^^siuU) 

+  d'(cosy'  —  yCTï  sin  y')  «-  ^'(cos;i  -f  v/^  sini/)J, 

ce  qui  se  réduit  ï 

BoBe  ^^  [cos{Xt  4-  f  -f  ?o)  +  v/^^  «>"  (>'  +  ?  +  ?oO 
+  eo^e-^'[co8(a/  -  ?' -  ^o)  -  V^^^  8în(;/  -  y'  -  ç^)] 
-f  0o9e  ^'  [co8(«  -+.  ^  4-  9^j)  -  /~t  sin (;i  +  9  -  ?o^] 
+  B^Ve"  ^'  [cos  (i<  -  f  '  —  yo)  -f-  V^=^  sin  (A/  -  ?'  -  ç>o)]  » 

<m  encore  à  la  fond  ion  réelle 

fonction  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

U^^cos(x<  -f  <!>)  +  Me-  ^'cos  {Xt  -f  f  )  ; 

elle  contient  quatre  arbitraires  distinctes,  L,  M,  ^,  Y^  et  a  par  conséquent 
le  même  degré  de  généralité  que  les  quatre  termes  dont  elle  tient  la  place. 
On  peut  changer  les  cosinus  en  sinus,  car  cela  revient  à  ajouter  un  quadrant 
à  la  constante  arbitraire  4»  et  à  changer  le  signe  du  facteur  arbitraire  L. 

314.  Supposons  ensuite  que  Téquation  (iS)  ait  des  racines  égales,  qu'on 
ait  par  exemple  ro  =  ri.  Alors  les  termes  en  r^  et  r,  de  la  solution  gi^né- 
raie  (13)  se  fondent  Tun  dans  Tautre,  et  Tint^rale  ainsi  formée  ne  con- 
tient plus  le  nombre  demandé  de  constantes  arbitraires. 

On  tourne  cette  difficulté  en  posant  d'abord  Tj  =  r^  4-  A,  et  en  supposant 
h  infiniment  petit,  après  avoir  développé  les  exponentielles  en  séries. 

On  a  en  effet 

.V  =  «".-»"=.  «Vx<.«  =  «%' (i +  *.'  + 55 +.. .). 


Mullipliant  par  la  constante 


ÉQTIATIOSS 
,  14,  il  viendra 


P,«eV-j-  -H  de«  lerniÈs  cootcoMil  A»,  A»,  . 


11 

i 


Le  premier  terme  se  confond  avec  le  lerrae  f^te''';  le  second  prend  li 
forme  p,  N'  e''t,  en  remplaçant  le  produit  M  par  une  nourelle  canstanlelC. 
Les  termes  suivants  contenant  en  facteur  Nh*.  NA',...  ou  bien  K'A.  N'A*,. . 
s'annuleront  à  la  fois  quand  an  y  fera  k  inflnimeul  petit  ;  de  sorte  qat  l'w 
peut  substituer  à  l'ensemble  des  termes 


ft,(lV 


V)^ 


=,(,%>'.' 


-V). 


Nous  j  a 


e  suivante,  où  les  constantes  ne  se  confondent  plus. 

p.,  (Le 'a'  +  Me-  '•')  +  ft,{N«  V  +  Pe"  V)  / . 

vons  fait  (,  =  (o.  parce  que  r^  et  r,  sont  supposée  égaox. 
où  r  serait  racine  triple  se  traiterait  de  même  :  cette  suppo«tion  în- 
Iroduirail  dans  la  solution  un  nomeau  terme  de  la  formep^Lf  ^'''n.  Plus 
généralement,  une  racine  tnulliple  r,,  du  ilegri^  k  de  mutliplicité.  ioIroduK 
dans  la  solution  des  termes  contenant  en  facteurs  des  etpreâsiofts  de  U 

forme  he^'"'  l',  a  prenant  toutes  les  valeurs  entières  0,1 k  —  I. 

EnOn  si  cette  racine  multiple  était  imaginaire,  le  groupement  des  tenus 
conjugués  dans  la  solution  générale  conduirait,  grâce  à  un  choix  cooteniblt 
des  constantes  arbitraires,  à  fuïre  disparaître  les  imaginaires,  eji  introhu- 
saul  eu  facteurs  des  lignes  trigonomélriques. 


H  ci!i£nuE. 


SIS.  En  résumé,  la  solution  la  plus  générale  des  équations  doonte 
peut  contenir  des  termes  réels,  des  formes  suivantes  : 

1°  A  deux  racines  réelles.  ±:  r^  de  l'équalion  (12).  correspondent  deux 
termes  contenant  en  facteur  les  exponentielles  e*'**; 

2"  A  deux  racines  imaginaires  de  la  fornie±»v'  —  '.  un  terme  conte- 
nant en  facteur  sin  (ïi  +  f),  ç  étant  un  arc  arbitraire  ; 

5*  A  quatre  racines  imaginaires  des  formes±ï:pa^  —  I,deui  termes  coo- 
tenant  en  lacteurs,  l'un  e"  >C  sin  («i  +  p).  l'autre  e~"siii  («l^-ç^. 
<p  et  f'  étant  des  arcs  arbitraires  ; 

4*  Enfin  aux  racines  multiples  de  l'équation  en  r,  des  termes  conlfiuni 
des  facteurs  de  la  forme  e"  x  ("i  «  étant  un  entier,  ces  termes  pounnt 
aussi  contenir  des  lignes  trigonoraélriques  introduites  pour  chasser  le* 
imaginaires, 
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Ces  difTérenfes  sortes  de  termes  se  partagent  en  deux  classes  distinctes. 
La  première  classe  contient  les  termes  de  la  forme  L  sin  (ai  -h  p.)  ;  la  se- 
conde, les  termes  de  toutes  les  autres  formes,  qui  ont  pour  caractère  com- 
mun de  renfermer  des  exponentielles  ou  des  puissances  entières  de  L 
Comme  d*ailleurs  au  terme  contenant  Texponentielle  e'*''^  correspond  un 
autre  terme  contenant  Texponentielle  e'^'^S.il  est  certain  qu'à  moins  d'une 
détermination  particulière  des  facteurs  arbitraires  par  lesquels  ces  termes 
sont  multipliés,  l'ensemble  des  termes  de  la  seconde  classe  croit  indéûni- 
ment  avec  le  temps  t  La  première  classe,  au  contraire,  contient  des  termes 
périodiques,  dont  les  valeurs  restent  comprises  entre  des  limites  finies, 
quelque  valeur  qu*on  attribue  aux  constantes  arbitraires.  La  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  les  intégrales  générales  soient  composées 
de    termes   périodiques  est  donc  que   toutes   les  racines   de  Téqua- 

lion  (iS)  soient  inégales  et  imaginaires  de  la  forme  d:  a  v^—  l,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  Féquatlon  (17)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et 
in^;ales. 

Les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  sont  générales,  quel  que  soit 
le  nombre  des  équations  données  ;  si  Ton  a,  par  exemple,  n  équations  du 
second  ordre,  contenant  linéairement  n  variables  a,  p,  7,...,  Tintégrale  gé- 
nérale  aura  la  forme 

b  somme  y^  comprenant  n  termes  semblables  ;  les  valeurs  de  X  sont  dé- 
duites de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  à  n* 
termes 


Oî 


A  +  /«, 

B, 

Qp  •  •  • 

A', 

B'-f>», 

c ... 

A», 

•                    • 

*         #         • 

C  +  A»,  .. 

•     •     4     • 

elles  doivent  être  toutes  réelles  et  inégales. 


CHAPITRE  PREMIER 

ou  BOUVOiEIIT  06CILLAT0IRC  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS 
AUTOUR  D'UNE  POSITION  OTÉQUILIBRE. 


216.  Considérons  un  système  formé  de  n  points  matériels  assujettis  à 
laines  liaisons.  Appelons  X|,  y^,  S|,  les  coordonnées  d'un  point  de  massem,, 
x^,  Vf.  *jt  celles  du  point  m,,...  x^,  y^,  z^,  celles  du  point  m  .  Le  premier 
point  est  soumis  à  Paction  d*une  force  X|,  Y|.  Z( ,  le  second  à  l'action 
d'une  force  X,.  Y,,  Z,,...,  le  n*<^  à  la  force  X  .  Y.,  Z  .  Entre  lescoor- 
données  de  ces  n  points,  nous  supposerons  qu'il  y  ait  A  relations,  exprimaul 
les  liaisons  auxquelles  est  assujetti  le  système.  Ce  sont  les  équations 


|i} 


L,  =  0. 


L4  =  0. 


Nous  supposons  aussi  les  forces  X,  Y,  Z,  exprimées  par  des  fonctions  des 
coordonné  s,  x,  y  et  %,  des  divers  points,  indépendamment  du  temps  et 
des  vitesses. 

L'équation  générale  du  mouvement  du  système  sera 


(2) 
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les  Tariations  ^  devant  satisfaire  aux  équations  des  liaisons,  c'est-à-dire  au 
groupe 


W) 


5!f/'.+S'V.+ëf*«.  + '-^0. 


.  dl,"^'- =»• 

Supposons  que,  pour  des  valeurs  particulières  des  coordonnées  «1=0,, 

Ifi  =  ^.  «i=<?i.«f  =  û«»  y«  =  ^,  «i=c„...«.=a^,  y,=^y.  «.=  c^,  le 
système  soit  dans  une  position  d'équilibre  stable.  Les  forces  X,  Y,  Z,  pren- 
dront dans  cette  position  certaines  valeurs  que  nous  représenterons  par  les 
lettres  A,  B,  C,  affectées  des  mêmes  indices. 

Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  du  système  aux  environs  de  cette 
position,  lorsqu'on  Ten  écarte  infmiment  peu.  L'équilibre  étant  stable.  Té- 
cart  ne  dépassera  jamais  une  limite  très  étroite,  et  si  nous  posons  d'une 
manière  générale 

I^<  =  fl<  +  «„ 
-i  ---  <^<  ^-  v<, 

ks  quantités  a^,  fi^,  7^,  resteront  elles-mêmes  très  petites. 

Nous  développerons  les  diverses  fonctions  qui  entrent  dans  le  calcul  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  des  quantités  a,  ^,  if, 
et  comme  ces  quantités  sont  très-petites,  nous  nous  contenterons  des  termes 
qui  les  contiennent  au  premier  degré.  Soit,  en  général, 

«  '(*!»  yi»  *i»  •  •  •»  ^1»  Vi»  V  •  "'  ^*'  î'*'  '*) 

une  fonction  donnée  des  coordonnées;  on  pourra, en  remplaçant  s  par 
a  +  «f  y  par  fr-Hp,  s  par  c  -h  Tt  la  mettre  sous  la  forme 

(5)  F  =  F (fl|,  6|,  C|,  ....  fl|,  6|,  cv  •••»<*•»  *»»  ^n) 

,    d¥  rfF^.ifF  ,   d?        ,  dF  ^    ,  d? 

dF 

Nous  représentons  par  les  symboles  ^,  ^,  g^»  —  ï^s  résultats  que  Ton 
obtient  en  remplaçant  s  par  a,  y  par  fr,  s  par  c  dans  les  dérivées  partielles 


9àA 


osauiiQiii 


F.  Le  érmltfiuiwnt  de  la  fonction,  arr^è 
a  m^  9,  "^^  revient  à  traiter  ces  dernières 

X,  T^Z,  qui  rqirésenteot  les 


ia 


) 


'x  =  ^-^-*- 


5^  + 


*.'. 


kssolilioK  X 
iTfxnaeàeft 


«,y=:Ks=e,  et  I» 
aitre  les  Douiel- 


I 


M  — 


H  - 


7i 


^"^- 

^'- 


=  0. 
-0, 


=  0. 


::  in  çTv«?e  jôt  en  y  dianzeanl  x,  y,  s,  en 

X  j  SrrmuJe  5  aui  coefficients  des  Tarialions 
-tcus  i.cDera  les  reUtioDS  géimrales 


^L, 


«f*L. 


ix . 

^■^ 

-. 

•  % 

m 

■\ 

jM 

^  • 

-t 


l 

...     '            n 

-J.-...  -' 

dc.^,  "    ' 

•    •     •  1 


t\;;:'..C':v>  ,.:;  .«:r.:::v:tr.:  i'ri.nai^r  les coe*icier.U lie»  ^,  iy,  $z,  dans  L'S 
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La  difTérentiatioii  des  équations  (4),  dans  lesquelles  lei  quantités  a,b,C9 
sont  indépendantes  du  temps,  nous  donne  enfin 


(0) 


tPXf 

rfV, 

dt*  ~ 

dp- 

<Py, 

à^?i 

dl»  ~ 

'■  dl*' 

«P., 

dhi 

dfi  ""  di* 


Ces  diyerses  préparations  effectuées,  remplaçons  dans  les  équations  (2) 

.  /^M  *  .•  ^  ^  „  d*x  d^  dH  dl  dl  dl 
et  (5)  les  fonctions X,  Y, Z,  ■^,  ^,  ^.  gj,  ^,  ^....parleurs  va- 
leurs en  a,  p,  7,. . .  iNous  pourrons  exprimer,  au  moyen  des  équations  (3),  k 
des  variations  ^x,  èy,  èz„.  par  des  fonctions  linéaires  des  3n  —  A  autres; 
substituant  les  valeurs  de  ces  I;  variations  dans  F  équation  (2),  et  égalant  sé- 
parément à  zéro  les  coefficients  des  3n  —  A  variations  qui  sont  conservées 
dans  le  calcul,  et  qui  doivent  rester  arbitraires,  nous  aurons  les  3ii— A  équa- 
tions à  joindre  aux  A  équations  (1)  pour  déterminer  en  fonction  du  temps  les 
iraleurs  des  3n  variables  a,  p,  '^, 
Or  le  résultat  de  toutes  ces  substitutions  conduite  exprimer  linéairement 

les  accélérations  -^*--  en  fonction  de  a,  p,...  En  effet,  chacun  des  coeffi- 
cients des  équations  (2)  et  (3)  se  compose  de  deux  parties  :  i*  une  partie 
indépendante  de  a,  p,  7,  et  qui  représente  la  valeur  du  coefficient  relative  à 
l'état  d'équilibre  ;  2*  une  partie  contenant  au  premier  degré  les  variables 

«,  P,  7,...  avec  les  accélérations  -^^   '3^*" 

La  substitution  de  la  première  ^ar  ie  dans  Téquation  (2)  nous  donnera  Té- 

quation  même  que  nous  aurions  obtenue  en  exprimant  par  le  théorème  du 
travail  virtuel  que  le  système  est  en  équilibre  dans  la  position  (a,  d,  c), 
ioos  l'action  des  forces  (A,  B,  C)  et  des  liaisons  (1=0).  Elle  est  donc  nulle 
d*elle-mème,  et  il  reste  seulement  la  seconde  partie  ;  on  trouvera  les  va- 
leurs des  accélérations  en  fonction  de  ft,  P,  7,...  en  égalant  à  zéro  tous  les 
coefficients  des  3ii  —  A  variations  indépendantes.  Les  équations  ainsi  obte- 
nues contiendront  à  tous  leurs  termes  quelques-unes  des  quantités  a,  p,  7, 

^î**  -^t  ^.  chacune  au  premier  degré,  et  comme  ces  quantités  sont 

supposées  très  petites,  on  pourra  supprimer  comme  infiniment  petits  du 
second  ordre  les  produits  de  ces  quantités  deux  à  deux,  ce  qui  réduira  1rs 
équations  à  la  forme  linéaire.  Le  groupe  des  équations  (7)  permet  d'ail- 
leurs d'exprimer  A  des  quantités  a,  p,  7,  par  des  fonctions  linéaires  des 
Su  —  A  autres,  et  par  suite  d'en  déduire,  par  la  différentiation,  des  expressions 


416  ]IOUVEME?(T  OSCILLATOIRB 

linéaires  pour  les  accélérations  de  ces  A;  quantités  en  fonction  des  Su- i 
autres.  Substituant  ces  yaleurs  dans  les  Sn  — k  équations  du  mouvement, 
on  pourra  résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  accélérations  qui  y  soot 
conservées,  et  les  exprimer  linéairement  en  fonction  de  a,  p,  7,...  par  de 
équations  de  la  forme 


=  ?' 


i.l«l-^Q^^^,+  R^.ty, -^•-  • 


A  ces  3n~&  accélérations  exprimées  par  des  fonctions  linéaires  desvim- 
bles,  on  pourra  joindre  k  équations  semblables,  donnant  les  k  accélératioDS 
primitivemerit  éliminées,  puisqu'elles  sont  exprimées  par  des  fondioas  li- 
néaires des  premières  :  ainsi  complété,  le  groupe  (10)  peut  être  regardé 
comme  contenant  3n  équalions. 

217.  Si,  au  lieu  de  consenrer  dans  le  calcul  les  variables  a,  p,  «f,...  on  in- 
troduisait d*autres  yariables  indépendantes  «',  3^  7',...  inûniment  petites 
comme  les  premières,  on  pourrait,  après  avoir  exprimé  a,  p,  «^ ,  en  fonction 
de  a',  P',  y,  développer  les  fonctions  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissan- 
ces de  a',  P',  -y',...  et  ne  conserver  que  les  termes  contenant  les  premières 
puissances  des  nouvelles  variables.  Les  termes  indépendants  seraient  d'ail- 
leurs nuls,  puisque  les  nouvelles  variables  et  les  anciennes  doivent  s'aimu- 
ler  ensemble.  On  aurait  donc  en  définitive  x,  p,  -y,...  exprimés  linéairement 

en  a',  p',  y,..-  et  par  suite  -^,    'dk""  ^^^P^més  aussi  linéairement  en 

dl**    IF'"'  ^  substitution  de  toules  ces  valeurs  dans  les  équations  (lOi 

conduirait  donc  à  des  équations  linéaires  de  même  forme  pour  exprimer 
les  nouvelles  accélérations  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées. 

218.  C'est  encore  à  ceUe  même  forme  que  se  ramènent  les  équalions  du 
mouvement  quand  on  applique  au  système  matériel  de  nouvelles  forces, 
très  petites,  et  pouvant  modilier  la  position  d'équilibre.  Soient  en  effet  H, 
H',  H*',...  les  composantes  de  ces  nouvelles  forces  ;  on  aura  pour  les  équa- 
tions du  mouvement  3n  équations  de  la  forme 

,    «'Vf 
d% 

-Tt)   ^r   II 


dl 


r-^"\-fi^i=^,-fQ\t^,-f 
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<ir  on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  cherchant  d^abord  les  Taleurs  §1^ 
h\€f,...  des  coordonnées  a,  p,  7,  qui  satisfont  aux  3n  équations 

(12)  nt^i+^VA-^  •^"'i=^' 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  du  système  dans  la  nouTdle 
position  d'équilibre  qu'il  tend  à. prendre  sous  Taction  des  forces  introdui- 
tes; car  si  a|  =  a'i,  Pj=^i,  •<i^  =  cf^^  sont  la  solution  des  équations  (12), 
ces  valeurs  constantes,  substituées  dans  les  équations  (11),  annulent  tous 
les  premiers  membres  de  ces  équations  et  les  satisfont  aussi  indépendam- 
ment du  temps  i.  Le  système  placé  dans  la  position  (a\  h',  if)  est  donc  en 
équilibre  sous  Taction  des  forces  H,  H',  H". 

Une  fois  ces  valeurs  déterminées,  on  changera  de  variables  par  la  trans- 
formation générale 

«j  =  a'i  4-  «'g  f 

(13)  {        ^,  =  ^|H-^r 

Celte  transformation  ramène,  en  vertu  des  équations  (12),  le  système  (M) 
aux  équations 


lesquelles  ne  différent  'des  équations  données  que  par  la  suppression  des 
termes  indépendants,  et  par  le  cliangement  de  a  en  a',  de  p  en  ^\  de  7  en  y  : 
les  coordonnées  accentuées  représentant  des  déplacements  comptés  à  partir 
de  la  position  nouvelle  d'équilibre  (a%  ^,  cf). 

Les  équations (15)  différentiées  montrent  que  les  vitesses  ^«  ^9...  sont 

respectivement  égales  à  ^,  '^^"'  ^^^^  ^^  valeurs  initiales  de  ces  vites- 
ses sont  aussi  *espectivemeut  égales;  les  valeurs  initiales  de  a^^  ^'^,  7^^  «. . . 
sont  d'ailleurs  respectivement  égales  à  celles  de  a^,  p^  7^  diminuées  de 

fl'|.  ^'i.  €^i' 

Les  équations  du  mouvement  (14)  étant  les  mêmes  que  lorsqu'il  n*y  a  pas 
eu  introduction  de  forces  nouvelles,  le  mouvement  défini  par  les  coordon- 

▼.   —  Hic.   COLUGHON.  27 


I 
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nées  ■'.  S',  ■:',.■.  est  îdeoliqne  aa  moanmenl  défiiù  par  les  coordonéd 
a,  p,  f....  poimn  que  les  ôrtonstaDoes  înîtiala  soieiil  les  mèni«s.  D  nHn 
donc,  poor  Initer  le  eai  oè  des  forces  nouTelles  sont  introduites,  de  cowr 
va-  les  mfmes  ^uatioos  en  cbangeant  l'étal  initial  du  système  ;  poarrdi, 
«  canserTaal»Ttle»e«iiùtiilc5  des  points  mobiles,  maison  donnenl» 
points,  par  npport  i  la  position  d'équilibre  priniitiTe  {a,  b,  e),  des  jfi- 
tians  idenliques  à  cdies  qu'ils  occupaient  i  l'in&lant  initial  par  rapporlàh 
noindle  position  d'éqnillibre  (a*,  b*,  C). 


nTiGHtTrax  D»  iquiniHi.  —  iTiBu-iri  dk  L'foDiunii. 


S19.  On  s^ra  ramené  ainsi  a  intégrer  les  Sn  équ.itiansflO);  les  intèzrain 
générales,  dont  la  rorme  nous  eat  connue  (§2tâ),  contiendront  6n  «mslan 
les  arbitraires  que  nous  délermioerons  en  exprimant  que.  pour  1:^0,1»  ^i 

di     dà     d^ 
coordonnées  «,  S.  1.  et  leurs  Tilesses  î-,     tj-,    ■—.  ont  des  râleurs  don- 

Od  peut  reconnaître  en  même  temps  si  la  position  d'équilibre  [a,  b,  t\ 
est  stable  ou  in&lable. 

L'équilibre  e^l  sUible,  quand  un  dérangement  infiniment  petit,  împrinir 
an  sjst^e  à  partir  delà  position  qu'il  occupe,  nepeut  entraîner pir  la  Riilr 
undépUcement  fini,  ou  quand  les  coordonnées  a,  9,  -j,  restent  inflnimenl 
petites  pendant  toute  la  dorée  du  mouvemenl  pour  des  taleurs  inilial»  in- 
liiiinienl  petites  de  ces  coordonnées  et  de  leurs  vitesses.  Or  ceci  peut  vm 
lieu  de  deux  manières: 

l'Ou  bien  les  intégrales  générales  des  équations  (10)  ne  coniietmeni  qnr 
des  termes  de  la  forme  L  sin  (tI  +  o).  dont  la  valeur  oscille  enire  les  dem 
limites  +Let  —  L,  à  l'eiclusion  des  termes  contenant  en  Tacieurs  les  n- 
ponenliellese*'',  ou  les  pubisances  C,  lesquels  terme;  croitraienl  îndéA- 
niment  avec  le  temps.  Dans  ce  cas  on  peut,  en  chobissaul  des  nlnirs  initù- 
les  très  pelites,  donner  aux  cocfiîcients  L  qui  entrent  dans  les  int^^R 
générales  des  valeurs  absolues  aussi  petites  qu'on  voudra,  et  par  suite  la  lU- 
Ijilité  de  l'équilibre  est  assurée,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  petits  déi^i- 
cements  imprimés  au  système. 

9*  Les  coordonnées  «,  p,  i  peuvent  être  encore  limitées  a  des  râleurs  infini- 
ment  petites,  roêmesi  les  inlégrales  générales  contiennent  des  tennessusorpli- 
bles  de  grandir  indéfiniment,  lorsqu'on  Tail  un  choix  convenable  des  coeffi- 
cients constants,  par  exemple  lorsqu'on  annule  séparénient  les  lenna 
en  e^^'ou  en  I';  d'où  résultent  certaines  déterminations  des  données  ini* 
liales.  par  r.-ipporl  auxquelles  le  système  est  comme  en  équilibre  stable.  U 
ttabilitén'eitatori  que  condilionntUe ;  elle  existe  it  l'égard  de  cer taiasdjfbc»-   , 


rd  de  cer taÎDsdjfbc»-   ,|| 
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roents,  sans  exister  pour  tous.  L'équilibre  n'est  pas  stable  si  on  le  considère 
d*une  manière  absolue. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équilibre  soit  stable  d'une 
manière  absolue  dans  la  position  {a,  b,  c),  est  donc  que  les  intégrales  des 
équations  (iO)  contiennent  seulement  des  termes  de  la  forme  L  sin  (xi  +  ?)» 
c'est-à-dire  (§  Si  5)  que  l'équation  en  x 


Pi.i-+-'*'    Qi.r 


'1.1» 


i.r 


P'' 


1.1» 


O'i.i  +  A    R'i.i,  ... 


0 


ait  tontes  ses  racines  réelles  et  inégales. 


HOUTBMBRT  d'uN  POINT  PBSAHT  SDR  UflB  SUKFACI,  AUX  XHnBONS  DU  POIBT 
OO  CETTE  SURFACE  A   UN  PL/N  TANGENT  UORIZONTAL. 


SSO.  Comme  exemple  de  cette  théorie,  nous  traiterons  le  problème  du 
mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  surface.  Soit  z=^^  (x^  y)  l'équation 
de  la  surface  ;  nous  supposerons  qu'elle  soit  rapportée  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, menés  par  le  point  0  où  son  plan  tangent  est  horizontal  ;  ce  plan 
tangent  sera  notre  plan  des  x  y  ;  la  normale,  qui  sera  verticale,  sera  l'axe  des 
s.  Les  axes  des  x  et  des  y  seront  deux  droites  rectangulaires  qu'on  mènera 
arbitrairement  dans  le  plan  tangent. 

On  aura  à  la  fois,  pour  a;  =0  et  y  =  0,  «  =  0,  et  t-  =  0,  -r-  =0. 

Si  donc,  pour  les  petites  valeurs  de  x  et  de  y,  on  développe  la  valeur  de  z 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  des  variables,  cette 
série  manquera  des  termes  du  premier  degré,  et  nous  pourrons  écrire 


(i) 


lAx«-f-Bxy  +  lcy«-|-e, 


c  étant  une  fonction   infiniment  petite  du  troisième  ordre,  que  nous 

d*z 
supprimerons  dans  ce  qui  suit.  A  est  la  valeur  de  ^  pour  j;  =  0,  jf  =  0, 

B  la  valeur  de    ,    .  »  C  la  valeur  de  -j-i- 

ax  ay  dy* 

L'équation  générale  du  mouvement  du  point  pesant  est 


(2) 


(-g)'^+(-S)'*+H-S)-=«. 
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les  yariations  ^x,  ^y^  ^x  étant  liées  ensemble  par  Téquation 

(3)  iz  =  kxiz  +  Byda;  +  Bxoy  +  Ciyiy. 

Ayant  d'aller  plus  loin,  observons  qu'on  peut  simplifier  l'équation  (1)  en 
donnant  aux  axes  des  x  et  des  y  une  orientation  qui  supprime  le  terme  Rry. 
Les  axes  sont  alors  tangents  aux  lignes  de  courbure  qui  passent  au  point  0. 
L'équation  (1)  devient 

et  l'équation  (3) 

(5)  ii  =  kxSx  +  C^^y* 

Substituant  dans  l'équation  (2),  il  vient  les  équations  du  problème: 

Ces  équations  peuvent  se  simplifier,  en  observant  que  l'accélération  verticale 
-T-^  est  inflniment  petite  par  rapport  aux  accélérations  horizontales  — 

d*ti  dH 

-~,  En  effet,  exprimons  -rr^  en  fonction  de  x  et  de  y;  on  tire   de  l'é- 
quation (4),  en  la  différenliant  deux  fois, 

dz  =  \xdx  -f  Cydy, 

d^z  =  Adx«  -f  Cdy*  +  kx€Px  4-  Cydhf. 
Donc 

dx   dti 
Les  vitesses -7T1  -^   sont  infiniment  petites,  comme  aussi  les  accéléralions 

rf*.r   d-y    .  .    j        •.  .1  j  •.       à*x       dhf        .     . 

-j-,  -T-^.  Les  carres  des  vitesses  et  les  produits  a:  -r-,  w  -j^  bonl  des  in- 
uL*    uf'  al*       at* 

uniment  petits  du  second  ordre;   il  en  est   de   même   par  conséquent 

,    d*z 

^^  dt*' 

dH 
On  peut  donc  supprimer  -^  devant  g  uans  les  équations  (()),  et  réduire 

ces  équations  à  la  forme 

d^x 
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Les  équations  (7)  s'intégrent  séparément,  et  donnent 

X  et  X'  étant  définis  par  les  équations 

Pour  que  X  et  y  soient  réels,  il  faut  et  il  sufllt  que  A  et  G  soient  positifs, 
c'est-à-dire  que  la  surface  soit  tout  entière  au-dessus  de  son  plan  tangent 
au  point  0  ;  ses  deux  courbures  principales  sont  alors  de  même  signe,  et 
le  point  0  est  pour  la  surface  un  point  d'ordonnée  minimum. 

22i.  Si  Â  et  G  sont  négatifs,  le  point  0  est  un  maximum,  les  intégrales 
des  équations  (7)  renferment  deux  exponentielles,  et  Téquilibre  du  point 
mobile  est  instable  au  point  0.  C*est  tout  ce  qu*on  peut  dire  ;  car  alors 
X,  y,  z  pouvant  grandir  au  delà  d'une  limite  très  petite.  Téquation  (4)  n*est 
plus  réqualion  de  la  surface  donnée,  et  les  équations  (7)  ne  sont  plus  les 
équations  exactes  du  mouvement. 

322.  Si  A  est  positif,  et  G  négatif,  les  courbures  sont  opposées,  et  les  in- 
tégrales des  équations  sont 

jr  =  Lsin Ol  -h  9),       X  étant  égal  à  y^, 
y  =  \/e^^  -h  LV~  ",    r  étant  égal  à  V^^^^. 

L'équilibre  au  point  0  est  instable  à  Tégard  de  tout  dt^placement  pour  le- 
quel Ù  n*est  pas  nul,  tandis  que  les  oscillations  du  point  sont  limitées 
lorsi]ue,  en  yertu  des  conditions  initiales,  on  a  L'  ==  0. 

De  la  seconde  équation  on  tire 

^  =  l/rert  —  Vre-  rt 
ai  ■ 


et  faisant  f  =  0,  il  vient 


^  =  (1/  — L'ir. 


dt 
On  a  d*ailleurs  pour  <=  0 

y  =  L'^-L^ 

Si  donc  la  position  initiale  du  point  noobile  est  définie  par  les  coordonnées 
x=za.,  y  =  p,et  par  les  vitesses,  v  suivant  Taxe  des  x,  v'  suivant  l'axe  des  y^ 
Ja  condition  de  stabilité  s'exprime  en  posant  L'  =  0  dans  les  équations 

(1/  -f-  l")  =  ^. 


B  tafipninMat  ■^,  qui  art  fa 


5p-  =  -*9'-*ff. 

La  uluticm  sent  de  U  forme 

V  =  l/sin  («  +  pj  4- I/'d!!  (J'i  +  ^^. 

L,  1/,  7,  f'  étant  des  arbitraires,  L*  et  i/'  des  quantités  qui  dëpendent  de 
L  et  de  I/,  enfla  ).  et  X'  étant  les  ndnes  réelles  et  positiTcs  de  l'équilkn 


i»_(A  +  C)yl«  +  [AC  — B»]j«  =  0. 


Pour  que  les  deux  Taleun  de  X*  soient  réelies, 
et  il  suffit 
l*Que(\  +  q'>4(AC-B»), 
S*  Que  AC  —  B<  soit  positif, 
5*  Qu'enfin  A  +  C  soit  positif. 


inégales  el  po«lifes,  afm 
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La  première  condition  est  toiigours  remplie,  car  elle  revient  à  Tinégalité 
éTidente  ( A  —  C)*  +  4  B*  >  0,  sauf  le  cas  particulier  de  A  =  C,  B  =  0,  qui 
domierait  pour  X*  deux  racines  égales  à  A^.  Nous  examinerons  tout  à  Theure 
ce  cas  exceptionnel.  AG  —  B*  positif  nous  montre  que  Findicatrice  de  la  sur- 
face aux  environs  du  point  0  est  une  ellipse,  ou  que  les  deux  courbures  sont 
dans  le  même  sens. 

Enfin  A  -f  C  positif  entraîne  A  et  G  positifs,  car  AG,  étant  >  B*,  est  po- 
sitif ;  donc  A  et  G  sont  de  même  signe;  ils  sont  donc  positifs  si  leur  somme 
est  positive. 

Telles  sont  les  conditions  de  la  stabilité  de  Téquilibre  d'un  point  pesant 
placé  au  point  0. 

:2!24.  Nous  avons  exdu  le  cas  où  B  =  0,  A  =  G  ;  il  convient  d*y  revenir. 
Dans  ce  cas,  la  surface  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  %,  au  moins 
dans  les  points  voisins  du  point  0.  Les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment deviennent  dans  cette  hypothèse 

et  les  intégrales  prennent  la  forme 

«  =  L8in(lv^  +  r)» 
y  =  L'sin(/v^-|-î^), 

L,  L^  7,  tf^  étant  arbitraires. 

Éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu  décrit 
par  le  point  en  projection  sur  le  plan  des  2;y  ;  ce  lieu  sera  une  ellipse.  En 
effet  on  a 

y  =  Vmt^i^cosf'  -f  L'coslv^sinf'. 
Résolvons  par  rapport  à  sini^^  et  cosiv^;  il  vient 

sin£ \/kâ  =        1^'^MPy'— l^gJny        ^  L^xsiny^  — Lysino 
^  ^      LL'cosfsinf'  —  siofcos^'         LL'sin(f)'  — ^)    ' 

co.<v/ity  =  Lycos, -I/xcosy^, 

Ëlevons  enfin  un  carré  et  ajoutons  :  l'équation  cherchée  sera 

(L'jcsin  /  —  Ly  sin  f  )•  +  (Ly  cos  f      l/x  sin  /)*  =  L'I/«  sin*  (y'  —  7), 


4S4  SUPEnrOSITION 

fclile  représente  une  ellipse,  sauf  le  cas  où  Ton  aurait  à  la  fds 

I  L'd^sin  f  '  —  I^siOf  =  Oy 

»  Ly  cosf  —  I/xcosf  '  =  0» 

LL'8in(?'  — f)  =  0. 

On  satisfait  à  ces  dernières  conditions  en  faisant  7 =7^,  Le  lieii  décrit  par 
le  point  est  alors  contenu  dans  le  plan 

X       L 

et  le  roouTement  s'opère  suivant  un  méridien  de  la  surface,  comme  s*0 
s'agissait  d*un  pendule  simple. 

On  Toil  par  cet  exemple  que  Tégalité  des  racines  de  Téquation  en  x  n'em- 
pêche pas  tov^ours  le  mouvement  d*étre  oscillatoire. 


SUPBRPOSinON  DSS  MOUYSMESTS  BT  DBS  BFFET8  DES  FOBCES. 

225.  Le  problème  des  oscillations  d*un  système  de  points  se  ramène  I 
rintégration  d*un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme 


g  =  Aa+B^  +  .. 

• 

ou  bien  de  la  forme 

• 
• 

d*ot 

5J  =  U'  +  A'.  +  B'^-i 

Ce  dernier  cas  se  présente  quand  on  applique  au  système  des  forces  inG- 
niment  petites,  H,  11',...  outre  les  forces  qui  le  sollicitent  dans  sa  position 
d'équilibre. 

Le  second  cas  se  ramène  au  premier  en  efraçant  les  termes  H,  H',...  et  en 
changeant  l'état  initial  du  système,  de  manière  à  reproduire,  par  rapport 
à  la  position  d'équilibre  primitive,  l'état  initial  qui  existe  par  rapport  à  la 
position  d'équilibre  modifiée  par  raclion  des  forces  H,  11',... 

Sous  cette  réserve,  la  solution  générale  est  renfermée  dans  des  équations 
de  la  forme 

;t  =^Lsin(//-4-f). 
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Les  variables  a,  p,...  sont  donc  les  sommes  algébriques  de  termes  dont 
chacun,  pris  à  part,  définit  un  mouvement  simple,  et  les  vitesses  des  va- 

riables,  ^,  ^T,  s'obtiennent  de  même  en  composant  par  voie  d'addition 

algébrique  les  vitesses  correspondantes  à  ces  divers  mouvements. 

k  ces  additions  algébriques  de  diverses  quantités  mesurées  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre  sur  un  même  axe  correspondent  dans  l'espace  les  composi- 
tions des  déplacements  et,  des  vitesses  ;  et  en  définitive,  le  mouvement 
efTectif  du  système  résulte  de  la  superposition  des  mouvements  simples 
dans  lesquels  on  Ta  décomposé;  chacun  de  ces  mouvements  simples 
part  d'un  état  initial  qu'on  obtient  en  opérant  une  décomposition  analogue 
de  l'état  initial  donné. 

Un  mouvement  simple  pris  en  particulier  est  défini  pour  les  dififérents 
points  du  système  par  les  équations 


pour  le  premier, 


a  =  Lsin[;/  -f  ©), 
y=L"8in(A/  +  rf, 

a'  =  L,siii(//4-9), 
^'  =  L\sin(;/+9), 


pour  le  second,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  à  avoir  autant  d'équations 
semblables  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Le  premier  point  se  meut  sur  la  droite 


le  second  sur  la  droite 


L  "■  L'  •"  L'' 


fL'  —  £1  —  yl 

L|       L'i       L*| 


et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  mouvements  sont  donc  rectilignes,  périodiques, 
et  semblables  au  mouvement  que  nous  avons  défini  au  commencement  de 
ce  livre.  Les  périodes  de  ces  mouvements  sont  les  mêmes  pour  tous  les 

2ic 
points  ;  elles  ont  pour  valeur  commune  — .  Les  points  mobiles  ont  sur  les 

droites  quils  parcourent  des  mouvements  semblables,  en  vertu  desquels 
ils  amvent  simultanément  aux  extrémités  de  leur  course. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  nous  avons  reconnu  (§  220)  que  le  mouve- 
ment d'un  point  pesant  sur  une  surface  autour  de  son  point  le  plus  bas  se 
décompose  en  deux  mouvements  simples,  tous  deux  rectilignes,  le  long  des 
tangentes  aux  hgnes  de  courbure  de  la  surface  en  ce  point. 


m  .  iiiPSBPOsmoi  i«  vren  M8  fMOB. 


GowidMs  Um  à  la  lois,  kB  toatm  mwwwnif  ■  iinplMdÉBi  taqieb 
b  inmifOMit  féd  68t  déoomjpQBd^ 

-r^,...  Quand  ces  périodes  ont  vie  ewjinwie  menire,  fl  arriuen  fifai 

tique,  coouiia  posîtais  el  comme  Titesses.  La  eompositioa  des  dhors  mea- 
TeoMOts  périodiques  simples  domM  àlots  lieu  à  mi  moaTemeiit  qui  est  hû- 
mAme  périodique»  el  dmit  la  période  ost  k  pins  petit  oommrai  mdtipk  dsi 
périodes  des  mouvemeots  simples.  H  eu  est  autieosent  quand  les  périodes 
sept  iaeommeiisurdiles  :  jamais  alors  la  sfrtéme  ne  rerient  à  im  étal  aalé- 
rieur. 

Noos.  aif»s  ediais  diDS  tout  ce  cliapitie  quftk  sj^^ 
un  ix»nbre  fini  de  pofaits  iiialériels,eeMmita«poiifssit  ètie  d*ailieurssnsB 
grand  qn*on  TOttdra.  Les  résultats  que  nous  afODS  obtemis  s'appliqueat  en- 
core à  une  Infinité  de  pofaits.  fermant  un  système  nuilériel  coimémi,  coane 
une  corde,  une  tige,  une  plaque,  mi  mltten  fluide.  Vous  traiterons  dans  les 
chapitres  suivants  quelques  questions  rdatifes  à  ce  nonvsan  siyet.  Le 

dpe  de  h  superposition  des  moufements  simples  s'aiqpiiqaeeBOQi«b et; 
plifie  la  résolution  des  problèmes,  liris  les  équations  du  momement 
plus  compliquées  :  ce  sont  des  équatkms  aux  dériféea  psrtiellea.«ilieu4i 

simples  équations  difféFentielles  simultanées. 


CHAPITRE  II 

PROBLÈME  DES  CORDES  VIBRANTES. 


236.  Soit  OA  un  ûl  élastique,  ou  une  corde,  de  longueur  /,  tendue  en  li- 
gne droite  du  point  0  au  point  A,  sous  une  tension  donnée  Tq. 

Pour  étudier  le  mouvement  de  la  corde  lorsqu*on  la  dérange  de  sa  posi- 
tion naturelle  en  laissant  fixes  les 
points  0  et  A,  nous  prendrons  trois 
axes  rectangulaires,  Tun  OX  dans  la 
direction  OA,  les  deux  autres  OY,  OZ 
normaux  aux  premiers  et  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Nous  distinguerons  les  divers  points 
matériels  M'  qui  composent  le  fil,  en 
donnant  Tabscisse  OM=x  qu'aurait 
le  point  IP  si  le  ûl  était  ramené  dans 


Pig.  103. 


sa  position  primitive  OA.  Les  trois  coordonnées  d'un  même  point  matériel 
sont  donc 

X.       0.       0, 

dans  l'état  naturel,  et 


«  +  w. 


», 


dans  rétat  de  mouvement  ;  »,  y,  2  sont  pour  un  même  point  des  fonctions 
du  temps  t,  et  pour  des  points  différents,  considérés  au  même  instant,  des 
fonctions  de  Tabscissex  qui  les  distingue  ;  en  d'autres  termes,  ti,  y,  %  sont 
des  fonctions  des  deux  variables  x  et  t 

Les  forces  qui  agissent  sur  un  élément  M'N'  de  fil  sont  les  forces  exté- 
rieures et  les  tensions. 

Les  forces  extérieures  sont  données  par  leurs  composantes  X,  T,  Z,  rap- 
portées à  Tunité  de  masse  pour  chaque  portion  du  fil. 


Lm  faariou  T,  P  qui  igiM^  ti 
[-«fanent  WW.  dépcndanl  dn  degré 


TlttanicMii 
rtalc 


m  r,  prÏM  dut  le  mus  irV; 


I,  toan^delifiimTatwlMnet 
',  V,  lei  10^  d«  Il  Ctn*  Parce  loi 
a  projedkw  de  rMcMàition  totale  de  1' 
r^irésentiei^  à  dea  faflniment  petite  pria,  par 


a  aoat  par  conaéqncat 

«^.;.MX-t-Peaa;'— TcMl, 
m  -J^  T=  m\  +  T'coa.i'  —  TcoSfi. 
"'kl'  ~  "'^  +T'co»ï' —  Tcoi>. 

0  s'^  d'abord  de  les  transformer  en  les  ramenant  i  ne  contenir  qoe 
les  fondions  X.  T.  Z,  u,  y,  s,  et  les  variables  indépendantes  x  et  t. 

:iï7.  Le  facteur  m  est  la  masse  de  réIéraeniHN;  si  donc  p  est  la  dentili 
ou  la  moue  du  fil  par  tmili  dt  longueur,  on  aura  m  =f  dx. 

1*  Les  angles  xeti.'  sont  très  petils,  et  leurs  cosinus  sont  sensibtemMt 
égaux  à  l'unité.  La  dirTérence  T'  —  T  se  diange  en  la  difTérenlielle  parlMIe 
de  T  par  rapport  i  a; ,  de  sorte  que  la  proniire  équalkm  prend  la  fonne 


,  <fu 


:^I  +  g.^ 


Nous  allons  chasser  T  de  celle  équation,  en  appliquant  la  loi  de  ral- 
longement des  flis  élastiques.  Soit  '  la  longueur  d'un  lil  dans  l'état  ta- 
turel,  c'est-i-dire  lorsque  la  tension  e^l  nulle  ;  soit  h  sa  section,  E  le  coef- 
ficient d'élasticité,  et  *  l'allongement  total  jffoduit  par  l'applicalio*  d*iiM 
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force  égale  à  T,  mesurant  la  tension  communiquée  tu  fU.  Entre  ces  quan- 
tités, on  a  réqualion 

m  EmI 

Pour  une  antre  tension  To,  produisant  un  allongement  iq»  on  aura  de 
môme 

Ewf0 
i    • 


To  = 


Retranchant,  il  fient 


T       T    —  Eft»[<  — <o) 

1  —  Iq  j • 


•— lo 


Or  — j-^  est  Taccroissement  de  rallongement  proportionnel  du  fil,  et 

T  —  Tq  est  raccroissement  correspondant  de  la  tension.  U  existe  un  rapport 
constant  entre  ces  deux  quantités ,  et  ce  rapport  est  égal  à  Em.        /. 

Si  Ton  appelle  a  le  poids  spécifique  de  la  matière  composant  la  corde,  on 
«ura  pour  la  masse  p  par  unité  de  longueur 

Appliquons  ces  remarques  à  la  transformation  du  terme  -  ^. 
L'accroissement  total  de  Pélément  &1N  étant  égal  à  ^<<x,  TallongemeLt 
proportionnel  est  égal  à  ^,  et  nous  aurons  Féquation 


T-To=B«^ 


du 
Si' 


Donc 


T=To  +  E«g. 


et»  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

i  rfT  _  Eii  d^  _  Eg  tPu^ 

En  définitive,  Téquation  du  mouvement  projeté  sur  Taxe  OX  prend  la 
forme 


I   ■  ■      -l  ■  " — "--l-  -fl  ■• 
cnl*n 

m  encoTB 

S-'  +  jÉ"""''- 

Hou  mus  d)bBtiréquti(MiT==T,  +  E«  ^^ 

eu  (1  est  égal  à  It  diffireoce  dM  ordoiméa  r  ^  f)"»*  potaN*  IP  tf  V, 
difîtioparl><Uii«Kell'II'dscMdetixpDinti,  c'at-è-dirat 


2-      1S 


équation  qu'on  peut  simpliller  en  obsemnt  qve  ^  est  eitrémement  peli 


par  rapport  à  l'onité,  et  que  le  produit  -r-  ^ 
du  secoid  ordre  ;  il  Tient 

Donc 


est   un   infiniment  pcti 


D'où  résulte  l'équation 


d"  On  trouTera  de  même  pour  ta  troiâéme  équation 

Dans  CCS  deux  dernières  équations  on  p^t  remplacer  —  par  >- 
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228.  Les  équations  du  mouvement  sont,  en  déûnîtlve, 

dhi E^  dhi 

et  sous  cette  forme,  on  voit  clairement  que  les  mouvements  projetés  sur  les 
trois  axes  sont  indépendants  les  uns  des  autres. 

Les  équations  du  problème  sont  des  équations  linéaires  du  second  ordre 
aux  dérivées  partielles.  L'intégration  est  possible  quand  les  forces  X,  Y,  Z 
sont  constantes,  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  la  pesanteur. 

Gomme  il  est  possible  que  le  fil  ne  soit  pas  tendu  horizontalement,  nous 
supposerons  que  la  pesanteur  fasse  des  angles  donnés  a,  p,  if  avec  les  trois 
axes;  on  aura 

X  =  ^COSx, 

Y==^co8p, 
et  Ton  sera  ramené  à  intégrer  des  équations  de  la  forme 

Â  et  B  étant  des  constantes. 

Soit  u=f(x)  une  solution  particulière,  indépendante  du  temps  l,  de 
réquation  à  intégrer,  de  sorte  qu'on  ait 

On  changera  de  variable  et  on  posera 

ii  =  /*(«)-f-t#», 


ce  qui  donne 


et  par  suite 


<Pu  __  d*f{x)      rfV 

dx^  "'    dx*    "^  djt^  * 

d^u d^u' 

l^^'d^' 


d^u'      n  d^u' 
dt^  dz* 


savoir,  la  même  équation  privée  de  son  terme  indépendant.  On  remarquera 
que  u=f(x)  est  Téquation  d'équilibre  du  ûl  sous  Taction  de  la  force  A,  car 


0  raoBifeu 

rtcoâeratioD  ^  eO.  nidle  pour  font  les  poinls  da  fil  quand  il  oeenpa  k 

position  eonrespondante,  de  toite  que  tt' est  la  portion  derordonnées  qsi 
varie  atec  le  temps  f»  eetle  portion  étant  mesnrée  k  partir  de  la  posiliOB, 
d*éqailibre.  Les  forces  eonstanles  ne  rhanyiil  donc  tien  an  monfement  ds 
la  corde. 
L'équation  difKrentidIe 

Al 


slnlègre  en  résolvant  l'équation  da  second  degré 
qoi donne 

Qaaensnlte 

ti»0     va        ^^^     Vf 

Si  A  et  B  sont  de  même  signe,  ks  eiponentidles  imaginaires  se  transfor- 
ment en  sinus  et  cosinus. 

On  opérerait  de  même  pour  y  et  pour  s.  Dans  les  applications  aux  cor- 
des vibrantes,  les  composantes  I,  Y,  Z  de  la  pesanteur  sont  très  petites  par 

rapport  aux  coefBcients  ^,    -2^,  et  comme  elles  ne  changent  rien  d'ail- 

leurs  aux  lois  de  Toscillation  de  la  corde,  on  peut  à  ce  double  point  de 
vue  en  faire  abstraction,  et  prendre  tout  de  suite  les  équations  de  la  corde 
vibrante  sous  la  forme 

W      m  dx*~~      dx*' 

en  nous  rappelant  seulement  qu*en  toute  rigueur  «,  y,  s  doivent  être 
comptés  à  partir  delà  figure  d'équilibre  que  prendrait  la  corde  sous  FactioD 
de  la  pesanteur  si  son  mouvement  était  réduit  à  xéro. 

229.  Les  quantités  a  et  6  sont  homogènes  à  la  vitesse  linéaire  d*un  point 
mobile.  En  eflet,  le  coefllcient  d'élasticité  E  est  une  force  diTisée  par  une 
surface,  ou  par  le  carré  d'une  longueur;  l'accélération  g  est  du  degré  1  par 
rapport  aux  longueurs  et  du  degré  —  3  par  rapport  au  temps  ;  o  est  du  de- 
gré 1  par  rapport  à  la  force,  et  du  degré  —S  par  rapport  à  la  longueur;  eo 
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résomé,  F»  F'  étant  des  forces,  /,  /%  /'  des  longueurs  et  f  un  temps,  on 
!iara 

m 

L«  L 

quantité  homogène  à  r^ ,  en  appelant  L  une  longueur  ;  donc  a  =  r  est 

une  vitesse.  U  en  est  de  même  de  b, 
D  est  facile  de  voir  aussi  que  d  est  beaucoup  plus  petit  que  a.  En  effet  on  a 

a*       a  X  w       E^       E«  ' 

-^est  la  tension  de  la  corde  par  unité  de  section  ;  si  x  est  la  longueur  de  la 
corde  dans  Tétat  naturel,  et  i  son  allongement  sous  la  tension  T  ,  on  aura 


T«  _« 


T  » 


E6*        X 

b* 
de  sorte  que  -^  est  égal  à  rallongement  proportionnel  de  la  corde  sous  la 

tension  T^;  -  est  la  racine  carrée  de  cet  allongement  proportionnel,  qui  est 

nécessairement  très  petit. 
S30.  L*intégration  de  Téquation  aux  différences  partielles 


s*opère  immédiatement  en  changeant  de  variables  indépendantes  ;  posons 
en  efTet 

U  viendra,  en  difTérenlianl  successivement  la  fonction  u  par  rapport  à  I 

eihx, 

du du  dv  ^^du  dw /du       du  \ 

'dt'~d^di'^'d^dt~  Vâl^""  éû)  ^' 

du du  dv       du  dw du       du 

dx       dv  dx       dw  dx        dv       dw* 


d*u /d^  dv         d*u    dw       d-u^  dw         d*u    dv  \ 

d(*  ""  [d^  Tl  "*"  dvdw  li  ~~  dt^lû  "  dwdv  di) 

[dhA  d*u     .d^u\     , 

\dv*  "  ^  dvdw '^  di^^ )  ^  ' 


a 


dht dhi  dv       d*u    dv        d*u    dw       d*u  dw 

£•  ""  rf»*  di  '^  dvdw  di  "*"  dvdw  ~<S  "*"  S*  il 

dhi       o   dhi        dhi 

"  3fi  "^    dvdi '^  dw*' 

T.   -<-  itfC.   GOLLIOXOS.  28 


l.=f{«+«lî+#(«-«l). 


oftniiuunoii  mw  naanmt  AUtnutn. 


331 .  flous  BUpposerona  qu'on  dame  p 
finie  par  les  Aputioos 


r  (  =  0  U  fonM  de  la  canfe,  de- . 


<i-F{«;, 


=  F.W. 


[tans  cette  équation  x  varie  de  0  à  I;  on  suppose  que  pour  x=  0  et  poor 
x=:l,  onaitU'^O,  y=zO,  «i=0,  les  extrémités  de  la  corde  élaat  Tues. 

On  donne  en  outre  pour  chaque  point  Ii  vitesse  initiale,  définie  par  ks 
équations 


7 -CM 


l  =  rM.  5  =  /■.(.). 


les  fonctions  /'s'annulant  encore pourz=  0 et  x  =  I,  et  <Uant  connun  pour 
toutes  les  valeurs  intennédiaires. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  f,  les  eilrémilés  de  la  corde  restent  fixa; 
on  aura  donc  pour  toute  valeur  de  1  les  douie  équations  : 


(1) 

«■=»i"')+#i-«<i. 

m 

0=,(l  +  .l|  +  »(I_«|, 

M 

0=f.l>0  +  *.H»<l. 

m 

0  =  T,  (/-(-«}  +  #,  (/-il). 

PI 

o=f.(«i +  ♦■:-»"!. 

m 

0=?i(^  +  **)+f,(/_fc}. 

m 

0  =  ^(«l_f(_,U|, 

m 

' -fi' +11 -rit- 1). 

m 

»-f/{«]-»i'i-»i). 

m 

»=».'i'+»i)-ti'('-i<). 

m 

0  =  »'(")- VI- Kl. 

i"i 

«-f.'l'  +  Ml-fc'(l-lll.' 

l'sccent  indiquant  les  dérivées  des  fonctions  f,  ^,.„  pu-repport  k  la  varia- 
ble immédiate  de  chacune  d'elles. 


DES  CORDES  VIBRANTES.  435 

On  a  aussi  pour  I  =  0  les  six  équations 

(13)  f(«)^-♦(a;)  =  F(x), 

(14)  fiW-+-*iW  =  F,(«), 

(15)  fi(*)-H^W  =  F,(«), 

(17)  fi'W-'^/W-AW, 

(18)  fi'W-K(«)  =  /i(«)» 

pour  toutes  Taleurs  de  x  comprises  entre  0  et  /.  Proposons-nous  de  déter- 
miner diaprés  ces  conditions  les  fonctions  ^  et  ^.  Les  autres  fonctions 
?i«  4^1»  tt*  ^t^  ^  détermineraient  par  une  marche  toute  semblable.  Nous 
aurons  r^eours  aux  six  équations 

(1)  0---^{a/)4-^(-aO, 

(4)  0^ç»'(fl/)-f -aO. 

(7)  0  =  f(/-fa0  4-^(/-aO, 

(iO)  0  =  f  '  (/  +  al)  —  ^  (/  —  at), 
(13)  f{x)-h^{x)=^F(x), 

(16)  ^(x)-f(x)  =  A«). 

Commençons  par  déterminer  f  et  4»  pour  les  valeurs  de  la  Tariable  com- 
prises entre  0  et  /• 
Intégrons  l'équation  (16)  ;  il  vient,  en  appelant  G  une  constante, 

d*où  l'on  déduit,  en  rapprochant  Téquation  (19)  de  l'équation  (13). 

f(x)^\F{x)+\c-^lff(x]dx, 

*(«]  =  ^F(«)-ÎC-Î  jA(*)rfx. 

Nous  ferons  commencer  l'intégrale  à  x  =  0  ;  les  fonctions  ^  et  <|>  seront 
déterminées  par  une  quadrature  pour  toute  valeur  de  la  seconde  limite  qui 
ne  dépasse  pas  la  valeur  x=/;  ^  et  4>  sont  donc  connues  dans  Tintervalle 
de  0  à  /. 

L*équation  (1)  est  vraie  pour  toute  valeur  de  <,  positive  ou  négative  ;  fai- 
sons al  =  C>  puis  al = —  C  :  nous  aurons  à  la  fois 

*(-Ç)  =  -f(Ç)       et       f(-ç)=-<^(ç), 

d6  sorte  que  la  coimaissance  de  ^  pour  les  voleurs  positives  de  la  variable 
^traîne  la  connaissance  de  ^  pour  les  mêmes  valeurs  prises  négativement» 
et  réciproquement. 
L'équation  (7)  nous  donne  par  conséquent 

'f'('-Ç)  =  -ftÇ-/J=-f(ç-f/). 


ffe4-l»»p(ç-9. 


rUileai«iiifltttedeUn6ne8tdettâMdef;cvf(i-hQ=--i»(-l'^^ 

Gonnauniil  r  el  fpov  toutes  ki  iilcnrsdela¥Mrdd»iede§àl,«i«i 
didoira  ks  fdeon  des  mèoMs  fooetniis  poor  ks  nknrsdek  ^wMtêét 
0  à  —  I»  par  ksnklkiis 

on  ocynnailraaknf  et  tpovime  période  eotière,  oe  qn  soflit  pov  déft- 

nir  f  et  t  pour  tontes  ko  nknrsiéelks  de  k  wiafale  qni  entre  dinè  che» 

eonedeces  fonctkns. 

S33.  La  fixité  des  points  eitièmes  entraîne  oonune  eonséqoenee  k  pé» 

riodkité  des  fbnctkns  f ,  f,  f|,  ti«  %•  4^;  k  période  est  SI.  Il  en  résëlte 

qii*an  même  point  défini  par  son  abscisse  x  se  retrouTO  avoir  ks  mêmes 

il 
écarts  longitodinanz,  ««  an  txwt  ^Tintertalks  de  imufê  •  égaux  â  — »  elks 

SI 

mêmes  écarts  transrersaux  an  bout  d'iotenralks  de  temps  ¥  égaux  à  j* 

Le  mouvement  de  la  corde  consiste  donc  dans  une  série  de  vibrations,  les 
unes  longitudinales,  les  autres  transversales;  et  si  Ton  appelle  n  et  n' 
les  nombres  des  vibrations  complète  eflectuées  dans  Funité  de  temps,  on 
aura 

nx  —  =  i,  «'X  T  =  *• 


a  —  ■'  "  ^  b 


ou  bien 


a  étant  beaucoup  plus  grand  que  b,  le  nombre  n  est  beaucoup  plus  grand 
que  le  nombre  n'  ;  par  suite,  le  son  produit  par  les  vibrations  longitudinales 
est  beaucoup  plus  aigu  que  le  son  produit  par  les  vibrations  transversales. 
Celles-ci  sont  les  seules  qu'on  emploie  dans  la  musique.  Le  nombre  en  est 

T 

réglé  par  U  longueur  de  la  portion  vibrante  de  la  corde,  par  U  tension  — 

qu'elle  subit  par  unité  de  section,  et  enfin  par  son  poids  spécifique.  On  peut 

aussi  remarquer  que  tal  est  le  volume  de  la  corde  réduite  à  la  partie  vibrante, 

I 

que  utd  est  son  poids  total,  et  ^^  sa  masse;  mettant  Téquatiou  sous  la 

9 
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forme  ^n\^=  i  /  7Z~7\»on  Toitque  le  produit  du  double  de  la  racine  car- 


y/(^). 


y 

rée  de  la  longueur  libre  de  la  corde  par  le  nombre  de  vibrations  complètes 
transversales  effectuées  dans  Vunité  de  temps  est  égal  à  la  racine  carrée  de  la 
tension  totale  rapportée  à  Vunité  de  masse. 

Il  est  remarquable  que  le  nombre  n'  soit  indépendant  du  cœfllcient  d*é- 
lasticité  E  delà  matière  qui  compose  la  corde;  il  n*en  serait  pas  de  même, 
si,  au  lieu  d*un  fil  flexible,  on  faisait  vibrer  transversalement  une  tige  ayant 
de  la  raideur. 

Quant  au  nombre  n,  il  est  proportionnel  à  y/Ë,  et  par  conséquent  Tobser- 
Tation  du  son  rendu  par  un  fil,  ou  une  tige,  vibrant  longitudinalement, 
quand  ses  deux  extrémités  sont  fixes,  fournit  un  moyen  de  déterminer  le 
coefficient  d'élasticité  de  la  matière  qui  entre  en  vibration. 

Si  le  fil  subit  à  la  fois  des  vibrations  longitudinales  et  des  vibrations 
transversales,  Tensemble  de  ces  deux  mouvements  périodiques  est  lui-même 

périodique  quand  il  existe  une  commune  mesure  aux  durées  ^.  et  ^  des 

deux  périodes,  c'est-à-dire  quand  il  y  a  une  commune  mesure  entre  a  ei  b^ 

ou  enfin  quand  le  rapport  \/-r-  est  commensurable. 


V1BIUT101I8  LORGITUDUIALBS  UES  TIGES  BIGIDES . 


'253.  L'équation 


d^u ,  d*u 


Ea 
dans  laquelle  a'  représente  le  rapport  -^,  s'applique,  comme  nous  l'avons 

remarqué,  aux  vibrations  longitudinales  d*une  tige  rigide  prismatique  de 
section  quelconque,  ayant  pour  poids  spécifique  le  nombre  cj,  et  pour  coef- 
ficient d'élasticité  la  quantité  E. 
L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

u=^(x-\'at)  -h^ix  —  at), 

i*'  Cas.  —  Nous  allons  détenniner  les  fonctions  arbitraires  dans  l'hy- 
pothèse d'un  ébranlement  longitudinal  communiqué,  à  l'époque  t  =  0,  à 
une  certaine  longueur  x  prise  dans  une  tige  indéfinie  dans  les  deux  sens; 


1  ariki  «  Mmi  de  eM  lbil«B.  U  pnailR 
IWBMdiMAktigs,  bMeoBdekitan 


■[f'W-fWÏ=/W. 
ié«artia^flrint 

f(ii)-tw=c+iy/i.)A, 


4'iiiM  nlnr  qadBMqae  ds  a.  Cette  écpution  condwiée  î  li  pnoife* 

et   les  Ibnctioai  f  et   ^   Etmt  (Utarminées  pour   lei    mêaies  nleon 

de  b  Toriable  que  F(«)et^(i;)^  La  conslante  =  dbpanltn  dans l'wUilion 

des  denx  EMiclioos  qui  fonnent  le  Talenr  de  n. 

954-  Pour  11  discossioa  du  rénilUI,  il  est  préf^able  de  considérer  le 
premiAres  dérivées  partielks  de  «  par  rapport  k  I  et  i  z,  plutdt  qne  la  hot>- 

■km  a  elle-même.  La  d&irée  ^  représente  la  «ileue  des  molécoks 
situées  dans  la  tranche  définie  par  une  râleur  donnée  de  x,  i  rimtant 
marqné  par  une  valeur  donnée  de  (  ;  de  même  ^z  repi^eente  l'nHwy- 
ment  relatif  d'un  tronçon  infiniment  petit  de  la  tige,  pris  k  l'eadroit  défini 
par  l'abscisse  «.  et  i  l'époque  désignée  par  le  temps  I.  Or  ra  a 
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^^  ti^  étant  les  dérivées  de  9  et  de  4»  par  rapport  à  leur  variable  immè- 
diate,  x  -f-  ai  ou  jf  —  at, 
A  l'époque  <  =  0,  on  a,  d'après  les  données  initiales, 

du 

Si  =  ^'W 

et 

Tt  =  '^(')- 
Donc 

et  les  fonctions  ^'  et  ^  sont  définies  par  les  équations 

fW-Jf'W  +  ^AW. 

Les  foncdons  F'  et  /  sont  supposées  connues  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable  comprise  entre  0  et  x  ;  elles  sont  nulles  quand  la  variable  est  en 
dehors  de  ces  limites.  Donc  ^'  et  ^  sont  aussi  connues  pour  toutes  les  va* 
leurs  réelles  de  la  variable,  et  sont  nulles  si  leurs  variables  respectives  sont 
ou  négatives,  ou  supérieures  à  x. 

Pour  tout  point  dont  Tabscisse  est  négative,  x  :=  —  x',  la  quantité  x—al 
est  négative,  et  4^  (x  —  at)  est  constamment  égale  à  zéro.  Donc  pour  tout 
point  de  la  tige  situé  du  côté  des  x  négatifs,  le  mouvement  est  réglé  sim- 
plement par  les  équations 

du 


dx 
du 
dt 

Entre  les  deux  dérivées  existe  la  relation  très  simplo 


du 

^  =  af'(x^at). 


du  __     du 

di  -""di* 

de  plus  les  deux  dérivées  sont  nulles  à  la  fois  si  x  +  ai  est  négatif,  ou 

s*il  est  positif  et  plus  grand  que  X  ;  alors  la  tranche  considérée  n'a  aucune 

vitesse  et  reste  immobile.  Pour  qu'il  y  ait  mouvement  de  la  tranche,  il  faut 

donc  et  il  suffit  que  x  +  ai  soit  compris  entre  0  et  x,  ce  qui  donne  la  double 

inégalité 

0<  — x'-ha/<i. 
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3f  x'4-/ 

«a 


Le  mouvement  de  la  tranche  commencera  donc  lorsque  i  sera  égal  à 
—,  et  cessera  lorsque  <  sera  égal  à ,  comme  si  la  longueur  X  par- 
courait uniformément  la  tige,  à  partir  de  la  région  ébranlée,  ayec  une 
vitesse  a  dans  le  sens  des  abscisses  négatives.  Ce  résultat  est  indépendant  de 
la  forme  des  fonctions  qui  déûnissent  Tétat  initial  entre  les  limites  0  et  X. 
De  même  pour  tout  point  correspondant  à  une  abscisse  x  positive  et  supé- 
rieure à  X,  9'  (x  -H  al)  sera  nulle,  et  le  mouvement  sera  réglé  par  les  équa- 
tions 

^^  ,0  1  s\ 

^  =  Y{x-'at), 
du 

ce  qui  établit  entre  les  deux  dérivées  la  relation 

du  du. 

on  reconnaîtrait  comme  tout  à  riieure  que  le  mouvement  de  la  tnndie  x 

JC  ■"""  X  X 

commencera  pour  (  = ,  et  finira  pour^^  -,  comme  si  la  longueur). 

se  transportait  avec  la  vitesse  a,  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  à  partir 
de  la  région  ébranlée. 

Enfîn  pour  les  points  situés  entre  x  =  0  et  x  =  X,  leur  mouvement  sera 
défini  par  les  équations 

du 

^  =  fl[/(xH-aO-f(:r-û/^I. 

tant  que  les  deux  variables  x  -k-  at  ei  x  —  ai  seront  comprises  entre  0  et  X; 
puis  Tune  des  deux  fonctions  9'  et  Y  s'annulera  constamment,  dès  que  la 
variable  decette  fonction  deviendra  négative  ou  supérieure  à  X  ;  Tautre  s'an- 
nulera ensuite  et  la  tranche  sera  ramenée  à  l'immobilité. 
255.  Pour  nous  faire  une  idée  nette  du  phénomène,  représentons  par 


^A 


J^-^ 

/^^^^^^ 


(ft 


jl 


A, 


Bi 


»•       1 


A  B 

Fig    10  f. 

XY  la  lige  indéfinie  ;  soit  AB  la  région  de  longueur  x  dans  laquelle  on  corn- 
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munique  aux  tranches  de  la  tige  un  ébranlement  longitudinal  à  Tinstant 
f  =  0.  Soit  A  Torigine  des  abscisses,  que  l'on  comptera  positivement  dans  le 
sens  AB.  Construisons  les  courbes  ACB,  AC'B,  définies  par  les  équations 

Les  ordonnées  de  ces  courbes  représenteront  les  deux  parties  qui  s'ajoutent 
pour  former  l'allongement  relatif  -j-  des  diverses  tranches  à  Tinstant  t  =  0; 

pour  en  déduire  les  vitesses  des  tranches,  il  faudrait  prendre  la  différence  des 
mêmes  ordonnées  et  diviser  par  a.  Imaginons  ensuite  que  la  courbe  ACB  glisse 
dans  le  sens  négatif  avec  une  vitesse  a,  et  qu'elle  soit  au  bout  du  temps  t  parve- 
nue en  A|C,B|.  L'ébranlement  occupera  au  bout  de  ce  temps  la  région  A|B|,et 
les  ordonnées  de  la  courbe  A|  Ci  B|  seront  les  valeurs  de  rallongement  relatif 
dans  les  diverses  tranches  de  cette  région.  De  même  faisons  glisser  la  courbe 
ACB  dans  le  sens  positif  avec  cette  même  vitesse  a  ;  au  bout  du  temps  t,  la 
courbe  occupant  la  position  A,  t\  B,,  l'ébranlement  sera  parvenu  dans  la 
région  A,  B,.  et  les  ordonnées  de  la  courbe  A, C,  B,  seront  égales  aux  allon- 
gements relatifs  j-,  subis  à  cet  instant  par  les  tranches  correspondantes. 
Les  deux  courbes  se  croisent  dans  la  région  AB  avant  de  se  séparer  en- 
tièrement, et  pour  obtenir  les  valeurs  de  -p  aux  époques  où  la  sépara- 
tion n'est  pas  encore  achevée,  il  faudra  faire  l'addition  algébrique  des  or- 
données qui,  dans  ces  deux  courbes,  répondent  à  une  même  abscisse. 

On  se  fera  donc  une  image  de  la  propagation  du  mouvement  vibratoire 
en  concevant  à  Tinstant  initial  deux  ondet  dans  la  région  AB,  l'une  ré- 
pondant à  la  courbe  ACB  et  à  la  fonction  ç,  et  l'autre  à  la  courbe  ACB  et  à  la 
fonction  ^  ;  puis  en  imprimant  par  la  pensée  à  ces  deux  ondes  des  vitesses 
égales  à  a,  dans  le  sens  négatif  pour  la  première,  dans  le  sens  positif  pour  la 
seconde.  Ce  sont  deux  ondes  sonores,  qui  se  propagent  avec  une  vitesse  uni- 
forme a  ;  ce  nombre  a  est  donc  la  vitesse  du  son  dans  la  tige,  et  par  con- 
séquent, pour  les  tiges  solides  vibrant  longitudinalement,  la  vitesse  du 
son  est  égale  à 


236.  A  Torigine  du  mouvement,  il  existe  à  la  fois  dans  la  région  ébranlée 
deux  ondes,  l'une  animée  de  la  vitesse  -f-fli  l'autre  animée  de  la  vitesse  —  a  ; 
distinguons  par  des  accents  les  parties  du  déplacement  u  qui  correspondent 

à  chacune  d'elles.  La  première  satisfait  à  la  condition  -yr  =  —  a  -^  ;  la  se- 


Uî  • 
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eonde  à  la  condition  -jr='^^rr'  ^  ^^  facile  de  voir qne si  Ton  astreint, 

a*  dx 

du 
par  on  choix  convenable  des  fondions  F  et  /;  les  dérivées  partielles  j:, 

-^,  à  vérifier  à  Tinslant  1  =  0  Tune  des  conditions 
dx 

du       ^_    du 
dt'=^-''di' 

Tune  des  deux  ondes  manquera  nécessairement. 

En  effet,  si  Ton  2»  ^  =  fl  ^  pourl=  0,  on  en  dédnitaF'  (*)— AW=^ 

et  par  suite  ^  (x)  est  nulle  pour  toute  valeur  delà  variable;  donc  Tonde  dirigée 
vers  la  région  négative  existe  seule.  La  condition  nécessaire  et  suTDsante  pour 
qu*une  des  deux  ondes  manque  est 


©)"-(£)■- 


à  rinstant  t=0;  cette  équation  est  du  reste  vraie  pour  toute  valeur  de  t  dôs 
qn*elie  Test  pour  une  seule. 

S!57 .  2*  Cas.  —  Tige  indéfinie  àans  un  seul  sens^  libre  à  son  extrêmié. 

Soit  C  rextrémité  libre  d'une  ligeindé- 

"x         ~         î~u  *c     finie  dans  le  sens  AX.  Soit  AB  la  région  i 

Pj-  j,^  primitivement  ébranlée  ;  prenons  encore 

A  pour  origine  des  x,  et  soit  AC  =  /. 
Les  diverses  circonstances  du  mouvement  seront  encore  défmies  par  les 
équations 

^=/(x4-a/)-+-^ia:-flr;, 

Mais  ici  xne  peut  recevoir  d'autres  valeurs  réelles  que  celles  qui  sontconv- 
prises  entre  —  00  et  /.  Quand  on  donnera  l'état  initial  de  la  tige  au  moyen 
des  équations 

dx  ~  *  ^''" 
du 

à  rinstant  /  =  0,  la  variable  x  ne  s'étendra  pas  au  delà  de  la  limite  /• 

On  exprimera  que  Textrémité  C  est  libre  en  obsenant  que  la  tension  de 

la  tige  doit  y  être  constamment  nulle  ;  car  il  n'existe  aucun  obstacle  ûxe 

qui  puisse  exercer  un  efTort  sur  la  section  G.  La  tension  étant  nulle,  on  aura 


♦  '    • 


■  .    ■   ■  I    ^ 
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du 

^  égal  à  léro  pour  toute  valeur  da  temps  et  pour  x  =  /;  en  d'autres  termes^ 

les  fonctions  f^eH  doivent  être  telles  que  la  somme 

soit  nulle  pour  toutes  les  va-  , 

leurs  de  la  variable  t. 

a 

On  satisfait  1res  simplement 
k  cette  condition  en  prolon-     ~ 
géant  fictivement  la  tige  in- 
définiment au  delà  du  point  C,  Pi^.  log. 
et  en  imaginant  qu'à  Torigine 

du  temps  on  communique  à  la  région  A'B*,  symétrique  de  AB  par  rapport 
h  la  section  G,  un  ébranlement  initial  déûni  par  les  équations 

du  ,,  . 

37  =  -  /('). 

Fabscisse  x  étant  ici  comptée  à  partir  du  point  A',  positivement  dans  le 

sens  A'  B'.  Cette  hypothèse  satisfait  encore  à  la  relation  ^  =  —  a  -^  qur 

8*applique  à  Tonde  ^.  Les  ébranlements  simultanés  développés  en  AB  et  en 
A'  B'  vont  donner  naissance  chacun  à  deux  ondes,  ?  et  ^^  partant  de  AB,  et 
à  deux  autres  ondes,  ? i  et  4*1  partant  de  A'  B'  ;  les  ondes  ?  et  f ,,  allant 
la  première  dans  le  sens  AX,  la  seconde  dans  le  sens  A'  X',  s'éloigneront 
indéGniment  Tune  de  Tautre;  mais  les  ondes  ^  et  «l'n  <iui  marchent 
Tune  vers  l'autre,  se  superposeront  en  passant  à  la  section  C,  qui  reste 
constamment  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  régions  simultanément 
ébranlées. 

La  valeur  de  -r-  au  point  G  s'obtient  en  composant  les  deux  valeurs 

xTT'r  (  TT  )  '  ^'  correspondent  dans  chaque  onde  à  ce  point  C  à  l'instant 

considéré,  et  le  résultat  de  cette  composition  sera  constamment  zéro,  puisque 
ces  deux  allongements  relatifs  partiels  ont  à  chaque  instant  les  mêmes  va- 
leurs absolues  et  des  directions  contraires.  Quant  à  la  valeur  de  -^,  il  fau- 
dra aussi  composer  les  deux  valeurs  partielles  \-yr\  (  ^)  ^*  P^"* ^Y" 

pothèse,  ont  à  chaque  instant  la  même  valeur  et  le  même  sens.  Les  vitesses 
vibratoires  partielles  s'ajoutent  donc  pour  former  la  vitesse  vibratoire  totale. 


4U  TIBRATIONS  LONGITUDIKALES 

En  résumé,  tout  se  passe  comme  si  Tonde  4>,  en  anitint  au  point  C,  se 
repliait   en  arrière ,   en   changeant  le   sens   de   la   propagation  el  le 

sens  de  la  tension  -r  *  sans  rien  changer  au  sens  de  la  vitesse  vibratoire 

dx 

-^o  Le  passage  de  Tonde  ^  à  Textrémité  C  est  donc  représenté,  pour  les 

tensions  par  la  figure  107,  où  les  ordonnées  des  deux  courbes  mn  et  pf 
doivent  être  composées  algébriquement, 


«  .p 


l 

Pig.  i07. 

et  pour  les  Titesses  vibratoires  par  la  ligure  108. 

TT-L 

^ ïï^fll^^i 

Fig.  106. 

Une  fois  le  passage  de  Tonde  entièrement  effeclué,  la  tige  présente  dei» 
ondes,  Tonde  <p  el  l'onde  ^  réfléchie,  marchant  dans  le  même  sens,  aux: 
une  vitesse  commune  a. 

258.  3'  Cas.  —  Tige  indéfinie  dans  un  sens,  et  ayant  une  extrémité  lise. 

Si  le  point  C  est  fixe,  la  vitesse  vibratoire  -rr  doit  y  être  constammerl 

nulle  ;  on  pourra  recourir  à  la  même  fiction  que  tout  à  Theure,  et  imaginer 
pour  la  tige  un  prolongement  indéfini,  dans  lequel  on  ébranlera  la  région 
symétrique  A'B',  d'après  les  équations 

hypothèse  qui  satisfait  encore  à  la  condition  "71  =  ^^^-  de  propagation  des 

ondes  ^.  De  cette  manière,  les  vitesses  vibratoires,  en  se  composant  au 
pointe, dans  le  passage  simultané  des  deux  ondes  +  qui  s'y  croisent,  se  dé- 
truiront constamment  et  laisseront  ce  point  immobile  ;  tandis  que  lei  deux 

tensions  -j-  s'ajouteront,  el  développeront  un  effort  qui  sera  équilibré  par 

la  résistance  du  point  fixe. 
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339.  I*  Cas.  —  Tige  limitée  dans  le»  deux  sens, 

La  tige  peul  avoir  ses  deux  extrémités  libres,  ou  ses  deux  extrémités  ûxes, 
oa  enfin  avoir  une  extrémité  libre  et  l'autre  fixe  :  ce  qui  fait  trois  cas  à  exa- 
miner. On  peut  facilement  conclure  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  le  mou- 
vement des  deux  ondes  se  continuera  indéfiniment  dans  la  tige,  au  moyen 
d'une  réflexion  apparente  à  ses  deux  extrémités  :  si  l'extrémité  est  libre, 
cette  réflexion  changera  le  sens  des  tensions,  en  conservant  le  sens  des  vi- 
tesses vibratoires  ;  si  elle  est  fixe,  elle  changera  au  contraire  le  sens  des  vi- 
tesses vibratoires  en  conservant  le  sens  des  tensions. 

1'  Si  les  deux  extrémités  sont  libres,  chacune  des  ondes  9  et  <p  se  réflé- 
chira d'abord  à  l'extrémité  de  la  tige  vers  laquelle  elle  marche,  puis  elle 
parcourra  la  lige  entière  en  sens  contraire,  se  réfléchira  de  nouveau  à 
l'autre  extrémité,  et  reviendra  par  conséquent  vers  son  point  de  départ  dans 
le  sens  qu'elle  avait  à  l'origine.  Les  vitesses  vibratoires,  n'étant  pas  altérées 
par  le  fait  de  la  réflexion,  se  retrouveront  donc  les  mêmes  dans  rond#deux 
ibis  réfléchie;  les  tensions,  qui  changent  de  sens  à  chaque  réflexion,  seront 
aussi  les  mêmes  après  les  deux  réflexions  subies.  Donc  les  deux  ondes, 
«tprès  avoir  parcouru  chacune  le  double  de  la  longueur  de  la  tige,  et  après 
avoir  été  deux  fois  réfléchies,  se  retrouveront  à  leur  point  commun  de  dé- 
part dans  l'état  où  elles  étaient  au  commencement  du  mouvement.  La  du- 
rée qui  sépare  deux  retours  consécutifs  à  l'état  initial  s'obtiendra  en  divisant 
2/,  double  longueur  de  la  tige,  par  la  vitesse  a  de  la  propagation.  Et  si,  au 
lieu  d'un  ébranlement  limité  à  une  région  très  petite,  on  imagine  que  la 
barre  entière  ait  été  ébranlée  longitudinalement,  on  sora  sûr  qu'au  bout  du 

2/ 
temps  - .  au  maximum,  la  barre  revient  à  son  état  primitif.  En  d'autres 

termes,  le  mouvement  de  la  barre  est  une  suite  de  vibrations^  dont  la  durée 

commune  est  —  • 

a 

S*  Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  sans  modification  au  second 

cas,  celui  où  les  deux  extrémités  de  la  barre  sont  fixes.  C'est  alors  la  vitesse 

vibratoire  qui  change  de  sens  à  chaque  réflexion,  et  la  tension  qui  conserve 

son  sens  ;  mais  la  conclusion  définitive  est  la  même,  et  Ton  constate  égale- 

2/ 
ment  dans  la  barre  un  mouvement  vibratoire  dont  la  période  est  — . 

a 

3*  Lorsque  l'une  des  extrémités  est  libre  et  que  Taulre  est  flxe,  chacune 
des  ondes  o  et  4*»  siprès  deux  réflexions  aux  extrémités  de  la  tige,  change 
à  la  fois  le  selis  de  ses  vitesses  vibratoires  au  point  ùie,  et  le  sens  de  ses 
tensions  à  l'extrémité  libre.  11  en  résulte  qu'après  deux  réflexions  seule- 
ment l'état  primitif  des  ondes  n'est  pas  restitué,  mais  qu'il  est  changé  de 
sens,  et  pour  les  vitesses,  et  pour  les  tensions. 

L'état  primitif  ne  sera  restitué  qu'après  deux  nouvelles  reflexions, 
quand  chacune  des  ondes  aura  parcouru  quatre  fois  la  longueur  de  la  tige  :  ce 
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qui  revient  à  dire  que  la  ilurê«  de  la  période  «ibraloire  est  au  nuiimum 
égale  à  --•  Elle  esl  double  de  ce  qu'elle  était  dans  les  deui  cat  précédents. 
Le  Sun  rendu  par  la  li^e  doDt  un  &eul  boul  est  Jjie  esl  donc  l'octave  gnn 
du  son  rendu  par  la  tige  qui  a  &es  deui  eilréniités  fixes,  ou  ses  deux  eitré' 
miles  libres,  ^ous  verrons  dans  le  chapitre  suivant  que  les  niémes  lois  i'*p- 
pliquenl  à  la  vibration  de  l'air  dans  les  tuyaux,  suivant  qu*ils  sont  ottrerb 
ou  fermés. 

OËHOKEiniTEOM    ËliHEKTiURE  DE  LA  raRiiiu. 


•ÎM.  On  peut  donner  une  démonstration  élément! 
-<?/ S.,  de  la  vitesse  de  son  dans 


-^'î 


de  la  formolr. 
barre  prismalique  indéfinie,  cii 

la  railacbanl  à  la  Miéorie  du  choc  direct  des  corps  élastiques  (111,  %  351). 

l'anageons  la  barre  en  trom^ns  d'égale  masse  par  des  plans  transveniui 
équidislants.  que  nous  considérerons  coninie  des  solides  venant  se  cboqucr 
â  la  r^çon  des  boules  d'ivoire  de  la  page  3lj3  du  lome  111. 
Soil  (u  la  section  de  la  tige  ; 
n  son  poids  spécifique  ; 
l  la  longueur  commune  ï  tous  les  tronçons  ; 
V  la  vitesse  dont  nous  supposerons  animé  le  centre  de  gravité  d'un 

tronçon,  à  un  certain  inslanl,  le  long  de  l'axe  de  la  ti^e  ; 

t  la  durée  du  choc,  ou  le  temps  pendant  lequel  h  viltsse  ■  ilo'f 

donne  le  centre  du  tronçon  considéré  A,  pour  passer  au  centre  il« 

graillé  du  lrunconsui>anl,  B: 

Fia  réaction  moyenne  des  deux  tronçons  contigus  pendant  ce  tempsi 

La  masse  de  chaque  trongpn  est  mesurée  par  le  produit  -  >•/,  la  vitesse 

V  du  centre  de  gravité  élanl  réduileà  zéro  dans  le  temps  A  par  l'action  ceiili- 
iiue  de  la  lùrce  F,  le  théorème  îles  quantités  de  mouvement  nous  donne 


Hais  la  force  F  provient  do  la  compression  exercée  sur  le  tronçon  B  par  It 
tronçon  A;  la  face  antérieure  du.  tronçon  fi  esl  refoulée  inslantnnémenl  d'unr 

quantité  égale  i  ue^  ce  qui  développe  une  réaction  élastique  égale  i  -^-t  n 

appelant  Ë  le  coelllcicnt  d'élasticité.  On  a  donc  (II,  j553) 


L 
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Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  on  élimine  F,  «•  et  v,  et  on 
obtient 

a-  ^  '^ 

U  ^S    *~*"    ^~* 

Donc 

/•  _gE 

Or  -  est  la  vitesse  de  propagation  a  de  Tébranlement  ;  donc  enfin 

0 


Si,  au  lieu  d*une  tige  solide,  on  avait  un  tuyau  cylindrique  rempli  de  gaz, 
la  démonstration  serait  la  même,  sauf  à  observer  que  la  force  F  est  alors 
Texcès  de  la  pression  subie  par  la  section  <»  pendant  le  choc,  sur  la  pression 
Po  qui  régne  partout  dans  le  tuyau  à  Tétat  de  repos.  L'application  de  la  loi 
de  Mariette  donnerait  donc  la  proportion 


d*où  Ton  déduit 


et 


Po«         /  —  vu* 


a  ==  \/^^^, 


formule  qui  serait  vraie  si,  au  lieu  de  la  pression  p^  mitiale,  on  mettait  la  près- 

sion  Po  "  altérée  par  les  circonstances  calorifiques. 
^1 


CnAPITBE  III 


s  Mi  TVTM  CVLIM 


SU.  SoUBIiii  tojnciindriqM.nnplid'iîrkaiM  fnuimttlWÊ 
ipfratora  eoutatei;  h  Mttion  droile  da  tajan  nt  uMraire.  PntwM  <Bt 
~      imgtnéntiica  OXpawuedoax,  et  inrGMedraile  aBptiDl 


*!...*.. ...*...*f. ''....«  ^"'^  ^  moutement  du  gu  à  Inil^ 

n_        {      ,,....; ; I rieur  du  tujaii ,  les  molécnles  sit'aits 

y.Jyff.i..,i.......i..jjjil  à  l'origine  dans  une  section  tnnsff- 

* — ï — ^."J!""*U-g^        "  sale  se  déplacent  tontes  ememble, de 

*"■*£''*  manière  i  se  trouver  à  chaque  instant 

^   ^^f^  dans  un  nW^me  plan  normal  à  ladroite 

01.  Nous  pouvons  Caire  en  sorte  que 
cette  condibon  soil  satisEule  au  moii^cnl  où  te  mouvement  commerce  ;  et  k 
calcul  qtie  nous  allons  faire  nous  prouvera  qu'il  n'j  a  aucune  conlradiclion 
i  admettre  qu'elle  soit  encore  remplie  pendant  toute  la  suitt?  du  mouvement. 
Soit  donc  à  l'origine  du  mouiemenl,  pourl=(l,  une  tranche  transversale  i 
délinie  par  son  abscisse  x;  à  l'instant  1,  celte  tranche  est  parrenuen  A', 
sans  cesser  d'être  normale  à  Oî,  et  sera  délinie  par  une  abscisse  z  +  >- 
Considérons  encore  à  ^o^^{ine  une  seconde  Ijunche  B,  définie  par  son  abs- 
cisse x  +  dx;â  l'instant  f ,  elle  sera  parvenue  en  B',  et  aura  une  abscisse 

igtlt  ix+dx  +  tt+T-dx.  Écriions  l'équation  du  mouvement  rectiligne 

de  la  masse  gazeuse  comprise,  à  l'inslanl  1.  entre  les  tranches  i  et  0,  ei  à 
l'instant  f  entre  les  Irandies  k'  et  B'. 

Pour  n'avoir  pas  à  tenir  compte  de  la  pesanteur,  nous  supposerons  le  tunu 
horizontal  ;  la  faible  densité  des  gai  permettrait  d'ailleurs  de  néglige'  li 
pesanteur  par  rapport  aui  pressions,  et  de  négliger  aussi  les  variations  de 
pression  et  de  densité  qui  rësulleraient  dans  l'état  d'équilibre  d'mie  in- 
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dinaîaon  prise  par  le  tuyau,  de  sorte  que  nos  conclusions  sont  géné- 
rales. 
Le  mouvement  de  la  tranche  est  déOni  par  la  valeur  de  u  en  fonction  de 

4;  Taccélérationest  égale  à-^t^.  Appelant  m  la  masse  de  la  quantité  de  gai 

comprise  entre  les  plans  A  et  B,  ou,  à  Tépoque  t,  entre  les  plans  A^  B^  et 
p,  p'  les  pressions  par  unité  de  surface  dans  les  plans  A'  et  B',  Téquation 
àa  mouvement  sera,  en  désignant  par  e*  Taire  de  la  section  transversale. 

Soit  p  la  densité  ou  masse  spécifique  du  gaz  dans  Tétat  de  repos  et  i  la 
température  qu*il  possède  au  commencement  du  mouvement  ;  nous  aurons 

(2)  m  =  p  X  ùtdx. 

Il  reste  à  exprimer  p  et  p'  en  fonction  des  variables  uet  «.  On  y  parvient 
en  appliquant  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac. 

Soit  po  l3  pression  du  gaz  à  Tétat  de  repos  ; 

•o  sa  température  ; 

a  son  coefficient  de  dilatation  ; 

c  sa  chaleur  spécifique  à  pression  constante  ; 

C|  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant; 

•  sa  température  à  Tétat  de  mouvement,  à  Tépoque  t  et  dans  Tintervalle 
A'B'. 

La  pression  p,  dans  la  tranche  A',  est  liée  à  ces  diverses  quantités  par 
Téquation 

«^       £  _   (vol.  AB)  X  (1  4-  gQ) dx  l  +  «a 

^  '        Pto        (voL  A'B')  X  11  + aôo)  -  ^        du^^i+aO.' 

ou  tnen,  en  observant  que  «  et  ^  sont  très  petits,  qu*on  peut  par  suite 
,        i  -|-a6         .  /**».!  ,     du 

^'^di 

W  p  =  /'o(i-£)(H-«(e-M 

=/'o[l  — 3^  +  «l0  — &o)]' 

en  négligeant  encore  le  produit  des  nombres  très  petits  ^-  et  a  (0  -  %). 
La  différence  p  —  p'  u*est  autre  chose  que  la  différentielle  partielle  de  ;), 

▼.   —  H£C.    COLLIGJfOSf.  21) 


povraidr  ji— jp^,  de  difléreotier  pir  rapport  àsTéqnatioii  (4), et  de  dm* 
gerdea^M.  àvai^  de  faire  eette  opèntkNi,  il  confient  d'c^râner  b  dUè- 
renée  ft^^o  ^  fonction  des  nriaUes  «  et  «. 

tk  toBipératQre  d^ine  famdie  gaieose  s'aeerett  aiec  lacompicMien  qnr 
edle  trandie  sobii,  et  on  troute  le  rapport  entre  eee  deux  qoantM  m 
appliquant  les  prindpes  de  la  théorie  mécmiipie  de  la  ebalenr. 

Le  folnme  de  gas  mdm^  prûaous  la  presnon  ji^  soliit  «ne  dilatatlen  qô 


augmente  son  ?olame  dans  le  rapport  de  Tunitéà  i  +  2;la  varialion  re- 

latine  du  Tolame  est.done  mesurée  par  le  nombre  ^  Sappooonsqne ee 

rapport  soit  asses  petit  en  faleur  absolne  pour  que  b  preamn  f^  ne  nr» 
pas  sensiblement  par  suite  de  la  dilatation  du  gu*  Le  travail  défdoppé  par 
ce  vdume  de  gu  sera  égal  au  produit 


ftx-«»x(s) 


Nous  admettrons  que  ce  travail  soit  entièrement  proMi  aux  dépens  àt 
la  quantité  de  chaleur  interne  du  gai,  et  qu*il  eerresponde  à  wi  Mm- 

sèment  de  température  Oq —  ^  ;  cette  hypothèse  revient  à  négliger  h  quantité 
de  chaleur  fournie  ou  absorbée  par  le  tuyau.  La  quantité  de  chaleur  per- 
due par  unité  de  poids  est  c^  (Oq— 6),  et  pour  le  poids  considéré  elle  est 
égale  à 

Soit  E  réquivalent  mécanique  de  la  chaleur;  nous  aurons  réquation 

Ec|  (flo  —  0)  pgoidx = />o«<^  3^- 
Mais  E  = «   il   étant   la    constante    de    Téquation   des   gci» 


l>V  =R  /^î- -H  ô y  ct  Ton  a 

fl^fl  —       ''o  c  —  cidu 
•  pgW     c,     dz 

Cette  équation  se  simplifie.  Dans  Téqualion  pY  =  R[-  +  tt},  Yest  le  vo- 
lume de  Tunité  de  poids  du  gas,  sous  la  pression  p  et  la  température  •,  ou 
rinverse  du  poids  spécifique  p^;  donc 


DANS  LES  TUYAUX.  451 

et  enGn 

Substituons  dans  (4)  et  nous  aurons 

OU  sensiblement,  en  négligeant  le  terme  en  a,  qui  est  très  petit , 

On  comnoiettrait  une  assez  grande  erreur  si  Ton  ne  tenait  pas  compte  de  la 
variation  de  la  température  des  tranches  suivant  leur  degré  de  condensation 
ou  de  raréfaction;  car  les  changements  de  pression  sont  assez  rapides  pour 
qu'une  température  uniforme  n*ait  pas  le  temps  de  s'établir  dans  toute  la 
masse  en  vertu  de  la  conductibilité  et  du  rayonnement.  On  sait  d'ailleurs 

que  le  rapport  —  est  notablement  supérieur  à  Tunité. 

Diiïérentions  réquation(6)  en  faisant  varier  x  seul.  Nous  aurons 

et  substituant  dans  Péquation  (1)  les  valeurs  de  m  et  p  — p',  il  viendra  pour 
réquationdu  mouvement 


rf(«  ""'^«qc/x» 


équation  de  la  forme 


en  posant 

(10) 


L'intégrale  générale  de  réquation  (9)  sera,  avec  deux  fonctions  arbitraires 
9  et  4», 

(11)  ti  =  f(«-aO  +  t^(«  +  flO» 


4K.  VtïïU»  MD  SOI- 

Mon  pawr»  tegnafit  ftmte  h.  flieoMhB  de  cette  éfUit.  «leâtntli 


,0a  rammuto  qa»  «  eet  la  •>«■■  dv  mk  diM  le  |m  Ai  tsiari:  s- 
l^mébnnieleKnearaDe  petite  kagmarxitm  lelaiMU  iem.  «adee, 
en  général,  lutsMut  de  eet  ébradeneot,  M  h  UmiÊpartâMt  d»cae  dac 
an  tau,  le  long  du  tufan  arcc  me  n(«Me  égale  fc  «.  Cad  appiioee  le  (mjaa 
ind^ni  dans  les  detu  aens.  Si  le  liijau  M  timU.  l'onde  qû  abeaSt  1 
■on  extréodlé  te  réfléchit  ea  arriére  poor  (teuger  de  lîteeee,  omhm  fe- 
rait une  onde  ajntétrique,  iamefldivemeDld'iimrépoapriaedMiB  leinjaa 


SiletoTsii  estboadiék  son  exlréoM  parone  paroi  Mbde,  on  açn- 
niera  analftiquïnMat  cette  dreonitance  eo  binât  mile  U  viteaae  vSmlêice 

^  poor  la  trandie  gateme  qui  reste  en  cooiaetateceettc  paroi  fixe:  s  ■ 

omtnùre  la  InTau  «st  outert,  el  conwwnniqoe  arec  nae  atmo^bère  indêliàe 

k  la  praaâonp,,  la  riiesH  ^  n'ert  aanvetlie  par  là  k  aucune  coaditiM, 

mais  la  rar^àeUm  ^  defknt  naSe,  pdiqoe  h  proMtea  reat«  comtarie 

à  cette  eslrémiiâ.  On  reIrooTe  tons  les  rfaultats  obtenus  poiir  les  nbntions 
lies  veines ,  par  exemple,  ces  fliéorènies  d'acoustique  :  la  pMode  ribm- 
loirt  a  la  mime  durée  pour  un  iugau  cylindrique  oiaeH  aux  daix  boni*,  ex 
fermé  aux  deux  bouU;  elle  a  une  durée  double  pour  un  layav  outeri  à  m 
bout,  fermé  à  Vautre. 


H  DAM  LES  ou. 


donne  h  vitesse  du  son  dans  an  pi  à  la  pression  p,  dont  la  masse  qtéci- 
Tique  es)  f  ;  elle  est  le  produit  de  dem  fiwteurs  ;  l'un,  \/-,  est  la  fites» 

du  son  d'après  la  théorie  de  Newton  ;  le  second,  l/-,  a  été  introduit  par 
Laplace,  et  représente  l'eiïades  rariations  de  températurt:  dues  aux  conden- 
sations et  aux  raréfactions  alternatives  de  tranches  galeuses.  C'est  un  coef- 


fident de correclion.  Ona  i  très  peu  près  — =:v'^=< 
sensiblement  égal  à  la  racine  quatrième  de  3,  ou  à  1,3 


^V^ 
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La  formule  newtonîenne  a=  i/-  est  un  simple  résultat  du  principe  de 

Newton  sur  la  similitude  mécanique  (III,  §  70). 

Considérons  deux  gai  dont  les  masses  spécifiques  soient  p  et  p',  les  pres- 
sions p  et  p\  et  au  sein  desquels  nous  excitons  deux  ébranlements  $emhla- 
blés.  Ces  deux  ébranlements  se  propageront  semblablement,  pourvu  que  U*. 
rapport  a  des  longueurs,  le  rapport  p  des  masses,  le  rapport  7  des  forces,  et 
le  rapport  •  des  temps  vérifient  la  relation 

Or  id  le  rapport  des  longueurs  a  =  1  ; 
le  rapport  des  masses  p=  -,, 

le  rapport  des  forces  7=  ^. 

Donc  le  rapport  des  temps  au  bout  desquels  on  doit  comparer  les  deux  sys- 
tèmes est 


Mais  le  rapport  des  vitesses,  dans  les  deux  systèmes,  est  égal  au  rapport  -  « 

ou  a  -,  puisque  a=:l.  Donc  enfin,  aeiaf  étant  les  vitesses  de  la  propiiga- 
tion  de  Fébranlement  dans  les  deux  gaz,  on  a  la  proportion 


a 


s/\ 


On  a  donc 

en  appelant  k  une  constante,  que  Newton  faisait  égale  à  i*unité,  et  que  nous 
avons  reconnue  être  égale  ai/-. 

La  masse  spéciGque  p  est  égale  au  poids  spéciûque  o  divisé  par  ^,  et  la 
firarmule  prend  la  forme 


-V'^-r. 


niiliiiUrtiri  àt  U   (nata  fi  ^atkiiMa*>ik  aiilii  1 
MltokHiteBr. 


,t=« 


a+' 


S-(^ 


-  da  paidfipAdDqiM,  et  •  la  tes- 


d'oà  i^aulte  li  facosle 


.=v/?^ 


'»)j 


qui  donne  k  lilene  da  hb  dm  ira  gu  en  fondien  de  »  Unpérttwe. 
Pour  Fair  ahno^Uriqoft,  par  annple.  i  0*  oentignde  cl  MBi  h  pnoiai 

nonnale  de  0*,76  de  merain,  OB  a 


Donc  à  léro  on  ■ 

et  i  »  titrés 

â43.  Lorsque  la  dilatation  relaliTe  des  Innches  gaienses,  ~,  n'est  pas  in- 

rmiment  petite  en  Taleur  abscdue,  on  ne  peut  plus  mesurer  le  tranil  cxiérieur 

correspondant  à  la  dilalalioR  du  gai  par  le  produit  pg  h  ^  àx,  parce  que 

la  pression  ne  reste  pas  égale  à  p,  pendant  tontes  tes  phases  du  chn^ 
meni  de  volume.  Dans  ce  cas,  l'équation  du  mouvement  fibraloire  n'et 
plus  exacte. 

La  formule  (3),  qui  n'est  autre  chose  que  l'applicatton  des  lois  de  li- 
notte et  de  Gaï-Lussac,  subsiste  loujouis  ;  on  en  déduit 
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^ît  tola  volume  primitif  de  la  tranche  gazeuse,  sous  la  pression  po  * 
p  le  volume  qu*elle  acquiert  sous  une  pression  p  quelconque  ; 
Vi  le  volume  particulier  quVlle  prend  lorsqu'elle  reçoit  un  accroisse- 
ment relatif  de  volume  égal  à  ^,  et  p|  la  pression  correspondante. 

Par  hypothèse,  le  gas  n'emprunte  ni  ne  communique  aucune  quantité  de 
•dialeur  aux  parois  du  tuyau  ;  la  formule  de  Laplace  (1  Y,§  152)  est  donc  appli- 

cable,  et  en  appelant  7  le  rapport  —  des  chaleurs  spéciliques,  on  aura  à  la 

^i 

fois 
«et 

du\ 


t'i  =  «^o(l4-5^l 


Le  travail  T  produit  par  la  dilatation  du  gaz  est  l'intégrale  (  *pdv.  Or 

Jvo 

nous  avons  déjà  effectué  cette  quadrature  dans  un  cas  tout  semblable,  celui 
d*un  gaz  qui  suit  en  se  détendant  une  ligne  adiabatique,  et  nous  avons 
obtenu 

Telle  est  la  quantité  à  égaler  au  produit 

qui  représente  le  travail  équivalent  à  la  chaleur  interne  perdue  par  la 
tranche.  On  en  déduit 

Mais  remplaçons  E  par  sa  valeur 
et  observons  que  c'  (7  —  1)  =  c  —  C|.  Nous  aurons 

«(a,-fl)  =  (i -l-«9o)[i  -  (i  +  ^)"''"^*]. 

On  peut  simplifier  cette  formule  en  remarquant  qu'aux  températures  or- 
dinaires, alo  ^  négligeable  devant  Tunité.  Effiiçons  donc  le  premier  fac- 


4»  TtressB  DD  SOS  aa^  l'aik. 

leur,  qai  art  MoriUMDBut  ég4  k  l'uiU.  ^  wt^Hni—  dns  h  ffiniêra 
fipiithn  II  -nlinr  rtn  ■  (t     Q  ilriii  itifliMii  n  ilwMlri 

'■  ,-.(.+£rx(..£)-'"-,.(..£)-'. 

Mfgloppeei  le  hiaea»  m  aérie,  «t  làmellen  qoVa  p«iae  ifmMif  m 
inUéam  teiSM  ;  dom  anrau 

DOOB 

■t  r  jqiutioo  dn  moimniad  derient 

Loraqt»  (:r  +  1)  ^  "'"l  P*>  néglfgeible  dennt  ritoHé,  b  projMigaïkB  de 
l'ébranlemenl  suit  donc  une  loi  tonte  dirTérente,  qui  dépend  d'une  èqnatioa 
■ni  dérivées  partielles  d'une  Tonne  plus  compliquée. 

H.  Regnauld  (*),  en  admeltanl  toujours  que  la  vitesse  du  son  est  douiKe 
par  une  Tomiule  analogue  1  celle  de  Newton  et  de  Laplace,  l'a  mise  sous  la 
fonne 


el  a  trouvé  pour  le  eoelBdenl  de  cofrection  K  la  série  suivan'e,  dut  b- 
quelle  &v  est  la  compression  éprouvée  par  le  Tolume  *  pendant  le  pissag* 
de  l'onde  sonore  : 

Réduite  en  nombre  et  appliquée  i  l'air  atmosphérique,  la  formule  dericot 


a  =  î79-,»5 ^{i  +  rfo)  0,M45  +  "x(l,6a8+  {'^V  X0,«8e  +  ••■ 

À  0*  centigrade,  la  ritesse  du  son  dans  l'air  est  eiinimée  approxùnative- 

*  Rtlalûm  de*  expérUnea  pear  diterminer  Ut  Un»  tt   lt$  doimim  mta»- 
taiim  <m  calcul  dct  machiaet  à  feu,  t  UI  (1870). 
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An 

ment  par  la  formule  330",60  +  79,18  x  — .  D.ins  les  expériences  deU.Re- 
gnauld,  le  rapport  ~  a  parfois  atteint  la  valeur  de  0,04496. 

V 


nricBAnox  di  l'Aquation  -r—  =  a*   t^  au  hotbh  dis  sIries 

ai*  dx* 

TRlGOHOMiTRlQUES. 


i44.  La  discussion  de  Téquation  du  mou?ement, 

devient  beaucoup  plus  facile  quand  on  exprime  u  au  moyen  de  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  des  deux  variables  x  et  i. 

Pour  parvenir  à  cette  transformation,  cherchons  d*abord  à  mettre  la  fonc- 
tion tt  sous  la  forme  d'une  série  dont  chaque  terme  soit  le  produit  d'une 
fonction  de  a?  par  une  fonction  de  t\  posons  pour  cela 


(2)  ii  =  2]A^)X?(0. 


Nous  pourrons  déterminer  les  fonctions  /*  et  f  de  manière  que  diaque  terme 
pris  à  part  satisfasse  à  Téquation 

Prenons  la  seconde  dérivée  de  u  par  rapport  à  (,  substituons  dans  Téqua* 
tion  (3)  ;  il  vient  Téquation  de  condition 

(4)  ^f(xW{t)-'a*r(x)^((\  =  Q, 

k  laquelle  on  satisfait  en  posant  séparément 

\k  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  équations  (5)  s'mtégrent  facilement.  On  a,  en  appelant  M,  N,  P,  Q 
quatre  nouvelles  constantes , 

(6)  f(x)  =  M  sin  /uuc  -f-  N  cos  f*x, 

y  (/)  =  Psina/U  -H  Q  cos  au/. 


p 


BUPLOI  DtS  SERIES 


il  clt-s  nombres 


Bgalib  - 


|r     Nous  avons  êga\i  les  fonclions  y-/>  ~jJ-  -i  ^ 

—  û'i^*,  pour  que  les  fondions  fet<f  Tussenl  périodiques.  Si  nous  Im  >»jw» 

niées  B  des  nombres  pOïiliCi,  l'inl^gration  des  équations  (5)  aunil  intrn- 

<ii  des  exponenlielles,  que  la  suile  du  calcul  eAI  Ibrcé  de  r^utre  k  des  linut 

,        »  casiaus  par  un  choix  courenabie  de  conslanles  imaginaires-  L«  choit 

^-i|u>  nous  a  donné  tes  équaliuns  {(•)  ien,  au  coniraite,  juïlilié  par  les  rèsul- 

LlÂts  que  nous  obtiendrons  plus  loin.  Nous  poserons  d'une  manière  génwale 


Cl 


K=s  y  illila^4-Mew^](Priii^+QeM«f>i], 


éqoiUoa  qui  rentre  d 

I,  on  a 


I  k  taam  (IV;  en  tfU,  ri  a 


■ÎD^eoiCftf  <=^ItiD  ji  («+«() +riB^[«—«0), 
CO8/1Z  sina/if  =  s(siiifi(x  +  (i()  —  sinfi(x  —  al], 
Etn,iXHna;i(  =  — -[cm,i  [«-)- a/)  — «*»*>[*  — "■')]. 
oe,  en  déflnitiTe,  pour  la  somme  des  quatre  tenues 

i¥P|co«^(i-<.l)-«»^(»  +  <.0] 
+ 1  MO(sin,.(«  +  afl  4- «in/ili  —  <rt)] 

+  jSP[sio,i(i-t-o()-Hn^(*-i.()l 
+  ^BQ[co3/.[i+<K)  +  coB^(i  — aij] 

+  5(ïQ-t-»l'l»in^(*  +  «() 
+  llW  +  mcM^i'-<") 
+  |(UO-HP)»n^(;r-<.i), 
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somme  égale  à  une  fonction  de  (x  +  at)  ajoutée  à  une  fonction  de  (x— al), 
f|uelles  que  soient  les  constantes  M,  N,  P,  Q  et  p.. 

On  pourra  donc  composer  la  fonction  cherchée  d'une  infinité  de  termes 
nnalogues  à  ceux  qui  sont  écrits  dans  Téquation  (7)  ;  puis  il  restera  à  déter- 
miner les  arbitraires  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  initiales  données. 

Reprenons  le  problème  du  mouvement  vibratoire  de  Pair  dans  un  tuyau 
de  longueur  finie.  Soit  /  sa  longueur.  Trois  cas  sont  à  distinguer,  suivant 
(|ue  les  deux  extrémités  du  tuyau  sont  ouvertes,  ou  qu'elles  sont  toutes 
deux  fermées,  ou  enfin  que  Tune  est  ouverte  et  Taulre  fermée.  Nous  ne 
traiterons  ici  que  le  premier  cas. 

245.  Tuyau  ouvert  à  ses  deux  extrémités.  —  Nous  compterons  les  abscisses 
à  partir  d'une  des  extrémités  du  tuyau,  de  sorte  que  x  pourra  recevoir  toutes 
les  valeurs  réelles  comprises  entre  0  et  /.  L'état  initial  du  gaz  est  défini  parles 

équations  ti==/{x)  et^r- =  ç(x),  pour  <  .-=  0;  l'une  définit  les  déplace- 
ments des  tranches,  et  l'autre  les  vitesses  initiales  de  ces  tranches.  De  plus, 
l'ouverture  du  tuyau  à  ses  deux  extrémités  entraine  les  conditions  ^  =  0 

pour  x  =  0  et  pour  x=  /,  quel  que  soit  t.  Les  fonctions  données  ^  et  <p 
sont  connues  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  /. 

Reprenons  la  série  (7),  et  exprimons  les  conditions  relatives  aux  extré- 
mités du  tuyau.  Il  vient,  en  ne  considérant,  pour  abréger,  qu'un  terme  de 
la  série, 

j-  =  (M/uiCOSjuia:  —  N^uisin/iuc)  (Psina/At  -f  Qoosa/i/)  ; 
faisant  x  —  0,  on  aura 

■ 

0  =  ll/A(Psiiia/t<  +  Qco8a/&0> 
et  pour  X  =  /, 

0  =  (H/A  CCS /il/  —  N/isin/A/)  (Psina/A/  +  Qcosa/At), 

quel  que  soit  i.  On  satisfait  à  ces  deux  conditions  en  posant  M  =  0  et 
fjL/  =  Kir,  K  étant  un  entier  quelconque;  la  série  devient  alors 


(8) 


M=  >  Ncos  —r-  (  Piin— 7 h  Qcos— j-J- 


Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  r,  il  vient 

!#«<'*'        V  M       Krex  /„  Kna  ^^^  ^-xal       ^  Kna   .    Ki:rî/\ 


M  EMPLOI  DSS  SKItlES 

riiml  t=0  dan  lea<qiiali0M{8)  ct(9),  m  •  doo» 

(111  f-,w_2»«.!fîxfx!.^ 


Km 


Il  d'où  l'oa  dédain  la  nleun  des  irfaitnirat  IHl  el  HP. 
DoanMU  m  nombra  K  knut  Ict  nlenn  aaûèn»  pcnitits,  dqnù  I  jsl- 
qu'k  rinlloi  ;  lés   AinatioDs  (10)   et  (11)   deriendroiit, ea  sppeU 
1^,  A^,...  B^,  B^...  de  nouTeUes  irbilmres, 

(1>|  «.l  =  «,«.^  +  i.«,?=l-A.=.5- 

+...+i.«.!f+.:.. 

(1S|  M=.ii,™~+jn,„»5f  +  sB.„^ 

+  --  +  Ill,ee.t^+... 

Vullipliofls  la  première  éqnalioD  par  ces  — j-  dx,  et  inléitrvns  de  0  à  f.  II 
viendra  l'égalité 

(14)  rVlc<»5iîrf,_A,  reM^o„i'=-'.', 

+  A,j_  ...-i-~.T-d. 


=d,+.. 


Dr  en  a  idenliquement 


r     t..     t.:.,      , 

I      CM  —T-  OOS  -j—  (.'l  =  0 


lor»|ue  K  est  dîiïérent  de  K',  et 


f> 


lonque  K'=X,  à  moins  que  K  =  K'  =  0,  auquel  cas  le  résultat  de  i* 
légratii»!  est  I.Uais  ce  cas  n'est  pas  admis  dans  les  séries  (13)  et  (15). 
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La  série  (14),  dans  laquelle  on  fail  K'=  K,  se  réduit  donc  à  un  seul  terme, 
eX  donne 

(15)  A,  =  |  i  ftx]cù8^dx. 


^»  =  |  /    A*)«>s^ 


Le  même  artifice  peut  être  employé  pour  trouver  le  terme  général  de  la 
«érie  (13);  il  Tiendra 


f[x)  C08  -^  dx. 


Substituant  dans  (19)  et  (13),  il  Tient  les  séries  Gnales  : 

(17)  f{x)  =  jCosj  j    f(x)—^dx  +  ^  ces  -p  j    f{x)  —f^dx  + 


•  •• 


K=«  ,. 


"^7  2rf  "T  /    A*)c<w  — ^  • 

(18)  ,(x)  =  ^  x"|"  [;|co.  !^^  j^^Wcos  !^c/x] 

La  seconde  équation  se  déduit  de  la  première  en  changeant  /  en  7.  On  en 
tire,  en  comparant  les  équations  (17)  et  (18)  aux  équations  (10)  et  (11), 

NQ=7  I    Axlcos^ite, 


d^où  résulte  enfin,  en  substituant  dans  la  série  (8), 

(19)       «*  =  2-  ^^®*  "T  l  k;S  *^°  "7"  /   ^^*'^'  T"  *** 
1=1  \  •/• 


4-jCos-j-/    /"(xicos-j-itej. 


La  variable  «,  qui  figure  sous  les  signes  de  l'intégration,  est  là  une  simple 


tfridtle  nnlliaira,  qm  l'iaUgratioo  eBln.l«>  IMtoAn*  •  et-i  M  &Êft- 
taUre  ;  la  raràUe  x  sous  ]e  signe  I  robsiste  Mole  dans  le  dérclapfSHM 
de  la  lérie.  Sous  cette  fbmie,  on  racotma^  que  la  iBnclien  (19)  nfrad  ki 

mémei  nieon  lorsque  X  augmente  de  V,  oa  kratoe  I  angaciAe  de  — .  Lt 

durée  dee  périodH  au  bout  desqudiM  ke  InnAa  de  gat  m  iUiiwW 

dans  la  roèaie  pœilîon  et  dans  les  mânes  états  de  cmdeoatUoii  et  devton 

2/ 
est  donc  égale  à  —,  ou  i  une  partie  aliqoote  de  cette  quantité. 

SU'  k  chique  Tslenr  partiodiére  de  K  fsrrespoDd  hm  vilvsiion  simple  de 
ïjst^ne  gaseui.  Si  l'eu  considère  on  terme  particulier  de  la  aérie,  la  dnrée 

de  la  période  vibrabûre  sera  é 

31 

lativement  è  «,  la  longueur  de  h  période  sen  égale  k  ^. 

position  des  wHwfi  et  deeewilreidans  le  tuyau.  On  appelle  wawd  me  tnnthe 
dont  les  molécules  restent  Ûies  pendant  le  nwnTement  «ibrateire,  ti  aMfr* 
une  tranclte  où  la  condensation  du  gai  est  cMutamment  nulle.  ItfriniwiH 
l'équation  (19)  i  on  seul  terme,  sous  la  forme 

■>=CIM-j'(l'llIl— j 1-  L'CM— j— I- 

Prenons  les  dérivées  par  rapport  è  x  et  à  1 ,  il  viendra 


Kmf 


'). 


-)■ 


Les  nœuds  sont  donc  définis,  indépendamment  du  temps,  par  VétpaOtta 


et  les  ventres  par  l'équalion 


-r~  !=  m'tc  pour  les  vente», 
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n  et  nf  étant  des  entiers.  On  en  déduit 

x:=lx     „     =  3gX(2ii-f  1)  pour  les  nœuds, 

oî  =  ---  pour  les  Tcntres. 
Les  ventres  se  trouTent  aux  points  équidistants 

et  les  nœuds  aux  points 

/  3/  :2K  — i)/ 

"^  =  2^'     ^^^îR'  •  •  "^^        2K       ' 

qui  paili^gent  en  deux  parties  égales  la  distance  des  premiers. 
A  la  valeur  K  =  1  correspond  le  son  fondamental  du  tuyau  ;  la  durée  de 

la  vibration  est  égale  à  -,  ce  qui  donne  un  nombre  ^.  de  vibrations  com- 
plètes dans  Tunité  de  temps.  Les  autres  sons  rendus  par  le  tuyau  correspon- 
dent aux  valeurs  K  =  2,  K  =  3, ...;  ce  sont  les  harmoniques  du  son  fonda- 
mental  :  K  =:  2  donne  Voctave,  K==3  Toclave  de  la  quinte,  K  =  4  la  double 
octave^  K=  5  la  double  octave  de  la  tierce  majeure,  K  =  G  la  double  octave 
de  la  quinte,  K=  7  un  son  étranger  à  la  gamme  et  qui,  pris  seul,  n*est  pas 
admis  comme  juste  par  Toreilie,  etc. 

Toutes  ces  vibrations  simples  peuvent  s^effectuer  simultanément,  chacune 
se  comportant  comme  si  elle  était  seule,  ce  qui  iournit  un  exemple  de  la 
superposition  des  mouvements  vibratoires.  Il  est  même  très  remarquable 
que  Toreille,  qui  distingue  parfaitement  les  différents  sons  d*un  accord  exé- 
cuté par  des  voix  ou  des  instruments,  ne  perçoive  en  général  qu'une  sen- 
sation simple  à  l'audition  d'un  son  fondamental  accompagné  de  ses  harmo- 
niques. Une  expérience  qu'on  peut  faire  sur  Torgue  met  ce  phénomène  en 
évidence.  On  fait  parler  un  tuyau  qui  donne  le  son  tiff,  par  exemple;  à 
côté  et  en  même  temps,  on  fait  résonner  un  second  tuyau  donnant  ut^,  un 
troisième  donnant  sol^,  un  quatrième  donnant  ut^,  un  cinquième  donnant 
mi's,  un  sixième  $ol^,  un  septième  le  son  correspondant  à  K  :=  7,  qui  n*est 
pas  employé  dans  la  musique,  un  huitième  ut^,  et  ainsi  de  suite.  L'ensemble 
de  tous  ces  sons,  produits  avec  une  intensité  convenable,  donne  à  Poreille 
l'impression  unique  du  son  fondamental  ut^  renforcé,  bien  que  dans  le 
nombre  des  sons  entendus  il  y  en  ait  (K  =  7,  K  =  9,  etc.)  d'étrangers  à 
notre  système  musical  (*). 

'  D*après  les  expériences  de  H.  HelmholtZi  c'est  le  nombre  et  l'intensité  des 
harmoniques  coexistant  avec  uu  son  fondamental  qui  donnent  à  ce  son  un 
timbre  particulier. 


CHAPITRE  IT 


inl»M  a  TMH 10% 


note  pour  définir  le  B 


(IV,  {  134)  réqiulion  i«i- 


«.    *— S-l'[(È)'+(g)-+(ï)-J- 


Dans  celte  équation,  T  représente  ta  fonction  detfon 
grale  de  Téquatiop 

f  représente  une  Tonction  anilogue  donnëe  pu-  réquittoD 


c'est-à-dire  l'inlé- 


de  sorte  qu'on  ail  les  relations 


r-it. 


Le  temps  (  est  traité  comme  une  constante  duns  l'intégration  qui  donne  f. 

Kous  avons  reconnu  (IV,  §  133)  que  si,  i  une  certaine  époque,  ta  fonction 
udx+vdy-^  mil  eït  une  uiflérentielle  exacte,  il  eu  est  de  même  danstoule 
la  suite  du  mouvement.  Celle  condition  est  remplie  IcM^ue  le  fluide  pst 
du  repos,  ou  encore  lorsqu'il  est  soumis  à  des  mouTemenis  très  petits. 
Kous  allons  faire  l'application  de  féqualion  (1)  ani  mouvements  tibnloircs 
d'un  gaz  indéfini  dans  tous  les  sens,  soumis  à  l'instant  initial  k  une  pres- 
sion uniforme  p^  et  ayant  en  tous  points  une  même  tonpérature  (,. 

Désignons  par  ^  la  condenxatim  relative  du  gat  en  un  pmnl  et  ft  nn 
époque  donnée,  c'est-à-dire  le  rapport  de  sa  diminution  de  Tolume  i  mm 
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Tolume  dans  Tétat  initial.  La  pression  p,  au  même  point  et  au  môme  in- 
stant, sera  donnée  par  la  formule 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (4)  du  §  241 ,  dans  laquelle  on  remplace 
par  7  la  condensation  relative  exprimée  par  —  ;r*  '^  température  • 

est  celle  qu'acquiert  le  volume  de  gaz  par  suite  de  la  compression  ; 
en  effectuant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  chapitre  précédent, 
nous  arriverons  à  poser  Féquation  approximative 


P)  p=^.(l+vî) 


La  densité  p  varie  avec  la  condensation  7,  et  Ton  a  sensiblement,  pour  les 
valeurs  de  7  positives  ou  négatives,  mais  très-petites  en  valeur  absolue, 

Donc 

(5)  '-fc  ==  ^'"^'^  =  'Je.  £  j!i... 

Substituons  dans  Féqualion  (1)  et  intégrons;  il  viendra 

Comme  il  s'agit  ici  de  mouvements  vibratoires  extrêmement  petits,  on  peut 

/rfg\«    /d'A*    /(hV 
supprimer  les  carrés  des  vitesses  l  x"  )  »  (  7   )  »  (  t^  )  »  ^^  comme  la  va- 
leur absolue  de  la  condensation  7  reste  aussi  très  petite,  on  peut  de  même 
remplacer  log(l  -+-7)  par  7.  premier  terme  du  développement  du  loga- 
rithme en  série.  L'équation  (G)  prend  alors  la  forme  simple 

Nous  avons  admis  qu'à  Tinstant  initial  la  pression  p^  régnait  partout  ;  on 
suppose  que  le  gaz  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure  ;  nous  devons 
donc  poser  aussi  T  =  0,  ce  qui  réduit  Féquation  (7)  à 

T.    —  Uf.C.    COLI.IGXOX.  30 


• 


p 


■nvrnEXTS  TURtlOUES 


'VF? 


IH  vibMM.  «,■,«.  dn  MoUeriM  pmMInnt  m  axM,  dgo»  dMc  ani 
|K  n  dérnfe  pwtidk  Ktative  w  laq«  1  h  itiew  de  b  ondBMitigB. 
(»  fMé,  ji  Mnw  r  Hiiliiii  i»  I  iiiliiiiiiif  (IT,  i  «8) 


H-(^  +  -^  = 


«.  ».  » 


«  i'  +  S+^  +  S'^* 

OD  bien,  en  remplaçant  •[  par  sa  valeur  Urèe  de  (8), 


[») 


^  —  «1  ("^  a- ^ -I- ^\ 


Une  fois  l'équation  (11)  inlégrée,  on  détenninera  l«s  Tondions  arbitTairts 
qui  entrent  dans  la  solution  en  eiprimanl  que  pour  l'inslanl  initial  I  =  0, 

les  composantes  des  vitesses  —•  ^>  ^  *>ii^  "^  diaque  point  du  floide  des 

1  tU 

valeurs  déterminées,  et  que  la  condensaiion i  ^  "  b"^'  ™  chaque 

point  une  valeur  c(»uiue  -,  ce  qui  revient  k  donner  les  valeora 

(«)  ,  =  /■(*,,,,), 

des  ronctioss  T  et  ~  pour  1  =  0.  Les  Tonctioiis  ^  et  F  sont  supposées  con- 
nues pour  toutes  les  valeurs  réellesdes  variables,  puisque  le  gai  est  indéfini. 
Connaissanl,  par  l'inl^ration,  les  fonctions  f  pour  toutes  valeurs  du 
temps  et  des  coordonnées,  on  en  déduira,  par  les  dérivations  partielles,  les 
valeurs  des  vitesses  et  de  la  a>ndensation,  et  le  problème  sera  euliéranent 
résolu. 
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248.  L*équatîon  (11)  a  été  intégrée  par  Poisson  sous  la  forme  d'une  inté- 
grale double  partielle,  portant  sur  des  va- 
riables auxiliaires  *. 

De  Torigine  0  comme  centre,  décrivons 
une  sphère  ABC  avec  un  rayon  égal  h  Tu- 
nité;  partageons  la  surface  de  cette  sphère 
en  éléments  infiniment  petits  P  ;  soit  d<ù 
Taire  de  Tun  de  ces  éléments ,  et  >.,  u.,  v 
les  angles  du  rayon  OP  avec  les  axes  ;  ces 
angli's  définissent  la  position  du  point  W 
Nous  représenterons  par  la  lettre  S  la  som- 
mation relative  à  tous  ces  éléiiciits  dtù,  de 
manière  à  comprendre  la  surface  entière  de 


Fig.llO. 

la  sphère.  La  solution  donnée  par  Poisson  consiste  à  poser 


(13)  9=  j-  g  1d(aV{X'\' ai cosX,  y  +  atcoSfi,  s-f-a^cosv) 

\    d  m 
-f  T-  j,^idoèf{x-\-atcosX,  y-{-atcos/i,  î-f  a^cosv). 

Nous  nous  bornerons  à  vérifier  que  l'équation  (13)  satisfait  bien  h  IVqua- 
tion  (11);  il  est  facile  de  rebonnuitrc  que,  pour  (=0,  elle  vérifie  les  rela- 
tions (12),  qui  définissent  Tétat  initial. 
Observons  d'abord  que  si  9  =  11  est  une  solution  de  Féquation  (11). 

ff  =  --r-  sera  encore  une  solution  de  cette  équation,  et  que  si  il  et  H'  sont 

deux  fonctions  de  x,  y,zeit  qui  vériûent  séparément  Tcquation  proposée, 
la  somme  H  +  H'  la  vérifiera  pareillement.  Il  résulte  de  là  qu'on  peut  se 
contenter  de  vérifier  que  la  fonction 


(14) 


1    r^ 
^=^  j-^(d(ûF[x-\- atcos).,  y-{-alcoSfif  z-^-atcosv) 


satisfait  àTèquation  (11),  quelle  que  soit  la  fonction  F,  pour  en  conclure 

que  la  formule  (13)  est  une  solution  plus  générale  de  cette  même  équation. 

De  réquation  (14)  on  tire  successivement,  en  difTérentiant  sous  le  signe  S , 

^=  1_C  <,/„—. 

'  dx       47r  O     "  rfx  * 

d«9         1   o  ,,    rf*F 
5r«  =  ii  O  '''^  dl*' 

î?  =  4lS'^"5iJ» 
*  Mémoire  lu  à  V Académie  det  5ri«iic«  le  19  juillet  1819. 


lattMnnlalimtlil 


S+S+S=cS--(S+?+S)- 

iltmp«ii<«nn«i|ilii|ilui.(Nn«art 


-)■ 


/"^ 


Le  fadear  (,  pris  sous  le  signe  S,  peut  sortir 
du  signe,  puisque  la  somme  ne  porte  pas  sur 
cetle  variable.  Pour  Iransfonner  cette  expres- 
sion, observons  que  S  représente  en  réaljU 
une  double  somme  d'éléments  pris  sur  la  sur- 
face d'une  splière  de  rayon  égale  k  l'unité. 
Rapportons  les  directions  OU  k  deux  angta 
variables,  l'un  *  =  ZOM ,  l'autre  ^  =:  XOP, 
angle  dièdre  du  plan  ZOM  avec  le  pl-i  ZOÏ. 
Nous  aurons 


cosl  =  cosllU  =  ce 
cos>i  =  cosUOV  =1 


Considérons  en  particulier  letenne  S^cosidm;  ce  terme  prendra  1* 
forme 


i:::j:: 
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Occupons-nous  d*abord  de  l*intégration  relative  à  v.  11  viendra,  en  mulli> 
pliant  par  2  et  en  intégrant  par  parties, 

Or  F  contenant  les  variables 

x  +  a/sinycoS'l',      j/  +  a/sinvsin^     et     t-^otcosj, 

dV  d? 

-7-  contient  les  mômes  variables,  et  la  dérivée  de  -r^  par  rapport  à  v  ren- 
ferme trois  termes,  savoir 

d*F  d*F  d*K 

dxdi  ^  dydi  ^  «i* 

Donc  enfla 

^  rdf         .     .       <iF  .  .    .     .  A^F  •  X  f 
\  'ïT  c^s^ sinxi»  =  -r^ sin"»  +  oM  j^  sin*vJv 

/d*F  r  d*¥ 

-f-r  ces  tp  ces  V  sin*  vdv^at  I  ^-j-  sin  ^  ces  »  sin'  »d». 

Aux  limites  v  =  0  et  v=z:ir,  le  premier  terme  disparaît,  et  il  reste,  en 
indiquant  la  seconde  intégration,  relative  à  4>,  entre  les  limites  0  et  2ir,  puis 
en  revenant  aux  anciens  angles  x,  («.,  v, 

odF        ,         C^  CUF         ....      1    ,   C^  r*c/*F  .  ,  ,  ,, 
VT-cosvaw=    I        I     ^cosvsinvdva^  =  3fl<   I        I     -j^hwfvdtd^ 


—  5  fl/   /       /     -py-  CCS  t^  ces  V  sin*  w/dc/ip 


sin  ^  008  V  sin*  vdvd^ 
On  aura  de  môme 


-î-sS- 


•  g-i 


-S 

-«■'SS-^'f"  +'»s?'^'*'   +'*sS*'-*'  ■ 

— *  s  S™'"-*— •*  SS""""*"""  sa""""* 
— «Si^'""*— ■■'S^™'"''*— "^SS~'""^ 

+"'SS""*'   +'*s?~''*'  +"-'SS~"-*- 

+'*sS~'""*'+'"'SiS~""'*'+'^sS"—'''- 

ce  qiù  se  réduit  à 

*^  -  "■' S  S 1""' + "•'"'^  +  ""  S  5 1™"' + "•■'i''' 
+  "•'8^1"''+ "•••)''■ 

=  °''S(2P  +  ^  +  5?j*' 

La  seconde  dérivée  ^  est  donc  égale  à 

"'  O  ,w   i^^  ^^^  j>^^\ 
ii^D'^-lrfT.  +  d^  +  d?;' 

en  Taisant  rentrer  la  variable  t  sous  le  signe  S,  et  par  suite 


34S.  Faisons  une  application  de  cette  équation  (1S)  au  cas  le  plus  ûnh 
pie,  celui  de  la  propagation  d'un  ébranlement  eicité  dans  une  région  infini- 
ment petite  aulour  de  l'origine  des  coordonnées  (ftg.  166). 

Alors  les  f<»ictions  P  et  /  sont  nulles  pour  toutes  les  nienrs  réelles,  posili- 


VITESSE  DU  SON.  471 

Tes  ou  négatives,  des  variables,  sauf  celles  dont  la  valeur  absolue  est  au  des- 
sous des  limites  qui  déûnissent  la  région  inûniment  petite  primitivement 
ébranlée. 
Si  donc  on  fait 

y  -f-  atcospL  =  y, 

réquation  (15)  donnera  pour  9  une  valeur  constamment  nulle  tant  que  les 
quantités  af^  if',  z\  considérées  comme  des  coordonnées  d'un  point,  place- 
ront ce  point  en  dehors  des  limites  de  Tébranlement  primitif. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  point  M  dont  les  coordon- 
nées sont  Xf  y,  z,  soit  animé  d'un  mouvement  vibratoire,  c'est  qu'on  puisse 
trouver  c(es  valeurs  du  temps  (  et  des  angles  X,  {i.,v,  telles,  que  les  sommes 
d;  -f-  a(  cos  X,  2f  +  a(  cos  p.,  2  +  at  cos  v ,  aient  des  valeurs  absolues  infîni- 
ment  petites,  inférieures  aux  limites  de  Tébranlement. 

On  aura  donc  à  la  fois,  en  supposant  nulles,  pour  plus  de  simplicité  les 
dimensions  de  la  région  ébranlée, 

x-\'atcosX  =  0, 
a  +  a<cosv  =  0. 


Donc 


X 
/COS/  = » 

a 

<COS/*  =  — ^» 


/cosv  = * 

a 


élevant  au  carré  et  ajoutant,  puis  extrayant  la  racine,  il  vient 


a  a 


ce  qui  montre  que  Tébranlemcnt  excité  au  point  0  à  l'instant  <=0  attein- 
dra un  point  M,  situé  dans  une  direction  quelconque,  au  bout  du  temps 

OM 

—  ;  l'ébranlement  se  propage  donc  avec  une  vitesse  égale  à  a,  ou  «à 
o 


^ 


L?x-^  >  formule  que  nous  avions  déjà  trouvée  pour  la  vitesse  de  la  pro- 

Po       ^i 

pagation  du  son  dans  un  tuyau  cylindrique,  et  qui  s'applique  encore  à  la 
propagation  dans  une  atmosphère  indéfinie  dans  tous  les  sens.  L'application 


'.qpeiKnuitOOsfniledcl 


Sl'PERPOSITlOfl 
lliinrie  de  la  simililudi?  mécanique  suffit  iTaillnin 
pnur  donner  c«ltt.'  eilension  à  In  ronnule. 

06^).  L'équation  (M)  montre  que  le  principe 
de  la  tuperpoiition  des  rffeli  s'.ipplique  sui 
mouveioeDU  vibratoires  dune  masse  gaieu-ï. 
En  effet,  soient  f,,  o,....  ç^,...  dtffèivntra  rté- 
tenmiutioaa  de  la  fondioa  f ,  MtîihiMl  if^ 
réiy>ent  i  i£qaalî«i  (11)  ;  on  ku\  eocora  bm 


de  plus  on  aura  eo  prenant  les  dérivées  partielles  par  report  &'  f,  k  s^^ 


Or  icluque  fonction  f(,f,,,..  cwreqxmd  nn  certain  rooawawMTihca- 
toire  particulier.  La  fonction  •  défloit  le  inoa*ement  TSintoire  réndlMit  de 
la  cfimpOïition  de  ces  mouvements  particuliers  ;  pour  chaque  raleurdu  temps 

(ff    (jç    (fiji 
dx'  dtf   d%' 


t,  diaque   composante  -r 


j-,  de  la  vitesse  d*une  moléculeest  respec* 


le  algébrique  des  composantes  de  m£me  ni 


'  rfi*  dx- 


des  vitesses  de  la  même  molécule  afférentes  aux  divers  mouTemenls  c,, 
ç,...  Les  vitesses  vibratoires  des  mouvements  f,.  9,...,  composées  par  la 
régie  du  polygone  des  vitesses,  donnent  la  vitesse  vibratoire  du  mouve- 
ment <p.  De  même  la  condensation  ^  du  mouvement  total  est  la  somme 
algébrique  des  condensations  correspondantes  à  chaque  mouveiDHit  partiel. 
Ces  relations,  satisfaites  à  l'égard  de  l'ébranlement  initial,  cmilinueront  i 
être  vérifiées  dans  toute  In  suite  du  mouvement. 

Par  exemple,  si  les  fonctions  f 

I  ,,  =  F(i  +  fl()  +  F,(*  — a(), 

¥.=  F,(y  +  <((l  +  Fj(s-<.0,  ' 

f.  =  F.|»  +  o()  +  F,(î-fl(). 

vérifient  séparément  l'équation  (11),  quelles  que  soient  les  fondions  F,  F„ 
F,.'.,  on  la  vérinera  encore  avec  la  fonction 

y  =  F  +  F,  +  F,  +  F»  +  F4  +  F,, 
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'  Cette  décomposition  de  la  fonclion  7  revient  à  admettre,  dans  le  milieu  ga- 
leiix,  la  coexistence  de  six  ondes  sonores,  animées  chacune  de  la  vitesse  a, 
parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés,  et  dans  les  deux  sens.  Les  direc- 
tions des  axes  étant  d'ailleurs  arbitraires,  on  peut  trouver  autant  de  solu- 
tions qu'on  voudra,  en  imaginant  d'autres  ondes  sonores  parallèles  à  une 
direction  quelconque,  mais  toujours  animées  de  la  vitesse  a.  Le  problème  de 
rintégration  de  Téquation  (li),  sous  la  réserve  de  satisfaire  aux  conditions 
initiales  (12),  consiste  donc  essentiellement  à  décomposer  la  vibration  défi- 
itie  par  ces  équations  (12)  en  une  infinité  de  vibrations  infiniment  petites, 
parallèles  à  une  infinité  de  droites  rayonnant  dans  toutes  les  directions  au- 
tour de  Forigine.  Une  fois  cette  préparation  faite,  il  suffira  de  communiquer 
à  chacune  de  ces  ondes  particulières  la  vitesse  a  parallèlement  à  sa  direction 
propre  :  or  c'est  ce  qu'on  fait  dans  l'équation  (13)  par  la  substitution  de 
x+ o^  cosx  à  x,  de  y  +  a<  cos  {X  à  f^,  et  de  2  +  a<  cos  v  k  z.  l«a  somme  S, 
tout  autour  du  point  0,  indique  l'addition  des  fonctions  infiniment  petites  qui 
correspondent  à  chacune  de  ces  ondes.  Pour  revenir  aux  notations  ordinai- 
res du  calcul  inté{;ral,  nous  définirons  la  direction  OP  par  l'angle  C0P=6, 
et  l'angle  ^  du  plan  COP  avec  le  plan  COX.  Nous  aurons  alors  cos  v=cos  A, 
cosX=sintt  cos  «J»,  cos  p.  ==sin  6  sin  ^,  et  dta  =sin  A  d^  d^.  Cette  dernière 
expression  suppose  la  sphère  découpée  en  éléinenls  par  une  série  de  méri- 
diens passant  par  l'axe  OZ  et  définis  par  In  longitude  9,  et  par  une  série  de 
parallèles,  définis  par  la  colalilude  A.  Les  limites  des  intégrations  seront  0 
et  ic  pour  A,  et  0  et  Sir  pour  4».  On  aura  donc 

(14)     f^jz  I  I  tsïneded^V'X'\-ats\necos'l>,  y-i-atf'inOsm^, 

s-{-a/cos6f) 
'^'Lli  T-"*  P"**'8inOrfO</^/'(x-fa/sinecos,/», 

y-\'atsin$sïn^,  s  +  ^^cosO). 

Malheureusement,  cette  forme  de  la  fonction  9,  excellente  ])our  un  milieu 
indéfini,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  des  fonctions  F  et /'pour  toutes  les 
déterminations  réelles  des  variables  x,  y  2,  ne  se  prèle  plus  aussi  bien  au 
cas  où  il  s'agit  d'un  milieu  limité,  parce  qu'alors  les  variables  x,  y,  2,  ne 
pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  <x>  à  +  <x> ,  les  fondions  F 
et  ^  ne  sont  pas  immédiatement  connues,  d'après  les  conditions  initiales, 
pour  toutes  les  valeurs  dex  +  at  cos  x,  y -i-at cos  {x,... 

I     Dans  ce  cas  la  solution  est  beaucoup  plus  difticile.  Les  ondes  sonores  vont 
en  effet  frapper  la  surface  fixe  qui  enveloppe  le  milieu,  et  s'y  réfléchissent 

'  suivant  des  directions  variables  avec  la  forme  et  la  position  de  cette  sur- 
lace. 

Dans  son  mémoire  $ur  Y  application  de»  poteniieU  à  Viiuàe  de  V  équilibre 
et  du  mouvement  de$  êolidee  ilaitiqueê,  p.  354,  M.Boussinesq  a  montré  corn- 
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ment  on  poufait,  par  remploi  des  poientieU  sphériqueg^  intégrer  immédiate- 
ment Véquation  du  jon,  c'est-à-d  i  re  démontrer  la  formule  de  Poisson ,  sans  pas- 
ser par  les  transformations  compliquées  qui  serrent  à  Térifier  que  Téqua- 
tion  (14)  est  Fintégrale  générale  de  Téquation  aux  dérivées  parûelles  (H). 
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S50.  Le  phénomène  de  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  d'an  liquide 
présente  des  lois  analogues  à  celle  de  la  transmission  du  son.  Lagrange  a  dé- 
montré que  la  vitesse  a  de  celte  propagation  est  représentée  par  azzz^'gk^ 
h  étant  la  profondeur  du  canal  rectangulaire  dans  lequel  on  fait  rexpéheDce, 
pourvu  que  le  canal  ne  soit  pas  très  profond,  et  que  le  relief  de  fonde  au- 
dessus  du  plan  d*eau  soit  très  petit.  Celte  formule   est  analogue  à  la  fi«r- 

mule  a=i/-  =  i/— , qui  donne  la  vitesse  du  son  dans  un  ga2  quaD<lon 

fait  abstraction  des  circonstances  calorifiques.  Elle  peut  se  démontrer  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  au  §  240  *.  La  formule  de  La- 
grange  est  le  point  de  départ  des  recherches  sur  le  mouvement  des  vaa^ 
à  l'embouchure  des  fleuves,  sur  les  crues  des  rivières,  sur  la  propagation 
des  remous  vers  l'amont,... 

Parmi  les  vibrations  des  corps  solides,  nous  n'avons  étudié  que  les  vibra- 
tions lon;:iludinal»'s  dos  tiges  prismatiques  et  les  vibrations  des  fils.  Le>  ti- 
bnititnis  iKuisicrsales  d'une  lige  prismatique  pesante ,  posée  sur  deux  appuis 
^JVA-,  donnent  lieu  à  une  théorie  plus  dillicile  ;  Téquation  aux  dérivas 
partielks  à  laquelle  conduit  Tanalyse  de  ce  problème  est  de  la  forme 

a  ei  b  étant  des  constantes,  x  l'abscisse  mesurée  le  long  de  la  tige  dans  soq 
état  nalurel,  et  y  l'écart  transversal.  Cette  équation  s'intègre  à  l'aide  dos 
séi  les  de  .^inns  (  l  de  cosinus  des  multiples  des  variables  indépendantes  /  elx. 
Klle  peut  aussi  s'intégrer  sous  forme  d'intégrale  partielle  *.  La  lixité  de* 
appuis  entraine  le  niou\einent  o  cdlaloire  de  ses  difTérents  points. 

Le  problème  devient  plus  coinjdiqué  si.  au  lieu  de  supposer  à  la  ti^e  un 
poids  constant  iniirorniénient  réparti,  on  la  suppose  parcourue  par  une 

*  M.  df  Saint-Venant.  Comptes  rendus  de  V Académie  des  sciences,  18  joil* 
let  1S7(>. 

•  Poisson,  Mémoire  du  t9  juillet  1819. 
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diarge  mobile,  concentrée  en  un  seul  point  S  ou  étendue  sur  une  certaine  ré- 
gion*. La  solution  n'est  plus  alors  exprimable  par  les  séries  trigonométrie 
ques.  Dans  un  cas  particulier  remarquable,  la  tige,  sous  l'action  d'une 
diarge  mobile  indétiniment  renouvelée,  reste  en  repos,  dans  un  état  do 
flexion  qui  dépend  de  la  masse  en  mouvement  et  de  sa  vitesse'. 

Les  oscillations  des  ressorts,  et  notamment  du  spiral  des  chronomètres, 
dépendent  de  la  théorie  des  vibrations  des  pièces  courbes^. 

Api  es  les  vibrations  des  solides  qui  n'ont,  pour  ainsi  dire,  qu'une  dimen- 
sion» comme  les  fils  et  les  tiges  rigides,  les  physiciens  ont  étudié  les  vibra- 
tions des  surfaces,  qui  comprennent  les  membranes,  surfaces  sans  raideur 
transversale  et  analogues  aux  fils,  et  les  plaques,  ou  surfaces  douées  do 
raideur  et  assimilables  aux  tiges*.  L'équation  du  mouvement  des  mem- 
branes élastiques  est 


)■■ 


M  est  le  déplacement  très  petit  d'un  point  normalement  à  la  surface  do  la 
membrane;  x,  y  sont  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  à  des  axes 
rectangulaires,  c  est  une  constante  qui  dépend  de  la  tension  et  du  poids 
spédÛque  de  la  membrane.  On  retrouve  l'équation  des  cordes  vibrantes  en 
eflaçant  Tune  des  deux  dérivées  du  second  membre.  L'équation  du  mou- 

Tement  des  plaques  contiendrait  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé»  -r-j»-** 

du  déplacement  par  rapport  aux  coordonnées. 

La  résistance  du  milieu  dans  lequel  on  fait  l'expérience  influe  sur  le 
mouvement  vibratoire;  M.  Bourgct^en  a  donné  la  théorie  pour  les  mem- 
branes et  pour  les  tuyaux  sonores. 

Signalons  encore  une  série  d'études  récentes  sur  le  choc  longitudinal 
twu  tige  ou  barre  élastique  prismatique.  Ce  problème  très  complexe, 
abordé  autrefois  par  Navier,  et  repris  dans  ces  dernières  années,  d'abord 
{Mur  MM.  Sébert  et  Hugoniot^,  puis  par  M.  Boussinesq*,  a  été  l'objet  en  der- 
nier lieu  d'une  note  de  MM.  de  Saint-Venant  et  Flamant,  qui  ont  donné 

'  M.  Phillips,  Annales  des  Mines,  1855. 

*  M.  Renaudot,  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1861. 

*  M«  Bresse,  Mécanique  appliquée,  tome  H. 
«M.  PbiUips.  Annales  des  Mines,  1852,  1861,...* 
^  Lamé,  Leçons  sur  l'Élasticité, 

*  CoH^^ies  rendus  de  l'Académie  des  sciences,  8  mai  1871,  20  novembre  1871 . 
'  Comptes  fendus  de  VAcadémie  des  sciences,  14  août  et  30  oclobre  188'2.  — 

Qa  trouvera  aussi  dans  les  Comptes  rendus  du  25  février  1884  une  noie  de 
MM*  Sébert  et  Hugoniot  <ur /a  propagation  d'un  ébranlement  uniforme  dans  wi 
§SU  renfermé  dans  un  tuyau  cylindrique. 

*  Note  ajoutée  à  la  traduction  française  de  la  Théorie  de  Vélasticité  des  solides 
ds  Glebschi  par  MMé  de  Saint- Venant  et  Flamant* 
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une  représentai  ion  graphique  des  lois  du  phénomène'.  Ce  qui  cofliptiqD« 
la  queslion,  c'e^t  que  le  corps  choquant  se  irouse  uni  pendant  la  durée  du 
choc  au  corps  choqué,  t  Le  choc  longitudinal,  dil  H.  deSaînl-Venanl,  s'x< 
coiuptit  Guivaut  des  lois  ayant  des  expressions  analytiques  difTërentes,  ir 
succédant  l'une  i  l'autre  à  des  intervalles  déterminés.  Par  exemple,  les  dé- 
riïéesdes  déplacements  des  di  sers  point  s  de  la  barre  varient  d'un  instant  i 
l'autre.lanlùt  avec  graduations  coni  innés, l.inli\t  par  bonds  considi-rablcs, 
doBiunt  aux  moaTement*  une  empiète  périodiqua  de  l'aequiiilioa  brn»- 
que  do  TitesM  qui  a  éti  faite  au  premier  instant  du  choc  par  TiUiûtal 
beurté.  ■  Cette  théorie  du  choc  longitudinal  dee  tiges  parait  .soae«pt3rie 
de  nombreuses  appticatimi  pratiques.  , 
Enfin,  la  plus  befle  apidicalion  de  la  mAcaniquo  vibratoire  eit  cdla  ^i 

'  en  a  été  faite  1  la  Oiéorie  de  ta  Imùèn,  >on»idérée  comme  le  rteolUl  des 
vibrations  d'un  fluide  de  densité  extrêmement  faible,  rétber,quiîoiienit, 
en  quelque  sorte,  dans  tout  l'univers  où  il  est  répanda,  le  rMed'un  c«rpt 

.  solide  d'une  parfaite  élistîcilé.  Devinée  par  HujgeDS.  soateDoe  depoia  par 
Knler,  appujéo  sur  les  observations  les  plus  précises  de  Toong,  ta  Oéont 
4tt  oudulaHonâ  «  été  définitivement  fixée  par  les  tnvavi  d'Augustin  Fies- 
nel,  et  reste',  avec  la  iMorie  m^congw  de  faeiolrar,  Tiuiedesplwbdta 
conquêtes  scientifiques  de  notre  liAcle. 

'  Complet  rtndtu,  16,  S3,  30  juillet  et  8  août  1883. 


NOTE  ADDITIONNELLE 

SUR   l'expérience   de   greil. 

(TIANSMISSIOH  ÉLICTRIQUI  du  TRATAIL  a  DUTARCH.  ] 


Nous  QTOns  annoncé,  au  paragraphe  270  de  notre  tomelY  (2*  édition), 
la  préparation,  au  moment  où  nous  écrivions  ce  volume,  d'une  grande 
expérience  sur  la  transmission  électrique  du  travail  entre  Creil  et  Paris 
(La  Cliapelle).  Cette  expérience  est  aujourd'hui  en  pleine  activité,  et  elle 
a  déjà  fourni  des  résultats  importants,  que  nous  nous  empressons  de 
publier.  Nous  signalerons  à  cette  occasion  les  divers  changements  qui 
ont  été  introduits  en  cours  d*exécution  dans  les  projets  primitifs  de 
N.Marcel  Deprez. 

Le  ûl  de  cuivre  de  il2  kilomètres  qui  établit  la  communication  entre 
Creil  et  La  Chapelle,  aller  et  retour,  n'a  pas  été  revêtu  dans  toute  sa  lon- 
gueur; un  tiers  environ  est  resté  à  Fétat  nu. 

Ce  fil,  qui  devait  être  unique  et  recevoir  un  diamètre  de  cinq  millimètres, 
a  été  au  contraire  formé  par  la  torsion  de  sept  fils,  qui  à  eux  tous  ont  la 
mèrne  section  ou  le  même  poids  par  mètre  courant. 

Il  devait  y  avoir  deux  réceptrices  à  La  Chapelle  ;  on  s'est  borné  h  en 
installer  une  seule,  ce  qui  limite  à  50  chevaux  la  puissance  que  Ton 
peut  transmettre.  Le  type  des  machines  électriques  employées  a  été 
modifié  à  plusieurs  reprises,  soit  pour  rendre  la  construction,  le  mon- 
tage, le  démontage,  l'entretien  plus  faciles,  soit  pour  faire  disparaître 
certaines  imperfections  que  Texpérience  signalait  dans  les  anciens 
modèles.  Le  diamètre  des  anneaux  induits  a  été  diminué  :  il  était  d*abord 
de  l".>iO  pour  la  génératrice  et  de  0",93  pour  la  réceptrice;  il  est  main- 
tenant de  O'JbS  pour  la  génératrice  et  de  0*,58  pour  la  réceptrice.  La 
ivdiiclion  du  diamètre  des  anneaux  mobiles  a  conduit  à  allonger  les 
noyaux  des  électro-aimants  inducteurs,  pour  remplir  le  vide  annulaire 


sors  ADnmo:(-Nn.T.K 

qni  wrail  râsatlé  de  b  conlraction  opérée  dans  la  pic-ce  cpnlral 
Buchioe. 

Le  evadére  k  plu  ranarqoiible,  au  point  de  vue  de  la  marche,  Sa 
nouvelles  machineseslla  faible  lilesse  angulaire  qu'elles  reçoheni,  com- 
pu<éeà  celle  des  machines  Gramme,  et]a  faible  vilesse  linéaire  que  pren- 
nent les  anneaux  induits  à  ietir  circonférence  eilérieure. Le 25  marsIâSO, 
par  exemple,  la  rilesse  aiigul;iire  de  l'induit  à  Creii  était  de  180  loun  par 
minute,  ce  qui  correspond  à  une  vitesse  linéaire  périphérique  de  7  mélm 
eDtirou  par  seconde.  A  La  Cliapelte  l'atineau  de  la  réceptrice  faisait  au 
même  moment  350  tours  par  minute,  et  sa  litesse  périphérique  s'éleuil 
à  T^iSO  par  seconde,  soit  sensiblement  la  même  vitesse  que  l'iaduit  de 
ta  géflérxtrice.  Dans  ces  conditions  le  travail  transmis  à  l'anneau  de  la 
réc^tric«  s'élenit  à  51  chctaux  utiles. 

&  Oeil  et  à  La  Chapelle  on  a  adjoint  aux  mnchinee  principales  des 
machines  rxcîUilriea,  qui  soni  deslisées  i  développer  le  champ  magné- 
tique des  inducteurs.  L'excitatrice  de  Cretl  est  une  petite  machine 
Cramme,  mise  directement  en  mouvement  par  la  machine  à  vapeur 
moirice.  A  Li  Chapelle,  on  a  d'abord  employé  une  locomobîle  spéciale 
pour  mouvoir  l'excitatrice,  au  moins  au  départ,  et  créer  par  là  le  champ 
magnétique  de  l'inducleur,  au  moyen  d'un  courant  qui  n'avait  rien  de 
commun  avec  le  courant  principal.  On  est  parvenu  depuis  à  suppri- 
mer cette  machine  a  vapeur  au\iliaire,  et  à  prélever  le  travail  de  l'excitt- 
(rice  sur  le  travail  total  transmis  de  Creil  à  Paris  par  le  (il  électrique. 
Pour  le  démarrage  de  la  réceptrice,  on  commence  par  faire  passer  le 
courant  venant  de  Creil  dans  les  inducleurs  de  cette  machine.  L'anneau 
se  met  aussitôt  en  mouvement,  sa  rotation  s'accélère  rapidement,  et 
bicnlAI  la  vitesâ«  de  régime  est  obtenue.  Ou  tourne  alors  un  commutatear 
spécial,  qui  intercepte  la  communication  des  inducteurs  avec  le  circuit 
principal,  el  réiablit  avec  le  courant  de  l'excitatrice.  Ce  dernier  courant 
est  toujours  à  basse  tension,  de  sorle  que  les  inducteurs  sont  parcourus 
par  un  courant  de  tension  beaucoup  moindre  que  h  tension  du  courant 
qui  parcourt  les  iiiduits.  Le  jeu  du  comraulaleur  modille  profondi^nent 
l'étal  électrique  de;  oi^anes  en  présence,  sans  qu'aucune  étincelle  inaui. 
lesle  au  dehors  une  pareille  modilicaliDu. 

Les  résialances  des  diverses  parLes  de  la  transmission  peuvent  éu^ 
évaluées  comme  il  suit  : 

GfatnATRKi.       inneaui  iodulls 

laductenra 

Lbi« 

RLtErTBKK.  Anneaux  induits 

Inducteurs 

^^  Lorsque  la  transmission  se  prolonge  pcndauttilusiËuri  faeurei,  « 
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State  un  léger  accroissement  de  la  résistance  des  anneaux  :  elle  passe» 
pour  les  anneaux  de  la  génératrice,  de  27  olims  à  30  ;  pour  ceux  de  la 
réceptrice,  de  56  ohms  à  45;  ces  augmentations  correspondent  à  5  heures 
environ  de  marche  continue. 

Nous  donnons  ici  les  relevés  sommaires  des  mesures  prises,  tant  & 
Pans  qu*à  La  Chapelle,  pendant  deux  expériences. 

Les  mesures  à  prendre  consistent  à  déterminer  pour  chaque  machine, 
à  un  même  instant  et  à  plusieurs  reprises  pendant  la  durée  de  la  marche: 

1*  Le  nombre  de  tours  des  induits  par  minute; 

S*  Les  données  électriques,  savoir  rinleusilé  du  courant  et  la  force 
électromotrice  ; 

3*  Enfin  les  données  mécaniques ,  savoir  :  les  travaux  dépensés  pour 
créer  et  entretenir  les  champs  magnétiques  des  inducteurs,  ceux  qui  cor« 
respondent  à  la  production  du  courant  principal,  enfin  les  travaux  méca- 
niques proprement  dits,  c'est-à-dire  le  travail  moteur  fourni  à  Creil,  et  le 
travail  recueilli  à  Paris.  * 

Eî 
Les  travaux  électriques  sont  calculés  par  la  formule  =^,  où  E  est  la 

force  électromotrice  et  I  Tintensité  du  courant.  Les  travaux  mécaniques 
sont  mesurés  au  frein,  et  le  rapport  du  travail  recueilli  au  travail  dépensé 
est  le  rendement  de  la  transmission  à  distance.  Il  a  varié,  dans  les  deux 
expériences  que  nous  reproduisons,  de  39  à  43  pour  100  pour  Tune,  de 
40,7  à  43,6  pour  100  pour  Tautre. 

Les  calculs  des  travaux  électriques  pour  Taimantation  des  inducteurs 
et  la  production  du  courant  sont  purement  théoriques  et  supposent  la 
perfection  des  organes  électriques  auxquels  on  les  applique.  En  réalité 
ces  calculs,  où  Ton  néglige  les  pertes  accessoires,  conduisent  à  une  limite 
inférieure,  et  la  production  du  courant  exige  plus  de  travarl  que  la  for- 
mule neTindique.  On  constate  toujours,  par  rapport  aux  évaluations  théo- 
riques, un  certain  déchet,  qu'on  ne  sait  comment  justifier  théoriquement, 
et  dont  la  loi  n'est  pas  encore  connue.  L'ensemble  de  ceâ  pertes  est  du 
reste  peu  considérable. 
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NOTE  AnniTIOSSELLE 


La  Torce  eonlre-éleetromotricf.  doni  l'évalualioi)  est  portée  i\mt  \> 
dixième  colonne  des  lableauï,  est  la  force  électro motrice  due  au  inrai- 
vemenl  de  l'anneau  induit  par  rapport  aux  inducteurs  dans  la  macliiiM 
réceptrice,  et  qui  produit  dans  le  circuit  un  courant  de  sens  inTer»«a 
celui  qu 'j'envoie  la  génératrice.  Le  counnl  cousialê  dans  le  circuit  ii'e.t| 
que  la  différence  des  deuï  courants  contraires  qui  y  coexistent  en  realirc 
11  serait  plus  eiacl  de  donner  à  la  force  conlre-i'lectromotrice  le  nom  de 
foiec  électroiiiotrice inverae. 

Si  l'on  rapproche  les  nombres  portés  dans  la  Irotsîénie  et  la  neuvième 
colonne  de  ces  tableaux,  on  reconnulL  que  l'intensilè  du  conraul,  raesurn' 
fi  Creil  et  â  l.a  Chapelle  en  même  temps,  a  à  peu  près  la  même  nieur 
aux  deux  bouts  du  circuit, et  que  parfois  même  elle  est  plus  grande*  U 
Chapelle  qu'au  point  de  départ.  Ce  dernier  résultat  est  évidemment  inad- 
missible, et  doit  èlre  attribué  à  l'imperfection  des  appareils  de  mesure  qui 
ont  servi  à  le  constater,  La  comparaison  des  deux  colonnes  n'en  montre 
pas  moins  que  la  perle  due  à  ta  transmission  le  long  du  fd  est  de  l'onln^ 
de  grandeur  des  erreurs  dues,  aux  instruments  dont  on  fait  usage,  rt 
qu'elle  est  tout  à  fait  insensible.  Ce  fait  a  été  obseroé  k  plusieurs  re- 
prises, même  après  des  pluies  prolongées  qui  pouvaient  compromettre 
l'isolement  du  fil  conducteur. 

a.  Marcel  Deprez  a  rendu  compte  à  l'Académie  des  sciences,  dans  s» 
séance  du  14  décembre  1885,  des  phénomènes  observés  pendaitt  la  con- 
slruclion  des  machines  électriques  destinées  à  l'expérience  de  Creil.  Nous 
résumerons  ses  conclusions  ; 

i"  Les  lois  de  l'induclion  n'éprouvent  aucune  perturbation,  quelles  que 
soinnl  la  grandeur  des  machines  et  la  dimension  de  leur  champ  magné- 
tique; 

a"  Li  telf-induelioH,  par  laquelleon  cherche  iiexpliquer  les  perles  ae«v 
soires  observées,  n'a  pas  plus  d'jraporlaace  dans  les  grandes  machiner  i 
.  nombreux  tours  de  111  que  dans  les  petites  machines  à  faible  noiuttrv; 
celte  conclusion  était  déjà  mise  en  évidence  par  la  comparaison  'le 
diverses  machines  Gramme,  montées  les  unes  avec  un  petit  nombre  île 
mètres  de  gros  01,  les  autres  avec  une  grande  longueur  de  fil  fin;  elles 
ont  présenté  le  même  cneflicient  de  perle; 

3°  Les  travaux  engendrés  par  le  mouvement  du  magnélisuie  dêjak 
1er  doux  restent,  dans  toutes  les  machines,  k  peu  prés  négligeables; 

i'  Les  étincelles  aux  balais  qui  donnent  passage  au  courant  produil. 
peuvent  toujours  èlre  évitées  en  établissant  une  relation  comenabl^ 
entre  h  puissance  du  champ  magnétique,  l'intensité  du  courant  dè>e- 
loppé,  et  la  position  des  balais.  Les  machines  à  haute  tenuou,  qui  déie- 
loppent  descourants  de  faible  intensité  relative,  sont  k  ce  point  de  ne 
plus  favorables  que  les  autj-eg  i  la  transmission  de  l'énergie. 

L'expérieore  de  Creil  est  aujourd'hui  en  pleine  activité  ;  il  reste  k  l'étD- 
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(lier  au  point  de  vue  industriel,  et  notamment  à  déterminer  le  prix  de 
revient  du  transport,  abslraction  faite  de  tous  les  tâtonnements  qui  ont 
conduit  à  l'installation  actuelle  et  de  tous  les  frais  afférents  aux  appareils 
de  mesure. 

Une  étincelle  s*est  produite  pendant  Texpérience  du  7  décembre  1885 
et  a  un  instant  entravé  la  marche  des  machines.  Il  faisait  ce  jour-là  un 
vent  violent,  avec  rafales  de  pluie.  Cette  étincelle  a  éii  la  conséquence 
d'un  mélange  accidentel  de  flls  sur  la  ligne;  le  fil  de  l'expérience,  dans 
sa  partie  revêtue  de  plomb,  a  été  porté  au  contact  avec  le  fil  du  bureau  de 
l'artillerie  à  Saint-Denis  ;  le  courant  a  éprouvé  une  dérivation  brusque  ; 
une  partie  s'est  jetée  dans  le  fil  allant  à  Saint-Denis,  où  elle  s'est  mani- 
festée par  certains  désordres.  A  La  Chapelle  on  a  constaté  la  production 
subite  de  fortes  étincelles  :  c'est  en  général  ainsi  que  se  traduit  tout 
changement  brusque  de  l'état  électrique  des  circuits.  L'électricité  demande 
à  être  maniée  avec  une  grande  douceur,  et  en  évitant  soigneusement 
tous  les  chocs.  L'accident  du  7  décembre  1885  était  dû  simplement  k 
un  défaut  d'isolement  de  la  ligne;  on  a  corrigé  ce  défaut  de  manière  à 
rendre  impossible  le  retour  d'un  pareil  accident. 

Cet  exemple  fait  voir  que  la  double  enveloppe  du  fil  dans  les  parties 
revêtues  n'empêche  pas  la  dérivation  du  courant  de  se  produire  lorsque 
le  fil  vient  en  frapper  d'autres,  car  alors  la  chape  de  plomb  se  coupe,  et 
le  contact  mébllique  s'établit.  I^  ^^^  nu,  qui  a  un  poids  beaucoup 
moindre,  qui  donne  moins  de  prise  au  vent,  peut  être  placé  plus  haut, 
recevoir  de  moindres  flèches  et  présenter  en  somme  de  plus  grandes  ga- 
ranties d'isolement,  surtout  au  point  de  vue  des  mélanges  accidentels 
avec  les  fils  'télégraphiques.  La  meilleure  précaution  à  prendre  pour 
éviter  ces  mélanges  est  encore  d'éloigner  le  fil  de  la  transmission  des 
autres  fils  au  contact  desquels  il  pourrait  être  amené  par  le  vent. 

En  définitive,  l'expérience  de  Creil  peut  déjà  être  considérée  comme 
ayant  parfaitement  réussi;  elle  montre  la  possibilité  de  transmettre  à  des 
distances  de  55  kilomètres  une  puissance  qui  a  dépassé  80  chevaux, 
avec  un  rendement  de  40  pour  100  en  moyenne,  et  dans  des  conditions 
de  durée  qu'on  n'avait  pas  encore  réalisées  dans  les  expériences  anté- 
rieures. 

Paris,  28  mars  I88G. 

ÉD.  C. 
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Page  636,  ligne  21  : 
Au  lieu  de  M,  Fleming  Jenkinêf  lire  M.  Fleeming  Jenkin. 

Tome  III. 

Page  613,  4*  ligne  en  remontant  : 

Au  lieu  de  dans  notre  quatrième  volume,  lire  dans  notre  cinquième 
volume. 

Même  page,  dernière  ligne,  au  lieu  de  (lY,  §  254),  lire  (Y,  §  88). 

Tome   Y. 
Page  268,  3'  ligne  : 

Au  lieu  de 

Lire 
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Page  354,  ligne  4  : 
Au  lieu  de 

Lire 
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INDEX  ALPHABÉTIQUE. 


Les  renvois  indiquent  les  pages  des  divers  volumes,  et  se  rapportent  à  la  troisième 
édition  du  tome  I*%  et  à  la  seconde  édition  des  suivants.  —  Les  cbiffires  romains  indi- 
quent  le  volume,  les  chiffres  arabes  la  page.  Quand  plusieurs  renvois  consécutifs  s'a|i- 
pliquent  à  un  mémo  volume,  le  numéro  de  ce  volume  peut  être  sous-entendu  pour  les 
renvois  qui  suivent  le  premier. 


Ahatage,  I,  427. 

Aberration  de  la  lumière,  I,  101. 

Accélération  :  —  tangentielle,  I,  33  ; 

—  totale,  121  et  sui?.  ;  —  dans  le 
mouvement  circulaire  uniforme,  1 20  ; 

—  dans  le  mouvement  curviligne, 
124;  dans  le  mouvement  projeté,  130; 

—  en  coordonnées  polaires,  154;  — 
de  glissement,  —  tangenticUe,  — 
centripète,  —  complémentaire,  155  ; 

—  centrale,  175;  —  totale,  lorsque 
la  vitesse  aréolaire  est  constante,  164; 

—  complémentaire,  273;  —  centri- 
fuge composée,  283;  —  dans  le 
mouvement  relatif  et  dans  le  mou- 
vement épicycloïdal,  273,  200,  206  ; 

—  dans  le  mouvement  épicycloïdal 
sphérique,  312  ;  —  d'ordres  supé- 
rieurs au  premier,  513;  —  III,  3; 

—  due  à  la  pesanteur,  7,  16;  — 
angulaire^  385  ;  —  théorème  de  1*  — 
angulaire  généralisée,  lY,  28;  —  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune,  Y, 
340. 

Acide  carbonique,  lY,  160. 

Action^  II,  6;  III,  2;  — du  vent  sur  les 
girouettes  mobiles,  I,  00;  —  tbéo- 
rème  de  la  moindre  —,  III,  02, 308; 

—  directe,  lY,  332  ;  —  s  mutuelles 


des  corps  tournants.  lY,  18  et  suiv.  ; 

—  des  courants  électriques,  lY,  458. 
Adiabatique  (ligne),  lY,  237. 
Admission,  Vi,  275  ;  —  anticipée,  342. 
Aiguille  aimantée,  lY,  440. 
Aiguilles  d'une  horloge  (problèmes  sur 

les),  V,  8. 

Ailettes,  I,  468. 

Aimantation  à  distance  par  les  machi- 
nes dynamo-électriques,  lY,  445. 

Aires  (tliéorème  des),  I,  156  ;  111,  72, 
270;  ~  évaluation  des—,  II,  320. 

Alenbert  (d*),  III,  235,  312,  610;  lY, 
308. 

Alimentation  des  moteurs  animés,  IV, 
202. 

Aliments  plastiques,  —  respiratoires, 
lY,  203. 

Alluchons,  I,  348. 

Alysséide,  II,  328. 

Ampère,  I,  3;  lY,  430. 

Ampère  (unité),  IV,  438. 

Amplitude  du  jet,  III,  28,  022. 

Ansler,  II,  316. 

Analogie  entre  les  forces  et  les  rota- 
tions, les  couples  et  les  transla- 
tions, II,  70,  03. 

Ane  (travail  de  T),  lY,  200. 

Angle  de  contingence,  I,  131  ;  —  de 
deux  directions  dans  Tespace,  I.  80; 

—  d'avance,  I,  444;  ~  du  frotte 
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mont.  II,  154  ;   ~  de  réfraction. 

d'iDcidenct,    11,    I)t5;   —    division 

d'uD  —  en  parties  agiles.  II.  109. 
Anneau  de  Saturne.  V.  183. 
Aaïuawc,  I.  335. 
Anomalie  ctcciili'iqup.   111.    113;   A', 

31*  :  —  inie.  V,  27i  ;  —  moyenne. 


d'un  globe  loumtat 
>  psriiculier  de  la  lai 
-  du  globe 


Aplalit./-m 

d'atlraci. 
lerrcMK.  183. 

ArOLuraivi,  III.  109. 

Appareil  réciprocsteur  de  H.  Teaii- 
cchi^r,  I.  443  :  —  de  K-  llarl,  — 
de  H.  Perrolai.  537.  538;  —  pour 
l'obî'crraUan  des  mouvemcnls.  47D  i 
—  seiircgiïlreurs.  483;  —  du  géné- 
ral Itarïn,  484;  —  de  H.  Benlabol. 
539  ;  —  à  équilibre  indilTérent  de 
11.  Ueprei,  II,  307:  —  Hicci.  IV. 
Mj  ;  —  régulateur  de  la  trunsinit- 
sion  Ëlectri4ue,  458. 

AmLL,  V,  30H. 

Appliealiaa  du  Ihéorèiue  de  Corîolis. 
1.  383;  —  du  joint  universel  gui 
presses  tjpognpliiques,  4fli;  ~  Ae 
Il  slntique  i  !■  dnéinalique,  II. 
311  :  —  de  la  statique  i,  la  gikiinË- 
Irie,  11,  paâiim  ;  —  a  de  la  IhËorie 
de  la  composition  des  forces  con- 
courantes, l[.  35  ;  —  des  lorees  pa- 
rallèles,  43,  50  ;  —  àet  momenU. 
G5  ;  —  de  la  mélhode  de  Jicobï  au 
problème  de  l'équilibre  d'un  ni.  V, 
3118. 

Appliquée  (Kécnnlque),  II,  143. 

Approximative  (formule)  du  générai 
toncelct.  II.  43!  ;  substitution  — 
d'une  ronciion  linéaire  I  nu  radical 
de  la  foroie  yji,*  -\-y'.\\:  —  1  un  i-a- 
dical  de  11  forme  \jj?  —  y'.  II.  I1S4. 

Apiidet  (Uéplacement  des),  III,  DIO. 

Arbit  tournant,  1,  331  ;  —  teriical. 
323  ;  —  de  lour,  333  ;  —  de  Kurlï, 


534;- 


.Ir 


y,  334. 


d'approche,  —  de  l'eli'ailc,  I,  37 1  ; 
-  de  glissement,  I,  369,  35(),  SIC  ; 
-sd'elbpse.  II,  544. 
-boulemenl.  I,  351;   II,  100,  4:i7. 


Arréi  d'un  corps 

339,  398;  —  d'une  machine,  It,  'J. 
AuioiiïàL  (a'j.  tV.  46a. 
Articulation  sphérïque,  —  Cflindriqur, 

II,  179. 
ArticuUt  Itjisièinet].  Il,  SM.  579. 
A—emblage  ù  la  Clnlaii,  I,  483. 
Amta,  V,  73. 
Atymplota  lie  l'Iijperliole,  I,  110. 

—  vcclicale  de  la  tr«j«cioif«  d'un 
projectile,  III.  Hi. 

Attraclian.  111,  34,  36.  83.  101.  133. 
373,  G13:1V,  3D4;  V,  IIS;  —  mw- 
laniemie,  V,  119,  (41,  319;  — da 
sphéT«E,  U,  335;  T.  t33  ;  —  ^a- 
poriionnclle  i  la  distance,  II,  153. 
333;  T,  lis  ;  —il.  surface  dnto- 
leil.  III,  3ai:  —  des  e»ips<AteKT. 
138,  143.  143.  14(1,  l&S;  —  d'ao  c]- 
liodre  circulaire  ûiddiliii.  If,  1SB;  — 
d'un  cylindre  droit  sur  un  pMtit  et 
sonate  défigure.  T,  133. 

Altracliiv4  (forces).  II,  8. 

Alitood,  111,  17,  547. 

.4[>aiice  angulaire.  I,  444;  IV.  3*0. 

Afialion.  IV,  394,  4(6. 

Axe  d'une  rotation,  I,  339;  —  inUH- 
tané,  331  ;  —  iaslaotaoê  gtiivM. 
333;  —  îoEUnlaDéducroiiillaaibm 
le  joiot  uniTerset,  458  :  —  de«  m» 
ments.  U.  U;  —  d'un  couple.  11. 
75;  —  central,  11,88;  — detnwoMnli 
des  quantités  de  mouTetneal,  Ilt,37î  : 
grand  —  de  l'orbite,  UI.  374;  nou- 
vement  d'un  solide  sutoiir  d'un  — 
aie.  III.  383  ;  ~  d'Inertie,  lit.  30:); 

—  naiurel,  111,  433,  630.  633;  - 
(l'oKillaiion  du  pendule  compote,  lU, 
430,  493. 

.iTi'ont;  au  sujet  du  mou*eraeo(  t\ 

tir,  I,  92. 


peinte-     I 


BiEHn.  V,  SI. 
Bague,  1,438. 
BtiLLï,  111.438;  IV,  . 
Balance,  II.  3tiU  :  — 

romaine.  374  ;  —  de  Quinleii*.  SM; 

—  de  Roberval,  3*3  ;  —  1  i-é»audre 

\e<>  équations,  401  ;  —  ^rowopique, 

III.  53.'). 
liaUmciar.  I,  433;  —  d'un  danwur  de 
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corde,  lY,  65;  —  machine  S  vapeur 

à  —,  h%  324. 
Balistique  intérieure,  III,  603  ;  lY,  565. 
Ballon  dirigeable,  lY,  406. 
Banc  à  broches,  I,  468. 
Barométrique  (nivellement),  lY,  145. 
Bataille,  I,  534. 

Battage  des  pieux,  III,  586;  lY.  312. 
Batterie  (éléments  réunis  en),  lY,  431. 
B£LARGEfi,  III,  128,  295. 
BiLuwR,  II,  392. 
Belleville  (chaudière),  lY,  415. 
Bexoist,  IY.  457. 
Bektabol,  I,  529. 
BiRAAD,  11,394.404. 
Berxoulli,  m,  129  ;  —  (Daniel),  lY,  205, 

208. 
Berthot,  y,  129. 
Bertrahd,  I,  138;  III,  377,  615;  V,  70, 

277,  310. 

BÉTHASCOLliT,    I,  327, 

Bielle  et  manivelle,  1,  422;  —  et  mani- 
velles inégales,  205,  429  ;  —  d'ac- 
couplement, 432;  — renversée,  IY, 
333. 

Billet  d'ivoire  (choc  de),  III,  582. 

BinaireM  (forces),  II,  8. 

Bloom,  I,  534. 

Bobine  Siemens,  IY,  443. 

BOCHET,  III,  614. 

Bohnenberger  (appareil  de),  III,  525. 

Boite  à  poids,  II,  371. 

BoiU  à  étoupes,  IV,  315;  —  de  disiri 
bution,  320. 

Bombement  des  poulies,  I,  414. 

Bord,  Y,  183. 

Boomarang^  II,  620. 

BORAA,  II,  371. 

BoDGUER,  IY,  192,  401. 

Boulon»,  I,  321, 

BouR  (Edmond),  I.  119,  557,  591,  421; 
II,  578;  m,  528. 

BouRDO.t,  I,  552. 

BOURGET,  Y,  475. 

BoDssufESQ,  m,  613;  Y,  254,  475,  475. 

Brachistochrone,  111,  176,   209. 

Bradlet,  I,  265. 

Breu  d'une  roue  dentée,  I,  570;  — 
porte-train,  380. 

Brin  d'une  courroie,  I,  414;  —  con- 
ducteur, —  résistant,  419. 

Broche,  I,  468. 

Brocot,  I,  377. 

Brouette,  II,  488. 


Cabestan,  II,  451. 

Câble  de  M.  Hirn,  ou  lélodvnaniique, 

I,  415;II,  624;IY,  457. 
Cailletet,  IY,  405. 
Callakdread,  y,  182. 
Calorie,  IY,  222. 

Cflwr»,  1,393,  594;  111,594. 

Canon  sans  recul  de  Harding,  IY,  570. 

Capillarité,  IY,  12i. 

Capital,  IV,  4. 

Caractère  individuel  de  la  loi  d'attrac- 
tion ncwtonienne,  111,615;  Y,  161. 

Caractéristique,  I,  228;  —  s  de  la 
poudre,  IY,  428  ;  fonction  —  d'un 
fluide,  IY,  280. 

Cardan,  I,  405;  II,  579;  III,  483,487. 

Carsot,  h,  59;  IY,  14;  théorème  de 
—,111,589. 

Carnot  (Sadi),  IY,  257,407. 

Carpe!«tier,  II,  603. 

Gassi!ii  (Dominique),  V,  185. 

Gatalan,  Y,  395. 

Cataracte,  IY,  350. 

Caucht,  IY,  139;  Y,  241,  550. 

Cause  d'un  phénomène,  à  distinguer 
de  l'occasion,  IY,  575. 

Cautuorke  Unwi.n,  IY,  389. 

Gavé,  IY,  353. 

Gavexdish,  III,  454. 

Centre  instantané  de  rotation,  I,  194  ; 

II,  211;  —  des  accélérations  dans 
le  mouvement  épicycloïdal,  1, 299:  — 
d'oscillation  du  tiroir,  445;  —  de 
courbure  des  épicjcioïdes,  509;  — 
des  forces  parallèles,  11,42,  100;  — 
de  gravité,  II,  228,   255;  111,265; 

—  de  gravité  d'un  volume,  198,  257  ; 

—  d'une  surface,  259  ;  —  du  prisme, 
261  ;  —  du  trian^île,  53, 259,  265  ;  — 
des  polygones,  263,  270  ;  —  du  tra- 
pèze, 266;  —  du  quadrilatère,  268 

—  d'une  droite  non  homogène,  271 

—  d'un  segment  parabolique,  272 

—  d'un  segment  de  cercle,  274;  — 
d'un  arc  de  cercle,  277  ;  —  d'un  sec- 
teur circulaire,  291;  —de l'hélice, 
292  ;  —  de  la  zone  sphérique,  294;  — 
d'un  fuseau  sphérique,  296  ;— du  cône 
et  de  la  pyramide,  298  :  —  d'un  seg- 
ment de  sphère,  305  ;  -  d'un  para- 
boloïde  de  révolution,  506;  —  delà 


twHMl».  «T.  SI;  —  davoic^  M; 
■  i,f,Hl. 

CAajM-AH  I.  ya. 

Cauus.  l.i*f,bl»:  II.  I«.  âiS:  V. 

IJ»  et  fDÎT. 
CJUmm,  I,  3«0. 
CAaw/n^,  IT.  315.  413:  —  lubuUin. 

355:  —  Fidd.  —  SulMT,  413  :  —  Brl- 

leTille.  413. 
Catiai.  m.  6Î9. 

ClKmùe  de  Tipeur.  IV.  319,  415. 
Ckmil  [uanil  du).  IT,  3Mi    —  -n- 

r.hoe.  III,  576  el  soit;  62t«tsniv:  — 

km^lDdiml  d'ane  Uge  élastique,  V. 

475. 
Cliroiiograplu  de  ■-  ■•liin  de  EtrtUe^. 

[.488: -de  I.  SchOlU,  489. 
CMrVKomftrr,  I,  3, 4><fl  ;  —  i  poJnUge. 

481). 
(Utule  il'aD  cor(,i  petinl,  I.  4T  ;  UI  :  — 

d'Due  grande  hanteur.  1)1,  3i7. 
animatiquf.  I  ;  U,  31 1  ;  V.  I  et  suIt.: 

—  des  fluidef,  V.  84. 
CirrVHffrrnce  de*    iaOeiioDS,  I,   3S0; 

—  B  primiiiTes  (eDgrenaKe*).  333; 

—  pirlagede  la  — m  parties  égales. 
11,200. 

CircMlalion  (ritesse  de).  1, 83,  85. 
CuuuiiT,  II.  541. 


lèrali<HI  totale,  1S3;  —sd^nefont. 
11,4  ;  —  s  de  la  force  ceatrifiige  coot- 
posée,  111,  330;  —  •  de  l'aitractHNi 
exercée  sur  du  point  matériel,  ï. 
116,  130. 
l'MwtpotUion   de  droite*  floiei,  1,  US: 

—  des  DWUTemantt  étémenlaiiu, 
338  elMiÎT.;  —des  force*,  11.3. 
33;  —  des  forces  eonco.irantes.  It 
et  SUIT.,  607;  —  des  ronet  psnl- 
lële^  36;  T.  30;  —  des  eooplci, 
76;  — des  Ibtcet  d'ioertie,  111,367: 

—  des  forces  d'ioertM  d'un  corp) 
lounMBt,  413;  —  des  quantités  de 
mouiemenl,  366,  375,  436. 

Comchfide.  I,  ICO,  IBO;  Y.  44. 

r^lH/eOMKT,  IV,  315. 

f;ai>^iliaiurelatiTe3auiliitiites(fajdro- 

dynamiqne},  IV,  163. 
CôKt  du  troUement,  II,  135. 
ConjoiutiOH  des  plaoéte»,  1,  lOt:  — 

du  soleil  et  de  la  lune,  IV,  153. 
ConMTMiion   des   forces   n«es,  III. 

303. 
Comlante*   canmiiques.  —    DS'jelki, 

V,  337,  543. 
ConifnictJoH  de  Sararr,  I.  34t,   511. 

310;  —  dn  lieu  des  eaatres  dé  gn- 
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vite  des  arcs  de  cercle,  II,  283, 288  ; 

—  du  centre  de  gravité  des  aires 
planes,  322. 

CosTi,  III,  614. 

Contrepoids,  IV,  60  et  suiv.  ;  —  pour 
une  manivelle  à  simple  effet,  68, 
82  ;  —  à  double  effet,  71  ;  —  pour 
une  manivelle  double  à  double  effet, 
75  ;  généralités  sur  les  — ,  77  ;  — 
destinés  à  augmenter  la  stabilité  des 
machines,  87,  02  ;  —  compensateur 
des  câbles  dans  les  machines  d*ei- 
traction  V,  56. 

Contre'vapeur^  lY,  98,  419. 

CoordonnéeM  d'un  point  mobile,  I,  55  ; 

—  polaires,  84. 
Coquille,  \,  321,  422  ;  II,  440. 
Cordes  vibrantes,  V,  427. 

CoRioLis,  I,  276;  III,  128,  317;  V. 
218. 

Cjorliss  (machine],  lY,  414. 

Cornouailles  (machine  de),  lY,  528. 

CoR5D,  III,  438. 

Carjts  déformables,  V,  219;  —  homo- 
gènes et  d'élasticité  constante,  210. 

CAmnus  d'un  angle  infiniment  petit, 
I,  82. 

CoDCH,   lY,  88. 

Coulisse  de  Stephenson,  I,  440  ;  lY, 
345. 

Coulisseau,  I,  440. 

CooLOMB,  II,  151,  481  ;  III,  434. 

Csoulomb  (unité),  lY,  438. 

Couple,  II,  53,  70  ;  —  résultant,  86  ; 

—  instantané  (effet  d'un)  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe,  III, 
475. 

<Ànq>s  de  collier,  lY,  230. 

Courant  électrique,  I,  481;    lY,  430; 

—  s  de  Foucault,  lY,  456. 
Courbe  des  espaces  I,  18  ;  Y,  7  ;  —  des 

vitesses,  23  ;  —  des  accélérations  tan  • 
gentielles,  34,  448  ;  —  d'évidement 
(engrenages),  347  ;  —  s  roulantes,  I, 
307,  Y,  23;  —  s  dérivées,  402;  — 
en  cœur,  403  ;  —  à  longue  inflexion, 
434,  436,  521  ;  —  des  espaces  en 
coordonnées  polaires.  Y,  4;  —des 
vitesses  en  fonction  des  espaces.  Y, 
21  ;  —  de  poursuite.  Y,  21;  — s 
funiculaires,  II,  500  ;  Y,  06  ;  —  de 
sûreté,  III,  30,  604. 

Courbure,  I,  131  ;  III,  130. 

Cxiurroie  sans  fin,  II,  587. 


Coussinet,  I,  .321. 

Crapaudine,  I,  323  ;  —  i  arcade,  324. 

Création  de  valeur,  lY,  15. 

Crémaillère,  I,  354. 

Crevo.na,  II,  636. 

Creux  (engrenages),  I,  368. 

Cric,  II,  433. 

Croisillon,  I,  433. 

Culbuteur  de  Hardy,  111,526. 

CULMANH,    II,    636. 

Culot,  I,  323. 

Cycles  (chaleur),  lY,  228;  —  directs, 

—    inverses,   228  ;  —    de    Carnot, 

237,  2i0,  258. 
Cyrloide,  I,  208 ,  285  ;  llï,  167  ;  Y,  27. 
Cylindre  de  soulèvement,  I,  324. 


I) 


Daxiell  (pile  de),  lY,  430. 

Darboux,  III,  613,  624;  V,  100. 

Davy,  IY,  407. 

Dkbire,  I,  443. 

Décomposition  de  l'accélération  to- 
tale suivant  la  tangente  et  la  nor- 
male principale,  I,  132;  —  ana- 
lytique de  l'accélération  totale,  141; 

—  du  mouvement  élémentaire  d'un 
solide,  231  ;  —  de  l'accélération 
complémentaire  suivant  les  trois 
axes,  276  ;  —  de  la  force  en  deux 
composantes ,  l'une  tangentielle , 
l'autre  normale  à  la  trajectoire,  III, 
23  ;  —  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  284  ;  —  des  forces 
vives,  301. 

Déformation  du  sphéroïde  terrestre,  V, 
196  ;  —  d'un  solide  élastique,  229; 

—  élémentaire  des  solides.  Y,  236  et 
suiv. 

Degrés  de  la  marée.  Y,  200. 

Deladnat,  II,  537  ;  V,  201,  349,  363. 

Démonstration  analytique  des  lois  du 
déplacement  d'un  solide,  1,  497  ;  — 
des  lois  du  déplacement  d'une  fi- 
gure   plane  dans  son  plan,  501,  Y; 

—  élémentaire  de  la  formule  de  la 
vitesse  du  son  dans  les  barres  élas- 
tiques, Y,  446. 

Densité  des  vapeurs,  IY,  263;  — 
moyenne  du  globe  terrestre,  IY, 
438;  —  des  couches  du  globe  ter- 
restre. Y,  170,181. 


^         m                                        IMDEX  ALPHAIlÉTIQrF; 

^^H          lienU  d'engiviiage.  I,  Û9. 

pnrties  d'une  roue  d'eogrcnai-e.  1. 

^^1           Dilptnte  d'un  orillce,  IV,  'ÏI3,  iih  :  — 

m. 

^^H               de  combustible  par  beOreel  par  cfae- 

Direction  d'une  force,  1.  3;  II.  ai- 

^^M              val  [rnschincs  &  ispeiir),  IV.  4M. 

de  la  vitesse.  I.  10  :  —  de  l'iccél*n- 

^^H            IX'plaixment  d'une   di-oile.  1.  190;  — 

aon  toule,  1Ï8;   —  i  donner  1  ud 

^H              d'un  pliD.  111  ;  -  d-uD  solide,  239, 

paraiJuie  pour   s'abriter   le  mieui 

^H                337  ;  —  d'un  cercle  de  njon  vsria- 

possible  ijuand  on  marcLe,  IIH  ;  — 

^H 

des  aérosUls.  IV.  304. 

^H            Dkpu»  (Hariel),  1,  MO;  II,  316,  :iQT. 

^H                a02;m.eU.  OIK.OS4;1V,3I8,  l^bS. 

ment  des  machines.  IV.  7  ;  —  de 

^H                 123,  M3:V,3»,4T7.' 

l'équation  de    lliidrostiHique.  137. 

^H             fit-riv^é  d'une  raiiclion,  1, 16, 

140. 

Diilana  des  centres  du  cercle  inscni 

^^H              Dekiiitcs,  III,  ISO. 

el  du  cercle  circonseril  1  un  trian- 

^^1             netcription  de  l'ellipte  d'un  mou\e- 

gle,  11,  336. 

^H               ment  continu,  1,  lUU. 

Oittributrur   de   Haud(l*T   i   robinet 

^H              Déumbrayage  d'un  outil,  1.  4ln:  ~ 

loumanl.  IV.  414. 

^^H                 partiel  d'un  gi-oupe  de  cnrps  loui- 

Diitribi-lion  i  détente  Die  ["■»'*''«' 

^r                  "ool».  IV,  375. 

t  ispeur),  IV,  358  ;  —  *  dtlente  ra 

Dendtreta  de  In  ihèorio  mècaninMe  do 

riable,  344  et  juIt.  ;  —  Marrel  De- 

la  dialBur,  Jï.  «0. 

prei.  348;  —  des  aies  prinripaoi 

OEsMimnx,  IV.  498. 

d'inertie  dans  le  îUta,  T.  H  :  —  de 

DétmU.  1. 440:  -  (machines  ï  ?8peur), 

IV.  375,  317;  —  variable,  344;  — 

soide  tournant,  V.  nfi;  —  des  ilen- 

Hoyer,  344;  —  Farcot,  345  ;  —  Mar- 

cel Deprei,  348;  —  Clapeyron,  538; 

restre.  17». 

—  par  échelons,  415. 

Dniiiont  de  la  mècani(|ue.  1,  3. 

Détermination  de  la  rilease.  I.ÎO;  — 

D'oKs™  Bmt.  1.537. 

Douille  eiigrenagecontque.  1.5(1!; — 

joint  de  Uooke,  400;   —  pesée,  II. 

371  ;  —  effet  (machines),  IV.  315. 

rotation  conjuguiïs,  350  ;  -  des  aies 

Droite  projetante,  1, 53  :  —  considèrte 

d'une  ellipse  dont  on  connaît  un 

comme  épicïdoîde,  SI7:  —  s  con- 

STStéme de  diaméli-es  conjuguéf,214. 

juguées,    330;  —  s  qui  eonaaiaU 

405;—  analytiiiue  de  la  réEultante 

leur  paralliUsme  dans   le  déplia- 

et  du  couple  résullanl.  H,  80;  — de 

ment  d'une  figure  plane  dus  son 

l'aie  central,  91  ;  —  d'un  Tolanlpoui- 

une  machine,  IV.  35  et  sujv.,  578; 

Ï73. 

— d'unconlre-poidï.84;— deafonc 

Dmceis,  I¥.  75, 

bupiii  (C«*iuj™),  III,  140. 

des  cordes  «branles.  V,434. 

D«™4  (Atba««e).  IV,  307,  435. 

Dévelappemenl  d'uue  fonction  en  série 

llrhUIT.  II.  481. 

de  aiDUS  el  cosinus,  IV,  70;  —  en 

Dapor  DE  UiE,  n'.  406. 

série,  ï,  350  ;  -  en  série  de  la  fonc- 

point  inaiêriel,  ill,  33  et  suiv.  ;  — 

des  ST^tétne^  333  et  iuît.;  —  dn 

3134. 

corps  solides.  383   cl   suit.;  quei- 

Diagrammt  de  'Zeuner,  I,  44tl;  —des 

iLons  de  —,  V,  68  M  iuIt, 

Titessea  du  tiroir,  448. 

Ds'ianiomèire.  II.  333;  —  de  tnctioD, 

Difipamn  (emploi du),  I.  480;  ill.  803. 

3B4.  506. 

Différence  géoméO-iqM.  II.  33. 

Dilatation  cubique  d'uu  solide  déTor- 

mC.  V.  231. 
Dimeniioiit  à  donner  air»  différentes 

Lcart  du  tiroir.  I,  445. 
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Éehanfreinement  des  dents  d'engre- 
nage, I,  551. 

Échappement  (machines  à  vapeur),  IV, 
276. 

Échelle  des  temps,  des  espaces  par- 
courus, 1, 18  ;  —  des  espaces  et  des 
vitesses,  V,  i. 

Écoulement  en  mince  paroi,  lY,  210; 

—  par  filets  parallèles,  212  ;  —  per- 
manent des  gaz,  250  ;  —  des  va- 
peurs, 271  ;  —  des  solides,  V,  254. 

Éerou,  n,  457. 

EoDT,  lY,  409. 

Efforts  intérieurs  auxquels  un  volant 
est  soumis,  IV,  59. 

Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
II,  6  ;  —  entre  le  ti*avail  moteur  et 
le  travail  résistant,  IV,  14;  »  de 
pression  en  tous  sens  dans  les  flui- 
des parfaits,  124;  —  des  compo- 
santes tangentielles  de  la  force  élasti- 
que, situées  dans  des  plans  rectan- 
gulaires, et  normales  à  l'arête  com- 
mune à  ces  plans,  V,  223. 

Élasticité,  II,  141,  560;  V,  219  et  suiv. 

Élastiques  (corps),  III,  570  ;  V,  219. 

Électricité,  IV,  362,  429  et  suiv. 

Électro-aimant,  Vf,  362. 

Électrodes,  IV,  430;  —  polarisation 
des  ~  ,  463. 

Éléments  elliptiques  {Astronomie),  III, 
372;  V,  273. 

Ellipse,  1, 147  ;  II,  178. 544  ;  —  s  rou- 
lantes  399  * 

Ellipsoïde  d'inertie,  111,394;— d'élas- 
ticité, V,  225  ;  —  s  homofocaui,  V, 
139;  —  à  aies  inégaux  (attraction), 
V,  174. 

Embrayage  à  cône  de  friction,  II,  478; 

—  alternatif  mis  en  mouvement  par 
un  régulateur,  IV,  110. 

Emplois  divers  de  l'électricité,  IV,  403. 

Énergie,  IV,  442,449;  —  potentielle, 
372. 

Engrenages,  I,  329  ;  II,  464  ;  —  cylin- 
driques, I,  329  et  suiv.  ;  —  coniques, 
1,329,  360;  II,  472;  —  hyperbo- 
loîdes,  I,  329,  364;  —  héUcoides, 
368;  —  intérieurs,  349,  352;  —  à 
lanterne,  346;  —  à  flancs  rectili- 
gnes,  350,  352  ;  —  à  développantes 
de  cercle,  355,  517;  —  accolés  et 
échelonnés  de  Hooke,  358  ;  —  sans 
frottement  de  White,  357  ;  —  piané- 


Uires  de  Watt,  380;  —  divers,  II, 
478  ;  IV,  324. 

Entrainement  (vitesse  d'  —  ,  mouve- 
ment d'  — ),  I,  88. 

Entropie,  IV,  280. 

Enveloppe  d'une  ligne  mobile,  1,111, 
207. 

Épure  Fauveau,  IV,  342. 

Equation  du  mouvement  d'un  point 
sur  sa  trajectoire,  1, 9  ;  —  de  Savary. 
343;  —  s  d'équilibre,  II,  126,  191; 
résolution  des  »  s  numériques,  347, 
401  ;  de  1'  —  du  second  degré,  351  ; 
—  s  de  la  dynamique,  III,  99;  — 
des  forces  vives,  IV,  2,  4  ;  —  discus- 
sion de  r  —  des  forces  vives,  7, 13  ;  — 
usage  de  1'  —  des  forces  vives  pour 
la  recherché  des  tensions  des  liens, 
26;  —  de  l'hydrostatique,  136;  —  s 
de  l'hydrodynamique,  195,  197  ;  — 
de  continuité,  196  ;  ~  simplifiée  de 
l'hydrodynamique,  200  ;  —  s  fonda- 
mentales de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  227  ;  —  de  Poisson  ou  de 
La  place,  249  ;  —  de  Weisbach,  257  ; 

—  de  Kepler  V,  364  ;  —  s  aux  déri- 
vées partielles,  V,  257  ;  —  séculaire 
de  la  lune,  349;  —  s  du  mouvement 
périodique,  407  ;  —  s  différentielles 
simultanées,  404  ;  —  des  cordes  vi- 
brantes, 432. 

Équilibre,  1,  3;  II,  6,  8  ;  —  d'un  point 
matériel  libre,  9  et  suiv.  ;  —  d'un 
système  matériel,  107, 140;  —  d'un 
point  soumis  à  des  liaisons,  112; 
d'un  solide  géométrique,  124  et  suiv.  ; 

—  stable,  113,360;  —  conditionnel, 
122;  —  indifférent,  362;  —  d'un 
fil,  I,  494;  V,  398  ;  —  d'un  fil  appli- 
que  sur  une  surface,  I,  539;  —  exté- 
rieur, —  intérieur,  131  ;  —  d'un 
tétraèdre,  352  ;  —  d'un  système  pe- 
sant à  liaisons,  360;  —  des  ponts- 
levis,  389  ;  —  des  forces  dans  le  mou- 
vement uniforme,  408  ;  —  du  treuil, 
en  tenant  compte  du  frottement, 
419  ;  —  de  la  vis,  457  ;  —  des  poly- 
gones articulés,  579  et  suiv..;  —  des 
fermes,  631  ;  —  d'un  polyèdre,  619; 

—  dynamique,  111,  256  ;  conditions 
générales  de  1*  — ,  295  ;  —  de  l'at- 
mosphère terrestre,  IV,  151  ;  —  du 
prisme  droit  flottant,  179;—  relatif 
d*un  liquide  tournant  autour  de  la 
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verticale.  153;  —  dune  masse Huîde 

aniinto  il'un  monveniciilileratarion 
uniferaie.  V,  lUU^  —  des  quanti  lis 
de  mouvement  dant  le  mouvement 
vibratoire.  215;  —  du  p»r»llil*|ji- 
pède  éléinenl«ire,  —  du  lélraùdre 
eiementahr,  SSl,  323;  —  délasli- 
cHi.  342;  —  d'un  sjsltnie  ai-llculè, 
V.  it. 

Équipage  ûe  roues  dentées,  I.  MO. 

Kquivaleitee  de  deui  lysttmes  de  Corcc^. 
11,  SS. 

ËguîBalenl  inécinique  de  la  dial^ur, 

IV,  223.  226,  231.  Sî2;  -  ciilori- 
lîqiie  diitr*vatl,Sie> 

Eipact  purcouru,  1,  11  ;  —  mort,  ou 

nuisible.  IV.  3IH. 
Élebliticmeat   du  volinl  dans  le  cai 

e«n»ral,  IV,  W,  S7S. 
ÉlabVatmcat  du  poi-l,  V,  1011. 
EHU  gaio-Iiquide,  IV,  405  ;  —  -if  ^aU\- 

'  n  (vapeurs),  ISO. 
Etirage  dt  vapeur.  IV,  413. 
Elher.  ï,  no. 
Eliule  du  inouremeuL  uniforme,  1, 37  : 

—  du  mouvenieni    t   l'aide    de  ses 

projections  sur  les  aies,  50. 
Eudiomiire,  IV.  352. 
EgL»,I,  310,  5IG;  III.  20»;  V,  ïli. 

«6;  turbine  d'  —  .IV,  ïflO. 
Étalualion  ies  vitesses,  I,  lï:  —  des 

aires.  27. 
Ejamea  du  cas  particulier  où  ta  point 

«tlli-i  Tait  parliedU5]nlèmcatliriinl, 

V.  131. 


Eteenlrigur  SCoiiii,  1,  41» ;  —  liian- 

pulaire.  40«  ;  —  i  cadra  Jll  ;  —  i 
collier,  42N. 

EifMriut  des  mine*  de  Kreiberg. 
1II,>I2U:  V,  inO;  — deCavendish.  Ht. 
4.14  ;  —  du  l'oucsult.  53!.  4»0.  530; 
—  d«  Sevran-LiviTiOO* :  - '>«  ».  Ha 
rey.  025  ;  —  d'Albtioaae  Ilupré.  IV, 
307  ;  iî5  ;  —  de  Vincennes,  sur  le  trn- 
tai1den>omme.2SI:  — deN.  Ilirn. 
410  ;  —  »  snr  le  frotlemwil.  4ï3î  — 
lur  la  tfansmission  du  travail  à  -dis- 
IsiKC  452  et  Buiï.  ;  —  de  Creil,  IV. 
4:.4;  V,  477. 

f:jtrniioH  de  la  déllititinn  di 


-des  . 


n.  419: 


—  des  solides,  tl.  U3;—da  0)1(1 
des  liges.  500  ;  —  du  ihéordoe  àe 
Guldin.  11.533. 

Erlra-coui-aiil,  IV,  402. 

ï.nu.vvs.  1.  483.  530. 


Fiutntri  du     travail   jniirnalier.   IV. 

PmsAT.  IV.  404.  441. 

FtHcoT,  IV,  113.  345.  411.  lin. 

Farcol  (détente).  IV,  345. 

FioTF«-,  IV.  343. 

Permet  en  cliarpente.  II.  Z-^i. 

FatGUMOK.  I,  384. 

FiMEt,  111,  ri3M. 

Frjunu  corrélaiitea.  1,508;   —  rvci 

proques.  Il,  054. 
Fil.  11.  404  ;  III.  70  :  V.  308:  —  <p- 

pllqui^  «ur  une  surlacc.  II.  530.  ht» 
(■ïjei  (machines).  IV.  7. 
F1..M--T.  V.  354.  475. 
Flèche  du  djnamomètn>.  ||.  283. 
FLuaiiiG  Jtinii,  II.  036. 
FUiion.  II.  142. 
Flottant   (oscillalioi 

393. 
Flaidei(a>r'f().\\.l:\t.  \Vti 

—  natuL-eis,  120. 

Folle  (lislance).  II.  309.  

Fanction  des  vitesMj.  IV.  I08:~a- 

ractirisliqoe  d'un  llaid».  IV.  ÎM; 
_dBaforee<.  T.  303,  378:  —prin- 
cipale. 237 :  —  carKlérUliquo.  £9:      ' 

—  perturiiatrice.  92C. 
FonetioHt  elliptiques.    Ut.   W,  453: 

V.  4I>I  ;  -  S,.  ï,  374;  —  d«  Sttnm, 
V.  377. 
Forer,  I,  3  ;  II,  3  ;  III,  3  :  —  intâri'urr. 

—  «térieuro.  II.8;  111,380.617:  — I 
coucourantei.  Il,  11  ;  —  tparallètis. 
32elsuiï.;  —  de  liaison.  110.  ÎW. 

—  mouvante,  —  rAsisUnte.  407  ;  — 
d'inerlie,  11.  023;  111.  135.  155;  ~ 
coostanie.  lU.  3;  mesure  de  la  — . 
19,  001:  —  JnstanUaâe,  310.  SIO:  — 
apparente.  310:  —  eniirifaee  mn- 
posée.  317:  —  ceuirifugc.  333;  - 


151  ;  —  coiilre-ùleclrnmoli 


en  mouTenieoI.  139;  — 
—  en  puiiuDcr,  on  poWn- 
îWl  ;  _  élei^trtBnwWCB.   ^ 
I  re-  ùlec  Immol  rlC^MMH 
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tromotrice  inverse,  451  ;  V,  i82  ;  —  s 
élastiques,  dues  aux  déformations,  V, 
23*2;  —  vive,  III,  61,  128.  304;  — 
thf^oréme  des  — s  vives.  33,78,140, 
288;  V,  258;  —vive  d'un  système  de 
corps  solides,  quand  on  tient  compte 
des  mouvements  vibratoires.  Y,  212. 

Forme  de  la  surfiice  de  la  mer,  lY, 
150;  —  de  l'eau  dans  les  auprets  d*une 
roue  en  dessus,  299;  —  d'équilibre 
d'un  fluide  tournant,  V,  169; —  ca- 
nonique. Y,  283,  291. 

Formule  de  Willis,  I,  580  ;  —   de  Sa 
vary,  343;  —  de  H.   Gérardin,  IV, 
218. 

Foucault,  I,  264;  [il,  332,  483,  480, 
528,  536,  623  ;  V,  101  ;  courants  de 

—  ,  lY,  114. 
Foueltement  de  la  bielle,  IV,  34. 
Fourneyron  (turbine),  IV,  296,  299. 
Foyer  d'un  plan  mobile,  l,  228  ;  —  de 

l'ellipse  trajectoire  d'une  planète, 
167  ;  —  des  machines  à  vapeur,  lY, 
316. 

Fraction  continue,  I,  339;  —  inler- 
médiaire,  373  ;  —  la  plus  simple  â 
insérer  entre  deux  fractions  don- 
nées, 375,  518. 

Frais  généraux,  —  proportionnels,  II, 
579. 

Franchol  (machine),  IV,  3.54. 

Franee,  y,  100. 

Frein  h  lame  flexible,  II,  555;  lY,  93 
et  suiv.  ;  —  de  Prony,  598  et  suiv.  ; 

—  à  bande,  93  ;  —  de  chemin  de  fer, 
94;  —  Achard,  —  Guérin,  —  Le- 
febvre  et  lloré,  —  Molinos,  98  ;  —  à 
contre-vapeur,  98;  —  Westinghouse, 

—  à  vide  (Smith),  99. 
Frbsfibl,  II,  183;  Y,  470. 

Freyberg  (expérience  de).  III,  3*29,  V, 

100. 
Frohert,  IY,  362. 
Frottement,  I,  331;  II,  111,  151,  419, 

441,  460,  464,  etc.;   III,  215,  550, 

614  et  suiv.;IY,  423;  —  au  dépari, II. 

153;  —  dans  les  engrenages,  464; 

—  d'un  fil   sur  une  surface,  548. 
Fuêée  conique,  I,  482. 


Gaulés,  III,  17,  163;  V,  183. 
Gaivanomèlre,  IV,  440. 


•   Gaiss,  h,  223;  y,  110. 
Gat-Lu9sac,  1Y,  119,  258. 
Gaz,  II,  7;  IV,  117  et  suif.,  282,  404; 

—  permanents,  IV,  118, 130,  247;  — 
pesants,  130, 14i. 

Généraiiiation  du  problème  de 
M.  Edouard  Lucas,  V,  31;  —  du 
problème  des  courbes  roulantes,  V, 
25. 

Généralitéê  sur  les  contrepoids,  lY, 
77  ;  —  sur  les  régulateurs ,  3S2. 

Genou,  II,  579. 

Genres  des  transmissions  de  mouve- 
ment, I,  327. 

Géométrie  à  quatre  dimensions,  I,  3; 

—  des  masses,  5;  II,  227.  255;  III, 
387,620;  Y,  115  et  suiv. 

GéRABDW,  lY,  218. 

Gilbert,  Y,  100. 

Glace  du  tiroir,  I,  444. 

Glissement  (vitesse  de),  I,  82,  85;  — 

simple,  —  mixte,  —  mixte  angulaire. 

208;  —  total,  337. 
Glissière,  I,  325;  II,  449. 
Godet  de  graissage,  I,  321 . 
Gouw,  IV,  37. 
Grain  d'acier,  I,  3î3. 
Gramme  (machine),  IV.  447. 
Graphique  des  trains,  I,  42. 
Gravitation  universelle,  II,  233;  III, 

356. 
Grosbert,  I,  487. 
Grue,  II,  589. 
Gruet;  III,  623. 
Guides  du    mouvement,  I,  319,  321, 

325. 
Gyrobaroscope  de    M.  Gilbert,  V,  101 
Gyroscope,  III,  483,  485,  528,  623. 
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IlAAf.,  Y,  28. 

Halphen,  111,013;  Y,  100. 

IIalsee,  IY,  417. 

Hahiltox,  y,  283. 

IIaroikg,  IY,  370. 

Hardy,  ni.  520. 

Harmoniques  d'un  tuyau.  Y,  463. 

Hart,  I,  528. 

Hausses  pour  le  tir,  III,  59,  501. 

Hauteurs  d'un  triangle,  II,  615;  — 

d'un  tétraèdre,  618. 
Hélice  (rayon  de    courbure  de  l) 


^B          m                                    I^DEX  ALPHABËTIOI'E. 

^^H                1.  H5:  poinl  assujelti  à  glisser  sur 

^H              une  -  .  II.  1 19  -.  centre  de  gvuiHi 

5:  III.  3. 

^H               IV.  533. 

III.  613;  V.  401. 

Indicatriee  des  aeetlénlioni  toltlet.  1. 

1Ô7  :  —  tphérique.  15)1  :  —  des  ten- 

^^H              (are  de   révolution,   tl.   5°l:   —  c 

sions,  11.508;  —  (dins  les  siufacM], 

^^1                (surfaire)  i  )iUn  directeur,  r.'JS. 

III.  1*0. 

^^H            nétieoidr  (engrenage),  1,  SUS. 

hiduclio».  IV.  44t. 

^H            HéUcoptèrt.  IV,  406. 

^H            IUlheolti.  IV,  408;  V,M5. 

111.376:  V,  274.  548. 

^H            llerpolodif,  111.  4S9.  Wi:  Y,  W>. 

hierlie,  1.  430  :  11.  1  :  111.  1.  30.  Wi: 

^H             |]E»E,  Ili.  63U.  039. 

—  force  d'  — .  m.  135:  —  moniPûT. 

^H                     llEtHE.  1.46i. 

d--,ll.343;lll.  3X7,839. 

^V             IIi^PtBQim,  1.  S65;  III.  38S. 

tn/luTTu»  de  U  IratuUtioii  ile  U  terre 

Hwir.  I,  4)S;  III.  614;  IV.  33J,  408. 

iur  la  pesanteur,  111,  Tm.  —   ia 

Ilmiicit,  1.  531:1V.  411.416.  49U. 

masses.  lY.  04. 

Instant,  I.  1. 

290. 

tntigrahilUé  At  \»  Tooclioa  d«  fortft 

mir[ue.  111.  IW.  585  ;  —  des  formules 

des  Tolsnta.  IV.  4Î  :  —  des  formalc! 

MfgraU  des  forcea  Tives.  ni.80.30«; 

élcclriquef.  IV,  453. 

V.   358,  296; -s  des  A]ualion>  d' 

IlooKE.  1,  558.  480. 

1.1   dynamique.  III.  99;  V,  357;- 

complète  d'une  équation  aoi  dèriiMs 

UiMPir4i.iE».  IV.  437. 

partielles  du  premier  ordre.  T.  31». 

llDSOMOT.  V.  475. 

IttlégralioH  dune  équation  oui  dérirtes 

MtT<;s«.  1,330,  478;  11.183;  III.  120, 

pni'lietles  relative  an  mouvemenl  de 

182.  30î;IV.  407;V,  183,476. 

fluides,  lï,  202  ;  -   dune  fonction 

Hf/drauligae,  IV,  206;  moleui-s  —  s. 

de  trois    variables    indépendante!, 

IV,  Î95. 

157;   -    de  réqualioo  des   cordes 

Hydrodynamique.].  4;  IV.  IQSelsulv- 

vibrantes.  ï.  433  :  —  ite  la  miina 

triques,  U>7;   —   de  l'équation  du 

HK/petbololde  1  une  nippe.  11.  411;  - 

raouiemenl  vibratoire  d'un  gii  in(t^ 

de  révolution,  89- 

fini,  467. 

llypolhèMi   particulières    inlreduile» 

dans  la  soIuUon   du  pri>bt<ïme    de 

InUanttf  dune  force.  I,  S  :  n.  ^  :  - 

d'un  courant  électrique.  I\.  431. 

Ihëse  de  la  théorie  de  l'éUsIlcilé,  V, 

IttimfetinnK   Giij.r44aÏTH   d'iino  i;Bmii 

2Î0. 

mobile,  1.307. 

haanabUiU  des  grands  aies  et   des 

moyens  mouvement»,  V.  348. 

iTT^^ariUi  locales  des  mar«ei.  V.  301 . 

Imaginaires  {inlroducUon  des   —  en 

/«.(fcfrme  (ligne).  IV.  537. 

ciiJ*raaUque),  I,  500  ;  —  nombres  —  , 

lïonr,  V,  158. 

II,  30  :  -  rscinos  -  des  équaliona 

IrnB,  ni,  029. 

slSébriquea,  343. 

J 

110.112. 

1 

J.coni.  11.340:  IV,  143;  V,  17*,  «Ô. 

IV,  10. 

274.  308. 

ImpuUio'i  élémentaire,  111.02. 

J»!».  IV.  405. 

Jh<-/<«o(io..  de  l'orbite,  III,  373:  V.  5*3 

Joii/e  d'une  l'oue  d'engrenage.  1.  370. 

i 
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Jeu  dans  les  engrenages,  1,  370. 
Joint  universel,  —  hollandais,  I,  453; 

—  de   Hooke,  460:  —  de  Cardan, 

462;  —  d'Oldham,  477. 

JOllQDIÈaBS(DC),   V.  201. 

Joule,  lY,  232,  407,  408,436. 
Jour  sidéral,  —   solaire,   —  moyen, 
1,262. 


K£PLEa,  1, 103, 167;  III,  115,  358,606; 

V,  364. 
Kilogrammètre^  lY,  4. 
KiEBS,  lY,  406. 
Kretz,  I,  420;  II.  106. 
Kdbtz,  I,  534. 


Lacbakge,  I,  3,  339;  II,  541.  573;  III. 

116.  135,  209,  379;  IV,  198;  Y,  280, 

283,  357.401,  474. 
LAL4inn,  11,349,  404,  619. 
Lamé,  Y,  210,240,  253,  475. 
Lakcret,  II,  544. 
Languettci,  I,  325 
Lanterne^  I,  348. 
La5S,  I,  327. 
Laplace,  III,  376,  435;  IV,  149;  V,179 

183, 193,  349,  389,  402, 452. 
Laubert,  y,  350. 

Uaot«,  I,  517-;  II,  624,  625;  IV,  389. 
Le  Ghatelier,  IY,  88. 
Lecendbe,  III,  1 92  ;  Y,  1 79, 274, 374,  402. 
Légert  (corps),  II,  227. 

LEIBTfiTZ,  111,129. 

LemnUcate,  III.  166. 

Lenoir  (moteur),  IV,  359,  419. 

Levier^  II,  405,  409,  etc.  ;  —  de  chan- 
gement de  marche,  451. 

Lévt  (Maurice),  II,  636;  IY,  409,  437; 
V,  254, 

Liaiions,  II,  107  ;  III.  133  ;  —  complètes, 
I,  320;  II.  109,  209;  IY,  1  ;  — inté- 
rieures, extérieures,  II,  212. 

Libre  (point),  II,  207. 

Lieu  des  centres  de  courbure  des  êpi- 
cycloïdes  décrites  par  les  d  i  vers  points 
d'une  droite,  I,  510;  —  du  centre 
de  gravité  des  arcs  de  cercle  partaut 
d'un  point  lixe,  II,  279  et  suiv. 
Ligne  géodésique,  II,  541;  III,  135, 

V.   —  VÉC.   C0LLIGN03C. 


137  ;  —  s  géodésiques  d'une  surface  de 
révolution,  Y,  84;   —   des  nœuds 
(astronomie),  III,  441  ;  Y,  273;  —  s 
de  courbure,  III,  140  ;  —  isotherme, 
—  adiabatique,  ou  de  détente  natu- 
relle, ou  de  nulle  transmission,  IY, 
237  ;  —  s  cotidales.  Y,  209;  mouve- 
ment d'un  point  sur  une  ~  fixe,  m, 
94,164. 
Limaçon  de  Pascal,  Y,  47. 
Limitée  du  nombre  de  dents  des  roues 
d'engrenage,  I,  340;  —  de  l'aplatis- 
sement du  globe  terrestre.  Y,  182  ; 
limite  d'élasticité,  Y,  219. 
LioDviLLE,  III,  186;  Y,  176. 
LiPscHiTz^Y,  181. 
Liquéfaction  des  gaz,  IY,  404. 
Liquide*  (corps),   II,    7;    IY,  117  et 
suiv.  ;  —  pesants,  129, 142;  —  pe- 
sants superposés,  142. 
LissAJous,  I,  489. 
Loch,  I,  12. 
LocRE,  IY,  407. 

Locomotive,  I,  332  ;  IY,  334  et  suiv. 

Loi  de   Mariette,  IV,  118;—  de  Gay- 

Lussac,  IV,  119,  247;  —  de  Meyer 

ou  de  Joule  (chaleur),  IY,  232;  — de 

Clausius,  240,  242;  —  d'Ohm,  432; 

—  de  Joule  (électricité),  436;  —  de 
Lenz,  441  ;  —  des  marées.  Y,  198  ; 

—  s  de  Kepler,  I,  103,  167  ;  —  s  du 
frottement  de  glissement,  II,  151; 
IV,  423  ;  —  s  de  la  résistance  au 
roulement,  II,  480;  —  s  de  la  rai- 
deur des  cordes,  564. 

LovGcHAHPs  (de),  V,  43. 

Longitude,  I,  84;  Y,  273;  —  du  nœud 
ascendant,  III,  373;  V,  273;  —  vraie 
du  périhélie,  III,  374;  Y,  273;  —  de 
l'époque,  III,  374;  Y,  274;  — 
moyenne,  Y,  274. 

Long  pignon,  1,478. 

Lucas  (Edouard),  I,  531  ;  Y,  30. 

Lucas  (Feux),  Y,  208. 

Lumière  (vitesse  de  la  — ,  aberration 
delà),  1,101;  IV,  435. 

Lune,  III,  557  ;  Y,  359. 


Machinée,  II,  207  ;  —  simples,  404  et 
suiv  ;  Machine  à  aléser,  I,  467  ;  —  & 
deux  cylindres,  1, 427  ;  —  &  marcher 
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de  M.  Jchthiehtn.  l,  530;  ~~  d'At- 
wood,  III.  517  ;  du  inauTemeni  dtiif 
Us  —  1.  lï.  1  el  SUIT.  ;  —  hjdrau- 
lïques,  SIS;  —  Ihermiquec ,  —  i 
ïïpeur,  SU;  —  de  Pipin,  561  ;  — 
de  >'ewaniiec,  315;  —  de  Wall.  31( 
e(  «ait.;  —  atinojpbërjque».  313;  — 
deFromenl,  563;~  Corli$s.414; — 
de  Woolf  à  deux  cjliadres.  335;  — 
de  Comouailles.  53S  ;  — ;  i  air  chaud. 
554:  — Otio.  4i8;  —  iacUoii directe. 
533:—  de  LaTigalion.  553:  —  os- 
d]luilesdcCaTé,53ô:  — à  roun-esu. 
554  ;  —  Gramme.  447  ;  —  ma^ néto- 
ou  dynamo-éleciriquet.  U6;  —  « 
génËratric«s.  — rtlq»lri«s,  4*7  ;  V, 
477. 

«ic-Uimnr.T,  158.  550. 

Maçneitme  T^Maneat.  IV.  44«. 

llii.£KnrT.  I,  553. 

ManiwIU.  I.  435:  —  i,  coulisse,  478: 
—  dynimomètrique,  II.  507;  — 
simple,  à  simple  effel  (volant  pour 
nue),  I?,  57:  —  simple  1  double 
«Ht^,  41  :  —  double  h  double  elTei,  43. 

Ht^iuK,  I.  310,  495.  500:  V.  lOO. 

II.KU1D.  II.  588. 

Marita.  III.   370:    IV.    153:    V.   195. 


SOI. 


;  IV,  405. 


IIi»iu!<c.  111.  458. 

MatK.  I.  5;  II.  933:  III.  M,  l'J.  001: 
—  s  variables.  III.  361;  -des  pla- 
nètes, 300  ;  —  de  Ii  terre,  454;  —  •> 
négatiïes.  Il,  017;  ¥.138,  139. 

UiniiB.  IV,  SSO.  41U. 

XiiioM,  IV,  358. 

MnlA^W  (point),  U.  3. 

HittA,  I,  487. 

Maximum  du  quadrilatère  plan  con- 
slruil  sur  quatre  c6t^  donnés,  I, 
303;  —  du  quadrilatère  «phérique. 
331. 

<it.m  ou  Muta,  IV,  953,  40R.  40«. 

Mécanique,  1,  5: —  i-a lionne] le,  —  ap- 
pliquée, 4.  —  BMijtique,  V,  255  el 
suir,;  —  Tibraloiro,  405  cl  Riiit. 

Mieanùmet.  I,  51(1  el  suiv. 

Mélange  de  gaipesanls,  IV,  138  :  —  de 
vapeur  et  d'eau  liquide,  280. 


Manbrann,  V,  475.  I 

Mentennel.  I.  305.  I 

TÊttim.  1.  443.  1 

Maim  des   farcef.  II.  S,  251  ;  —  du    ] 
IrtTail.  Il,  594. 

Métacentrt.  IV.  193.  400. 

Métkodr  gèomètriini*.  —  Kialjliqu». 
1,  4; — de  Thomas  Simpson.  27  :  —  ik 
Robervil,  103 el  suit.;  —  des  rou- 
ieltes  {engrenages).  545;  —  ir 
Tredgold  (engrenages  mDiqueï).r>ej  : 
—  géométrique  de  reclierehes  de 
certaines  intégrale*,  II.  Gl»;  —Jet 
mulliplicatetirs  III.  344  ;  —  de  Be. 
lODi.  IV,  81  ;  —  générale  pour  ré- 
tablissement d'un  Tolotil.  48  :  — 
giour  la  solution  du  problème  de 
l'Iijdrostatique.  133;  —  de  Jicobî 
(mécanique  analjtique),  y,  355. 371. 
Ï98;  —  de  la  Tariation  des  arti- 
irairps.  V,  337.  553.  S5«.  338. 

Mfulti  de  moulia,  111.  435. 

Vm«ia,  tn,  85, 

Heied  ou  UiiER,  IV.  333.  4M.  40(1. 

Jfry<r{dâlenle|.|V.  344. 

Hetei  (Vu).  IV.  438. 

«.rfi"  vrai,  — moyen,  I.  «61. 

Minimum.  II,  181,  537.533,  535. 

Mile  en  train  d'une  machine,  IV,  8- 

MobiU  (machine),  IV.  7. 

HCuus.  n.  103. 

Moindre  action,  m.  93.  146,  308. 

Val^iiU.  II.  3. 

Homenl  d'une  forée,  II.  55:  —  d'un      | 
couple,  71  :  —  9  d-înenie.  III,  3N.     i 
3R7.  433.  639  el  *ui*.j    V,  94;   - 
des  quantités  deroouKmeni.lll.tA. 
373,  437.  443  :  —  s  fléchissanls  dans 
les  poutres,  V,  53. 

ïo^sE,  1,  327. 

Monlr-cliarge.  IV,  2U1. 

Huflis,  1,  41»,  484.  480.  II.  483  : 

Morte  eou,  lï.  155. 

Moteur  hydraulique.  IV,  305;  —  ani- 
mi^.  387  :  —  Iwioir,  K9, 419  ;  —  Hd- 
gon,  303:  —  Marcel  Depm.  44.1. 
Miuflei.  II.  568,  570. 
Moulin  à  vent.  IV.  300. 
Moui  (corps),  III,  ils. 
Mouvement,  I.  1  ;  —  d'un  poînl.  7 .  — 
rcctiligne,  —  curviligne,  —  eicni- 
Inrre,  —  elliptique,  —  panlmlique, 
7  :  —  unirormc,  —  trarië,  14  ;  —  i*c- 
liligne  unilorménieni  variA,  4S;  — 
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projeté,  51 ,  139  ;  —  relatif,  80  ;  —  ap- 
parent, 86  ;  —  relatif  de  deux  points, 
93;  —  annuel  apparent  du  soleil, 
102;  —  elIipUque,  147,  170;  —  des 
planètes  167,  491  ;  —  d'une  figure 
plane  dans  son  plan,  —  192,  210, 
501;  —  épicycloïdal,  210;  —  d'un 
solide  parallèlement  à  un  plan  fixe, 
195;  —  d*une  figure  sur  une  sur- 
face, 186;  —  d'une  figure  spbérique 
sur  la  sphère,  221  ;  —  épicycloïdal 
spbérique,  221  ;  —  d*un  solide  qui  a 
un  point  fixe,  226;  —  élémentaire 
d'un  solide  invariable,  190,  229;  II, 
212  ;  —  d'un  solide  dans  l'espace,  I, 
495;  —  d'une  figure  plane'dans  l'es- 
pace, 227  :  —  bélicoïdal,  229,  232; 

—  continu  d'un  solide  dans  l'espace, 
237;  —  de  la  terre,  261  ;  —  relatif 
de  deux  solides,  267;  —  relatif  de 
deux  roues  qui  s'entraînent  par  adhé- 
rence, 270  ;  —  s  observés  à  la  surface 
de  la  terre,  289  ;  —  rectiligne,  — 
circulaire,  —  continu,  —  alternatif, 
320;  —  uniforme,  —  varié,  —  pério- 
diquement uniforme,  320;  —  s  dif- 
férentiels, 388,  465;  —  du  tiroir,  I, 
443  ; — permanent  d'un  fil ,  II ,  620  ;  — 
rectiligne  (dynamique),  III,  3;  ~  des 
corps  pesants,  7  ;  —  parabolique,  8, 
16;  —  quelconque,  11,  —  elliptique, 
58,  63  ;  —  moyen,  115,  375;  —  d'un 
point  sur  une  surface,  132,  143;  — 
sur  la  sphère,  1 50  ;  —  sur  une  courbe, 
94,  167  ;  —  sur  une  droite  inclinée, 
98  ;  —  sur  la  cycloïde,  167  ;  —  sur 
une  courbe  fixe,  en  tenant  compte 
du  frottement,  228  ;  -^  d'un  solide 
autour  d'un  aie  fixe,  385  ;  —  autour 
d'un  point  fixe,  439,  504;  —  d'un 
solide  de  révolution  autour  d'un  point 
de  son  axe  de  figure,  517  ;  —  autour 
du  centre  de  gravité,  265  :  —  relatif, 
315;  —  à  la  surface  de  la  terre, 
323;  —  d'un  point  pesant  sur  un  pa- 
raboloïde  de  révolution,  336,  607  ;  — 
d'un  point  pesant  dans  le  vide,  345  ;  — 
d'une  bille  de  billard,  557,  561,  584  ; 

—  oscillatoire,  189,  572;  —  du  boo- 
marang,  620  ;  —  du  système  plané- 
taire, IV,  10;  —  perpétuel,  11  et 
suiv.  ;  —  instinctifs,  —  volontaires, 
287;  —  des  planètes  V,  102,   273; 

—  général  d'un  système  matériel,  V, 


76  ;  —  relatif  de  deux  pointa  pesants . 
dans  le  vide,  Y,  19  ;  —  des  projectiles, 
III,  47  ;  V,  68  ;  —  d'un  point  sur  une 
circonférence  et  projection  sur  un 
diamètre,  dans  un  cas  particulier, 
V,  73  ;  —  d'un  point  attiré  vers  un 
centre  fixe,  V,  259, 309  ;  —  vers  deux 
centres  fixes,  V,  274,  308;  —d'un 
point  pesant  sur  une  sphère  fixe,  V, 
288,  295,  303  ;  —  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe.  Y,  315,  401;  —  de 
translation  des  corps  faisant  partie 
du  système  solaire,  V,  318;  -^  du 
centre  de  gravité  du  système  solaire, 
m,  354;  Y,  320;  —  du  système  so- 
laire par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante,  menés  par  le 
centre  de  gravité,  III,  354  ;  V,  321  ; 

—  par  rapport  à  des  axes  menés  par 
un  point  du  système,  Y,  322;  — 
troublé.  Y,  337  ;  —  de  la  lune,  359; 

—  oscillatoire  d'un  système  dépeints 
autour  de  la  position  d'équilibre.  Y, 
412;  —  d'un  point  pesant  aux  envi- 
rons du  point  le  plus  bas  d'une  sur- 
face sur  laquelle  il  glisse,  Y,  419. 

Moyen  mouvement,  I,  407  ;  Y,  279,  339. 
Mulet  (travail  du),  lY,  290. 
Mull'Jenny,  I,  468. 
Mutuelles  (forces),  II,  8. 


N 


Nageur  (problème  du),  l,  94. 

Napoli,  III,  64. 

NiviER,  II.  24;  lY,  289. 

Navigation  (machines  de),  lY,  332. 

Ner VILLE  (de),  IV,  437. 

Newtoh,  I   168,177;   II,   6,  183,235 

III,  40, 123.  254,  356,  613  ;  IV,  204  ; 

Y,  119,  452. 
NuuDET,  IV,  430. 
Niveau  (surfaces  de),  II,  510;  III,  82 

lY,  131  ;  Y,  103,  117. 
Nivellement,  barométrique,  lY,  145. 
Nœuds   (vitesse  exprimée  en),  I,  12; 

ligne  des  —  (astronomie),  III,  373, 

441,518;  iNViriu/ (astronomie).  Y, 273; 

Nœuds  d'un  tuyau  sonore.  Y,  462. 

NOLLAU,  IV,  88. 

Nombre  des  équations  qui  définissent 
le  mouvement  d'un  système  inva- 
riable, 1, 185;  —  entier  pris  suivant 
un  module  donné,  Y,  8. 
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normale  aux  courbes  et  aux  aurtac^!. 

1.19*.  IM;[[,  m.  îlâ.  *9S- 
NoRnitD,  I.  464. 
Solatioiu  de  Lamé.  V.  210. 
\ulafion,  I.  i6i.  III.  Ml.  4S5,  hib. 
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Occaaian  d'un  phfnaniène.  IV.  :>75. 

(BU  d'uiM  bielle,  t.  4S3. 

Ohm  (loi  d).  IV.  437  ;  -,  uiiElé  élec- 
trique, 437. 

OJMau(>older).  IT.N4. 

Olhih.  I,  477. 

OuHwnt.  IV.  40b. 

On  perd  en  farte  ce  qa'an  gagne  en  vi- 
leue.  IV,  15. 

ûppotitioH  lies  planèlei,  1.  103:1V. 
153. 

Ordre  dct  [xrtiesde  la  mècaoiqDe,  1. 3. 

Orifire  suivi  duo  coursier,  IT,  ^15^ 
—  DOï*,  314. 

Origine  des  «rci,  —  des  temps.  I,  S,  0. 

Orthogonale  (projcclion),  I,  bl. 

Otciilalioni  d'un  corpt  lloltant,  IV. 
3B3;  —  de  première,  —  de  seconde, 
delroislèoie  espèce  (inaréeii),  V,  195. 

Oicillaloire  (mouTeaieiiIi,  III,  180.  573. 
610;  V,  403,  «t'a. 

Otio  {machine),  IV,  418 

ûuliU.  1,  319. 

OM/e(roue),  I,  404;  —  sdeOescorles, 
V,  45. 


l'aUn  différentiel,  II,  560. 

Paliert,  1,  331. 

Pùpillolage.  I,  404. 

Pm»,  IV,  311. 

l'araboU.  I,  t7D,  320,  4SI:  II,  413. 

PoraMique  Iniouveinenl).  III.  S5, 

l'arabotoide  bjpcrlMilique.   Il,  47  ;  — 

de  révolution.  III,  33G,  007. 
Paradoxe  de  FerKussoii,  I,  384. 
Parallélogramme,  parall£lèpipâde  det 

forces,  11.  5,  14;  —  des  vitesses,  1. 

89;  —articulé  de  Wall,  I,  433,  &3T  : 

IV,  334;  —  pour  bateaux,  441. 


Paiaratlre  dlRérmlicl  du  premier,  ilti 

second  ardre,  d'une  ronetiou,  V,  310. 

Parapluie  (directiou   à   dunoer  1  im 

—  iiuand  on  marche),  1.  101. 
Parfait  (liquide.  Solide,  gai],  IV,  tSI. 

124. 
Paroi  rectangulaire,  IT.  108. 
Pat  d'un  cngreosge,  1,  356. 
PtTxn,  IV.  393. 
PEtnxi.uui,  I,  443. 
Pendule    simple,    lit.    ISK.   CIO;   - 

etcloidal,    IIL  169;  —  d'Huvgeni, 

183  ;  —   dins  un  milieu  rcFisiial. 

302;   —  FouMull.   I.  3G4:  III,  5K: 

—  coinposé,  III,  438;  —  balittifoe. 
531  ;  —  eotiitiup.  158,  010  ;  —  gjro- 
scopique,  623;  —  de  Sin-  V.  101. 

Pereuaio»,  III,  312, 436.  4»ô,  011. 
Perfeclionaemtntt  de    û    miclliiie   I 

irnpeur.  IV.  4tt. 
PérîMtie.  V,  27S. 
P/riailei  daiu  la  ill^tr Jbation  de  1*  Dit- 

cliiiie  4  tapeur,  IV.  539. 
Piriodirilé  des  foncl  tons  dans  le  pro- 
blème des  cordes  Tibr*Dte«.  V,  436. 
Périodique  (moui^mentl,  lit,  394. 
Permutation  tournante,  U  ô(K). 
PuxDLx.  1,  537. 
Perle  de  poidi,  IV,  178;  —  de  cturge. 

307. 
Perlurbaliiiitt,  III.  361  ;  V.  327. 
Petanleur,   II,   2S7;   111.   17.88.324, 

618:   —   4  diverses  latlludo,  2lK: 

influence  de  la  u-tnslsliou  du  jlwbe 

sur  Is  -,  3S8. 
Pesant!   (mouremenl  des  corps),  111, 

7,  23,  82,  337,  345,  404. 
/■ewfe  (double).  II.  371. 
Petit   tiroir,  IV,  333  ;  PeliUi  atctIU. 

tiout  des  Ouides.  IV,   301;  —d'un 

cori»  flottant,  IV.  3U3. 
Phaict  du  luouveineul  d'une  machiuc 

lï.  8. 
[■mLlP^s,  1,  4;j1  ;  V.  475. 
PicrsT.  IV,  405. 
Pignon,  I,  532;  long  —,  4Î2.  47T;  - 

mobile,  46S,  47S. 
Pi/c électrique,  IV,430;  —de  Itanicll. 

430. 
Pilon,  I,  303.  , 

Pwol,  I.  Ô22. 

Pivotement.  I,  308.  I 

Pùii' (luacliine  de),  IV,  447. 
Plan  (équilibre  d'un   wilide   glisunl 


^^ 
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sur  un  —  fixe),  II,  132,  196;  —  in- 
cliné, 456  ;  —  du  maximum  des  aires, 
m,  282  ;  —  invariable,  335  ;  —  de 
charge,  lY,  207  ;  —  de  commutation, 
IV,  445;  —fixe,  V,  273;  —de  l'or- 
bile,  273;  —  osculateur,  I,  127, 
!3!h  —  s  qui  conservent  leur  parai 
lélisme  dans  le  déplacement  d*un 
solide,  406. 
Planétaire  (automate  —  de  Iluygens), 

I,  359  ;  engrenage  —  de  Watt,  380. 
Planètes  (mouvement  des),  I.  103  ;  III, 

358;  V.  104,273,  U3. 
Planimèire  d'Amsler,  II,  310. 
Plaque  tournante,  I.  325  ;  —  s,  V,  475. 
Plateau  tournant  de  Poncetet,  I,  480. 
Plein  [engrenages),  I,  368  ;  tir  de  — 

fouet,  III,  58. 

pLrCKKR,  III,  5^5. 

Podaire,  \,  162,  168;  II,  340;  V,  100. 

Poidt,  II,  228  ;  III,  601  ;  —  spécifique, 

II,  228  ;  —  boite  à  —,  372. 
PoissoT,  II.  53,  70,  88;  III,  434;  Y.  99. 
Pointage,  I,  481. 

Point  d'application  d'une  force,  I,  2  ; 
II,  5;  —  matériel,  II,  3,  7  ;  —  glis- 
sant sur  une  surface,  II9  112,  172, 
185;  III,  142 1  —  surune  courbe,  II. 
116,  174;  III,  159;  —  équilibre 
d'un  solide  qui  a  un  —  fixe.  II,  127, 
194  ;  —  mouvement  d'un  solide  au- 
tour d'un  —  fixe,  III.  383;  —équi- 
libre d'un  solide  qui  a  deux  —  s 
fixes,  II,  129,  195;  —  mouvement 
d'un  solide  autour  de  deux  —  a 
fixes,  III,  383  et  suiv.  ;  —  s  morts, 
1, 198,  424,  452. 

POIRÉE,  III,  614. 

Poisson,  II,  26;  IH,  102;  Y,  241,  277, 
304,  349,  467.  474. 

Polaires  (coordonnées),  I,  78;  Y,  4, 
120,  260,  467. 

Polarisation  des  électrodes,  lY,  463. 

Pôle  insUntané,  1,  221  ;  —  s  d'une 
pile,  lY,  430. 

Polodie,  III,  458. 

Polygone  des  forces,  II,  5;  —  funi- 
culaire, 496,  626,  627  ;  —  de  Yari- 
gnon,  500  ;  —  articulé,  579  ;  Y,  52. 

Pompe  à  feu,  lY,  313  ;  —  alimentaire, 
—  aspirante  ou  à  air,  —  à  eau  (ma- 
chines à  vapeur),  lY,  316. 

Porcelet.  I,  28,  486  ;  II,  340,  394,  422, 
624  ;  lY,  103. 


Ponts  suspendus,  II.  502,  513. 

Positions  réciproques  des  deux  aiguil- 
les d'une  horloge.  Y,  13. 

Postulats  de  la  dynamique,  1,4;  II, 
2;  m,  1. 

Postulatum  d'EucIide,  II,  1  ;  —  sur 
lequel  repose  le  second  principe  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur, 
lY,  409. 

Potentiel,  lY,  204  ;  Y,  119  et  suiv.;  V. 
202  ;  —  électrique,  lY,  430  :  —  direct 
ou  de  seconde  espèce,  inverse  ou  de 
première  espèce.  Y,  212  ;  —  sphé- 
rique,  Y,  474  ;  force  —  le,  lY,  288. 

Poulie,  I,  421  ;  II,  565,  573;  —  folle, 
I.  416. 

Poudre  à  canon,  lY,  364,  428. 

Poussée  d'un  fluide,  lY,  178. 

Précession  III,  441  ;  —  uniforme,  III, 
478,  532  ;  —  des  ëquinoxes,  I,  203; 
III.  485. 

Presse  typographique,  I,  464;  —  à 
coin,  II,  448  ;  —  h  vis,  463. 

Pression  dans  les  pieds  d'une  table.  II, 
145;  —  d'un  point  en  mouvement 
sur  une  surface,  III,  143,  157  ;  — 
sur  une  ligne,  162;  —  d'un  cor[»8 
tournant  autour  d'un  axe  sur  cet 
axe,  413  ;  —  dans  un  fluide,  lY,  121. 
123  ;  —  d'un  fluide  sur  une  paroi, 
166;  — d'une  veine  fluide  contre  un 
plan  indéfini,  304  ;  —  de  la  vapeur, 
41 1  ;  —  dans  les  solides  élastiques, 
Y,  2i0. 

Preuves  mécaniques  de  la  rotation  de 
hi  terre,  Y,  100. 

Principes  de  la  dynamique,  II,  1;  III, 
1  ;  Principe  de  la  paroi  froide,  lY, 
314;  —  de  Heyer  ou  de  Joule,  lY. 
232, 406  ;  —  de  Glausius,  lY,  240, 408. 

Prisonnier,  I,  523. 

Problème  sur  la  vitesse  moyenne,  I, 
39;  —  sur  la  détermination  de  la 
hauteur  d'une  tour,  48  ;  —  s  sur  le 
mouvement  n^latif,  87,  94;  III.  318; 
Y,  6, 16  ;  —  inverse  des  épicycloïdcs, 

I,  216  ;  Y,  35,90  ; —de  la  dynamique, 

II,  9;  —  s sur  le  frottement,  II,  157, 
449 .  —  sur  le  levier.  412;  —  de  mi- 
nimum, 533;  —  sur  les  forces,  96; 
—  s  sur  le  mouvement  rectiligne, 
IIIj  31  ;  —  sur  le  mouvement  géné- 
ral d'un  point,  102;  —  de  Saladini, 
105  ;  —  de  Kepler,  III,  115,  600;  Y, 


S70.3M:  —  diiers.  IIF,  1)15;—  sur 
le  [roUemeiir,  2U;  —  sur  te  mou- 
rentent  des  syslAmes,  Ul,  349;  — 
de*  trois  corps,  375;  —  deBlrajec- 
loirei  rermfes,  377,  013:  — de  ré- 
tablissement d'ane  machiae.  IV.  3; 
^  de  rhjdroslatique,  1!7  et  (uir.: 
—  BUT  rétabli ssemenl  d'une  chau- 
dière lubaliïre  t  proGI  circulaire. 
*13  ;  —  anr  le  cercle,  V.  37  ;  -  sur 
la  cycloide,  V,  37  ;  —  de  H.  Edojard 
Luet»,  sur  les  luouiremenls  simulla- 
ii£s  de  trois  poînl-^  T.  29;  —  des 
cordes  Tibrantes.  V.  127. 

Froduil  gëomètrique,  II,  33. 

Projeelilei  Imomenieiit  des],  Itl,   47, 
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1.  .il  ; 


n  plan.  6»;- 


■  du  mou- 


1 


500;  V,  ( 

PrùjccHoH. 
52:— M 

vemeni  rectiligiie  et  unifarme. 
—  ixa  un  diauièlce  ou  sur  un  filan 
d'un  roouvpDienl  circulaire  uni/or- 
me,  71,  145i  —  d'une  droite  flic 
*ar  une  direclion  qui  fait  *Tec  cette 
droite  un  angle  iaflaimeat  petit,  70. 

rro/e la Nfir  (droite J.  1,52. 

Vtmt  {m.  1.  411.  U()  ;  U,  5K8, 

PropagalioH  des  ondes  Hmores.  V, 
440;  —  des  undcE  t  1d  aurface  d'un 
liquide.  V,  474. 

pTopriélet  de  la  courbe  des  espaces.  1, 
2î;  V,  7;  —  du  potentiel,  V,  lïl. 

Pom...  V,  370. 

Puittauce.  11.  405;  —  vite,  lU,  128, 


821. 
Quaulitéi  de  ditertes  natures  que  l'on 

considère  dans  U  mécanique,  I,  â; 

Quantité  de  matière,  U,  231  ;  —  de 

mouvement,  111.01,  362;  — decha 

leur,  IV.  222;  —  d'élaclricîté.   lï, 

433. 
QuetlioHt  de  cioémalique,  tome  1  ;  V, 

I  et  suif.  ;  —  de  slalique.  tome  II  ; 

V,  50  et  »uiï.  ;  —  de  dynamique  et 

de  mécanique  des  Quides.  tome  ]ll, 

tome  IV  ;  V,  68  et  suiv. 
QniRDi,  U,  370. 


Ifacinei  de;  équations.  347,  310. 

/taidràr  des  cordes,  11,  415. 5S4. 

RaiU.  1.39a. 

Ilainurei  dégraissage.  1.521.  33j:  — 
Cl  languettes.  32S. 

liaiion  d'un  engrenage,  ou  d'un  équi- 
page de  roues  dentj^,  I,  540. 

HalfKlùtemtKt  du  iDouTemenl  diunw. 


lUnOND.  IV,   149- 
lt.HE<E.  IV,  408. 

Hap/iorldes  >ites!ei  d'un  point  mobile 
LU  deux  points  de  ta  trajectoire.  I. 
131:  —  des  titesscs  angulaires  de 
deiii  corps  touruants  qui  restent  eu 
contact,  39.'i  ;  ~  de  la  circonféreoM 
au  dituiéire.  U.  2S4:  —  des  drui 
chaleurs   spécifiques    des    gu.  lï. 


.  lï. 


357. 
Ilation  ■ 

393. 
Ralioniiclle  (mécanique).  Il,  113. 
Hayon  de  courbure,  t,  131,  168:  —  de 

Uipiirabote,  170:  — de  l'elUpse.  117: 

—  de  l'bélice,  143:  —  des  éftc*- 
eloldes.  200.  304;  ~  d«  la  crdoUr. 
283;  —  Hayoiidegiralion,m.j»'i: 
RayoH  vteltvr  (astronomie).  T.  273 

lUaetion,  111,  8. 
Iiécfptenr.  1.319;  I¥.  31^. 
Réceptrice  'mscbine].  IV.  450:  f,  4T7. 
Recherche  des  centres  de  grtTité,  II. 

Cl».  i>40  ;  —  des  niemcnis  d'toenic. 

U50;  111.  300  et  suiv.;  45S. 
HMprocatear  Peaucellier.  1. 448.S17: 

—  HaH.  538  ;  —  Perrolu.Ml. 
MHprocUé  entre  les  forces  élasti^OEi 

aulour  d'un  poiol.  V,  325. 
H/ciproque  (enRreoagel,  1,  S82. 
Hccouvrrmeitti  (tiroir  àj.  IV.  338. 
Réduclioii  des  forces  appliquées  4  nu 

solide.  II.  81  ;  —  1  Uoii  forces.  83: 

—  à  deui,  85:  — d'un  apiime  mt- 
tériel  i  quatre  points  ou  4  mis 
pointe,  sans  altératioa  des  maiiMnl* 
d'inertie,  III,  030  et  sui*.:  —  dts 
coeDîcieDls  des  équations  de  l'élia- 
ticilé,  paiw  les  corps  lioraogiaM  et 
d'élasticité  constante.  T,  835,  Ufi. 
241  ;  —  des  équations  du  moun- 
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ment  à  la  forme  canonique,  V,  283. 
Réduites  d'one  fraction  continue,  I, 

373.  520. 
Régime  d*une  machine,  IV,  7,  8;  — 

permanent  des  fluides,  205. 
A^^/tf  de  Tchirnhauceo,  II,  177,  335. 
Recsadlt,  IV,  258  ;  V,  456. 
Régulateur,  III,  150;  IV,  382;  —  à 

boules  ou  de  Watt,  90,  324,  384;  — 

aatatique,  116;  —  Farcot,  à  bras 

croisés,  115;  —  Foucault,  114;  — 

parabolique,  111  ;  —  à  ailettes,  IV, 

389. 
RacH,  V,  100. 
Relation  enlre  les  rayons  de  courbure 

des  profils  en  prise,  I,  341. 
Remarquée  de  dynamique  au  sujet  du 

globe  terrestre,  V,  101. 
Rbrard,  IV,  40d. 
Rkhaudot,  V,  475. 
Rendement,  II,  463,  488,  etc.;  IV,  10; 

—  des  machines  thermiques,  258  ;  — 
des  transmissions  électriques,  450  ; 
V,  470. 

Renseignements  pratiques  sur  les  en- 
grenages, I,  368. 

Repos^  I,  1  ;  «  relatif  à  la  surface  de 
la  terre,  III,  323. 

Représentation  d'un  mouvement  qui 
s'accomplit  dans  l'espace,  I,  53  ;  — 
imaginaire  d'un  système  matériel  au 
point  de  Yue  des  moments  d'inertie, 
III,  629  ;  —  des  pressions  par  des 
colonnes  de  liquide,  IV,  143. 

Répulsives  (forces),  II,  8. 

Resal,  I,  117;  II,  624;  111,  78,  157, 
174,  176,  517,  562;  IV,  88. 

Résistance,  II,  405  ;  —  accessoire  ou 
passive,  I,  331  ;  IV,  G  ;  —  au  roule- 
ment, II,  480;  —  de  l'air,  III,  40, 
202,  209,  299  ;  —  d'un  circuit,  lY, 
431  ;  —  des  milieux,  IV,  371  ;  —  des 
matériaux,  V,  253. 

Reuorts,  V,  475. 

Résultant  ^couple),  II,  85. 

Résultante,  1,  59;  II,  4,  12;  —  de 
translation,  86  ;  travail  de  la  —,  167  ; 

—  unique,  93  ;  —  de  translation  des 
quantités  de  mouvement,  III,  275. 

Rétrogradation  des  planètes,  I,  106. 
Réversible    (cycle),  IV,  230,   278;   la 

machine  Gramme  est  —,  IV,  449. 
it^vo/u^/ (mouvement),  111,  189. 
Reti,  III,  629. 


RoBuiVAL,  1,  103  ;  II,  433. 

RocBi,  V,  181. 

RoLLA»,  IV,  389. 

RÔMER,  I,  475. 

Rotation,  I,  188;  —  composition  des 

—  s,  I,  241,  247  ;  —  de  [la  terre,  I, 
261;  III,  288;  —  de  l'ellipse  décrite 
par  un  point  pesant,  autour  du  point 
le  plus  bas  d'une  surface  de  révolu- 
tion à  axe  vertical,  III,  007  ;  —  du 
plan  du  pendule  Foucault,  I,  178; 
111,  332. 

RoucHé,  III,  606. 

Roue  menante,  —  menée,  I,  332  ;  — 
folle,  pour  éviter  les  engrenages  in- 
térieurs, 353;  —  d'angle,  360;  —s 
de  Rdmer,  475  ;  —  de  champ  d'Huy- 
gens  avec  long  pignon,  478;  — 
tronquée  avec  pignon  mobile,  478; 

—  hydraulique,  IV,  295  ;  —  en  des- 
sous, 296  ;  —  en  dessus  ou  à  au- 
gets,  298  ;  —  à  aubes  (navigation), 
332. 

Rouet,  1,  348. 

Roulement,  I,  268;   cercle  de  —,  I, 

293  ;  —  d'un  corps  rond  sur  un  plan 

incliné,  III,  552. 
Roulettes,  I,  325  ;  méthode  des  —,  345. 
RUMFORD,  IV,  407. 


S 


Sadi  Cabnot,  IV,  237,  407. 

Saint-Gkrmaiii,  V,  100. 

Saint-Léger,  II,  600. 

Saint-Vk5aht  (de),  V,  241,  254,  474,475. 

Sarrau,  IV,  428. 

Savart,  I,  343, 516. 

Satellite-limite  (vitesse  angulaire  d'un 
-)»  V,  102. 

SciiouTE,  III,  605. 

ScuCltz,  I,  489. 

Sébert,  I,  489;  111,  602;  V,  475. 

Seconde  forme  canonique,  V,  201. 

Secteur  circulaire  (construction  d'un 
triangle  équivalant  à  un),  11,613. 

Section  conique.  II,  172;  —  s  princi- 
pales, m,  141  ;  —  contractée,  IV, 
210. 

SéGDiif,  IV,  407. 

Self' induction,  IV,  462;  V,  482. 

Sella,  111,  614. 

Semelle,  1,  321. 


^^^Ï^^I^^^H 
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Seiu  d'une  forw,  H.  5. 

corps  plongés.    185;  —    de*   corpi 

S«nWW/.W  d'une  balonce,  11.  M8;  - 

Onitanis,  IM.  403. 

Statique.  1.  5:  II.O;  tome  II:  —  gn 

Série  récurrenic.   11.  2!;  -  de  Hae- 

Liurin.  —  de  Laurent.  V.  3&0;  —  s 

SO  el  suiv. 

qui  représentent   les  inritMet  du 

STF1T.KH,  II,  344. 

^_                   roouTarDenl  etliptique,    V.  3Ui   - 

Stbpboo»  (Ctpimkos),  1.  504-                      ' 

^^L                de  Ugrange.  V.  357:  —  «  Irigano- 

Stem.ï«ms,  l.  440  ;  cogliiee  il*  —,  lï. 

^H                 métriques,  IV.  ID;  T.  3Ut.  457. 

345. 

^^K             Siun,  111.  eOO;  V,  155,  S77. 

Stow.  I.  553. 

Stiua,  II.  iBl;ï.  377. 

^^H              éleclriquc,  4S0. 

Sulier  Icliaudiérc].  Vl.  Ut. 

^^H           Siement  (mesure,  étalon].  IV.  457  ;  — 

^^M                (machine),  447. 

ellets  des  Ibfces.  V,  424,  47S. 

^H             Signet  +  et  - .   1,  8,  55.  60  ...  ;  11. 

Sûreté  [courbe  de).  III.  50.  604. 

^H                 5,  SA,  71,103 

niveau,  tl,5IO;III,  8S.  85:IT.t5(. 

^B                  mécanique,  111,  1211;  V.  453. 

144:V,  00.  117;  -pressé*  unifor- 

^H             Snnox  (Tro»>).  I,  37. 

mément  en  tous  ses  poinH.  I»,  116 . 

~  équilibre  d'un  |>oinl  posésiir  une 

^H 

^H              SvUit  (mouvemeni    «pfatvM  du).   1, 

solide  posé  sur  une  — .  13$,  IIS  :  - 

^V 

équilibre  d'unlil  appliquétur  anc  -. 

^"                 Sol^noide.  IV,  430. 

580:  — courbure  des  —  s.  Hl.  139. 

So/ide  naturel,  —  géomêlrique  ou  — 

—  inouvemenl  d'un  point  sur  unr  — 

iavariaUe.  1,  183:  —  s.  |1,  7;  _ 

IUe,13î;  —de révolution.  V.  Bl;- 

composiliou  des  forces  appliquées  à 

ilireciriredes  f>ressiona  autour «Tub 

un  solide,  II.  81, 141  ;  -  druamique 

IMini,  ï,  227. 

des -s.  III.  383et  rait.;-B.ou- 

Temeiil  d'un  —  libre.  493:  —  de  plus 

grande  attraction,  V.  135. 

de  mesures  CbS,  III,  n03;  —  à  lui- 

Somme  arilhméliqtie.  —   algi-brique. 

-  géomêlrique,  II.  51. 

IV,  415:  —s  moléculaires.  V,  319; 

Son  [vitease  du),  1,  49 ;  ¥,  «II.  452;  - 

-  Invariable,  I.  IB. 

T 

.Sh»«BE   (M),  ¥,  00. 

Sphère  (mouveiiicnl  sur  la).   111,  !50. 

Tambour  Je  Matlei  et  Gr^sberl.  1. 41C  ; 

600;  —  géocentrique.  —  lii'iiocen- 

~    s  coniquu  de   HV.  BauUk  cl 

trique.  1,47B  ;  —  slungentes  i  quatre 

lUoom.  534. 

plans  donnés.  II,  017. 

Tangente  aui  courbes.   1,   108.   117.     i 

106:  11.  "7,  219;  ¥.41;  -  *  la    1 

Spirale    logarithmique,   1.  3IS.  401; 

.  onchoïde.  1, 100:  T.  44  :  -  «u  («^  ' 

—  d'Archimède,  I,  404;  V.  5.  Oî. 

de.  1.   m-.  -  au   secliona  coW. 

Slalnlité  de  léquilibre,  11.  113;  111, 

ques,  m.  lis;  -  «tu  épiejwWdn. 

500  ;  V,  204,  418  ;  -  du  sjsléme  so- 

200. 

laire,  m.  370;   -  de  la  roUUon 

Tire  du  fi-ein  de  Pronj.  II.  <m. 

•uiour  des  aies  principaux,  563  ;  — 

Taulaehroue  (courbe;.  III.  171.  «H. 

des   machines,  obtenue  h  l'aide  de 

T.iioa.  11.  96. 

TcasBicaarr,  1,  4H,  318.  530. 

motives,  88:  —  des  machines  mari- 

Température. IV,  Ml.  318.  4)0. 

nes.  92;  —  del'équilibre  des  liquides 

Tempê.i.  Il  480;—  perdu,  538. 

pesanis   superi'osès,   182;    —   des 
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vcment  à  la  surface  de  la  terre,  III, 
330. 

Tefuion  d'un  fil,  II,  29,  49i;  —  des 
liens  dans  les  machines,  IV,  2, 16  et 
suiv.  ;  —  d'une  bielle  à  action  di- 
recte, 28,  30;  —  éléments  de  pile 
réunis  en  — ,  lY,  431  ;  — électrique, 
436. 

Terre.  IV,  4. 

Tête  à  fourche,  I,  423. 

Théorème  des  aires,  I,  156;  III,  72, 
148,  208;  —  s  généraux,  I,  170;  III, 
60,  146,  262;  —  des  quantités  de 
mouvement,  111,62,  64,  147,  262;  — 
des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement, 66,  147,  272;  —  des  forces 
vives,  33,  78,  288;  —  de  la  moindre 
action,  92,148, 308;  —  ded'Alembert, 
III.  253;  IV,  3,  247,  610;— de  Meus- 
nicr,  II,  223;  III,  85:  —  du  travail 
▼irtuel,  111,171  et  suiv  .571;  III,  296; 

—  de  Poinsot,  III,  454;  —  de  Caniot, 
III,  589;  —  dcReye,  III,  629;  —  sur 
l'ellipse,  1, 150  ;  —  de  Coriolis  (mou- 
vement relatif],  I,  274;  —  de  Bobil- 
lier,  I,  306  ;  —  sur  la  perpendiculaire 
à  deux  proûls  en  prise  (engrenages), 

I,  335;  —  de  H.  Stepbanos,  I.  505; 

—  des  moments  ou  de  Varignon,  II, 
60,  63;  —  de  Gbasles  et  MGbius.  Il, 
102;  —  de   M.  Hannheim,  II,  216; 

—  de  Slurm,  221  ;  —  de  Guldin  ou 
de  Pappus,  II,  317;  —  de   Lancrct, 

II,  344  ;  —  s  sur  les  centres  de  gra- 
vité, II,  330;  —  de  Delaunay,  11, 
557;  —  des  transversales.    H,  50; 

—  sur  les  polygones  funiculaires 
qui  tiennent  en  équilibre  les  mêmes 
forces,  II,  627  ;  —  de  Desargues,  H, 
629  ;  —  de  l'accélération  angulaire, 
m,  385;  —  de  l'accélération  angu- 
laire généralisé,  IV,  28;  —  d'Arclii- 
mède,  IV,  177;  —de  Clausius,  278; 

—  de  Daniel  Bernoulli,  IV.  205, 208  ; 

—  de  Torricelli,  IV,  210  ;  —  sur  les 
rayons  de  courbure  des  trajectoires 
dans  le  casd'une  attraction  centrale, 
V,  103;  —  de  H.  Yvon  Villarceau,V, 
208;  —  de  Mac-Laurin,  —  d'ivory, 
V,  158;  —  de  Lambert,  V.  394;  — 
de  Liouville,  V,  176;  —  de  Poisson, 
V,  504. 

Théorie  des  couples,  11,  70  ;  —  du  régu- 
lateur à  force  centrifuge,  IV,  103  ;  — 


mécanique  de  la  clialeur,  IV,  222  et 
sui?.,  406  et  suiv.  ;  V,  476  ;  —  s  et 
questions  diverses  sur  les  matières 
traitées  dans  les  quatre  premiers 
volumes,  V,  1  et  suiv.  ;  —  du  po- 
tentiel, V,  202;  —  du  mouvement 
de  la  lune,  V,  363;  —  de  la  lumière, 
V,  476. 

Tbomso.x,  IV,  408. 

TicHO  Brahé,  III,  358. 

Tige  de  marteau-pilon,  IL  452;  —ex- 
tensibilité des  —s,  560;  —  élastique 
(oscillation  d'un  poids  pendu  à  une), 
III,  358. 

Timbre  d'un  son,  V,  463. 

Tir  à  ricochets,  III,  629. 

Tirage  des  voitures,  I,  486  ;  II,  483. 
488. 

Tiroir,  IV,  319;  —   en  D,  320;  petit 

—  ,  322  ;  —  s  superposés,  414. 
Tisserand,  V,  182,  401. 

Tore,  II,  322. 

Torricelli.  IV,  221. 

Torsion,  V,  254. 

Toupie,  m  481,622. 

Tourilloni,h  321. 

Tourteaux,  I,  348. 

Tracé  de  l'ellipse,  I,  199;  —  du  paral- 
lélogramme <le  Walt,  439  ;  —  des 
circonférences  de  grand  rayon.  443  ; 

—  de  la  courbe  des  espaces,  481  ;  — 
des  proûls  de  roues  dentées,  517. 

Train  de  roues  dentées,  I,  371  ;  —  s 
épicycloïdaux,  55  ;  1,  375,  379,  381 , 
386, 465  ;  V,  39;  —  de  llouldswortli, 
1,  471  ;  —  de  M.  Marcel  Deprei,  V, 
39. 

Traîneau,  II,  462. 

Trajectoire, \^  7  ;  —détermination  de  la 

—  ,  179;  —  d'un  projectile,  III,  58; 

—  problème  des  —  s  fermées,  377, 
615. 

Tranche  immobile,  IV,  566. 

Transformation  par  ordonnées  réci- 
proques^ V,  2;  —  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  I,  160,  442,  527  ; 

—  de  la  fonction  X„,  V,  386. 
Translation,  I,  186. 
Transmission  par  adhérence,  I,  330  ; 

—  par  engrenage,  332;  —  par  cour- 
roie, 413,  420  ;  —  par  lien  rigide, 
I,  442  :  —  par  bielle  et  manivelle, 
197;  —  par  bielle  et  manivelles 
inégales,  429;  —  s  du  balancier, 


MH 
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4Ô3  :  —  BoiU'don.  &33  ;  —  Halescbefl'. 
533;  —  (les  pressions  dans  les  flui- 
des. IV.  (28  ;  —  du  Irsïail  dans  les 
machines  hidrauliqus!,   3t5.   218: 

—  du  Iraïail  à  distance,  IV,  «9. 
457:  —  entre  la  aiguilles  d'une 
montre,  ï,  10. 

Traiiiporl  horiionlal  ilci  (irdmiii,  II. 
484;  iV,  2S3. 

TrataU.  II.  163;  —  Tirtual,  163;  — 
élémenuire,  103;—  toisi,  104;  — 
de  II  résultaoïe  de  plusiears  forces , 
IGS;  —d'une  force  appliii née  i  un 
corps  tournant,  109:  —  iss  forcos 
umtuelles,  ISfi  ;  ~  des  loreci  de  liai- 
son, 900;— de  Il  pesanteur.  317; 

—  dans  les  macliines,  410;  —  dii 
rroltement.  I,  331  ;  n,  443.  408;  — 
du  Frottement  d'un  fil  qui  glisse  sur 
une  surface.  II,  594;  —  de  l'eiten- 
sion  d'une  tige.  II,  563  ;  —  des  for- 
ces dans  le  mouvemeni,  III,  78;  — 
de  II  force  d'inertie,  I!7;  —  de 
la  force  d'inertie  d'entralnetnei.  I 
dans  le  mouvement  relatif,  552;  — 
dans  le;  inacUines.  IV,  4  ;  —  moteur, 

—  utile,  —  des  résistances  passives, 

—  de  la  pesanteur.  IV,  6;  —  des 
pressions  eiereées  par  utte  masse 
gazeuse  qui  sedéromie,  174;  —  dans 
la  madilue  i  vapeur,  374  ;  —  des 
moleurii  animés.  290;  —  de  l'appra- 
fondissemeut  d'un  puits,  V.  03;  ^ 
de  la  déformation  des  solides  il-lasti  - 
ques.  V,  34S. 

TansoLB.  I.  302. 
TiiEsu.  V,  334. 
Treui/.  II,  415  ;  —  différentiel,  ou  cbi  - 

noii,  1, 403;  II,  417 ;  —  des  caiTÎers, 

419;  III,  544,550. 
Tria  M  j(e  d'inertie,  111,391,  405;  centre 

de  grstilë  du  —  II,  302;  centre  de 

pression  du  — ,  l\,  168. 
Trigonométrie    (formules   de    —   dè- 

monlrto  [lar  la  statique],  11,283. 
TwBiiuiiiDSErr,  II,  177.         t 
Tvbe  d'inversion  {locomotive),  IV.  99. 
Turbin'.  Vi,  205et9uiv. 


Vnifo,-«. 
^^H  Unique 


appliquées  i  un  solide  lient  une  ré- 
sultante—),  II,  03. 

UniU  d'angle,  I,  33;  —  de  letnin.  3, 
13.  sel;  — de  poids,  0.328;  —de 
travail.  IV.  5;  —  s  électrii|UFS.  IV. 
437  ;  -  de  haaleui-.  V.  190. 

IriiiD.IV.  438. 

Viege  uialytiqued»  tbiorèiDa  du  tra- 
vail Tirtuel,  H,  203. 

Utile  (travail).  IV.  15. 


¥aUI  de  m 

Ta/ru r  mojenne  d'une  loncliori.  1,450; 

V,  374. 
Vapeart,  ï,  11»,  261,  S8A;  — falur'vt 

IV.  303. 
Variation  brusque  des  Titesies,  1.174; 

III,  313.  416.   576   et   aiiîT..   S34; 

—  de  la  pesanteur  k  la  surface  d'un 
ellipsoïde  aplaU.  V.  17T;  —  des  ar- 
bitraires, V,  326;  —  s  (calcul  des). 
IU,9S,  140,  nB.20n,  308. 

V.aiGaon.  I,  '250:  11.  63.  500;    II],  70. 

t'atei  communiquants.  IV.  105. 
ntoeipide.  III.  571. 

Vent,  I,  99. 

Ventre*  d'un  tuyau  vibrant,  V.  Wî. 

Viripcation  de  la  rigle  de  la  composi- 
tion des  Corcci,  II.  39, 

Verticale.  II.  330. 

rt'ira<toiudeacordes,V.436;  —  lougi- 
ludinalet  des  tiges  élastiques,  T, 
437 1  —  transversales  d'uue  lige 
prismatique.  V,  474  ;  —  d'uu  gn 
indéÛni.  V,  464  ;  —  de  l'iirdans  un 
lujau  cjUndrique.  V.  (48;  —  dt« 
plaques.  ~  des  membranes,  V,  475. 

tïrra  ia  potse,  eiret  in  «cln,  IV,  388. 

Viriel  de  K.  Clausius,  V,  208. 

Vit  butantes,  I.  323;  —Mm  Sa,  3S0, 
360;- d'Arcbimide.  460;—  diOe- 
rentielle  de  Proay,  406;  —  (équili- 
bre de  la].  II,  tàl  ;  "  équilibi-e  de  la 

-  sans  un.  473. 
fi.eoiiW,  IV,  131.  123. 

Viteêtc,l,  11,  15;  —  moyenne.  14. 
39  ;  —  angulaire,  —  ankdaire.  — 
linéaire,  33  ;  —  de  U  vitesse,  ou 
accâlération  laugeDtielle,33;  —  4cs 
projectile?.  487:  —  dans  le  mouMv 
meiil  projeté.  57  ;   —  ai-éolairc,  B$. 
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09  ;  —  dans  le   mouvement  relatif. 

—  absolue,  —  rotative,  —  d'entraî- 
nement, 80;  —  de  la  lumière,  I, 
100;  IV,  435;  —  du  son  dans  l'air,!, 
i9;  III,  254,  584;  V,  452,  471;  — 
du  son  dans  les  tiges.  Y,  441 ,  446  ; 

—  de  la  terre  dans  son  orbite,  1, 
100  ;  —  s  simultanées,  I,  90  ;  —  ac- 
quise élémentaire,  122  ;  —  aréolairc 
constante,  146;  —  angulaire  d'un 
solide,  189  ;  —  s  simultanées  des  di- 
vers points  d'un  solide,  235  ;  —  de 
glissement  de  deux  corps  tournant 
en  contact,  396;  —  initiale  du  bou- 
let à  la  sortie  de  la  pièce,  lY,  369. 

Vive  eau,  IV,  153. 

Volant,  IV,  35  et  suiv. ;  —  doutil,  37. 
62  ;  —  pour  une  macbine  à  balan- 
cier, 52;  —  établissement  d'un  — 
dans  le  cas  général,  IV,  48,  378. 

Volontaires  (mouvements),  IV,  287. 

Volt  (unité),  lY,  287. 

Volume  (évaluation  d'un),  II,  320;  — 
du  cylindre  tronqué,  328 ;  —  spéci- 
fique, IV,  227. 


W 


>Vatt.I,  380,  454;  IV,  90,411. 
Weyer  et  liichmond  (machine  de  MM.), 

IV,  416. 
>VHiATSTon,  IV,  447. 
Wheelock  (machine  de),  IV,  416. 
Whiti,  1,357;  II,  478. 
>ViLDi,  IV,  447. 

WiLLis.  I,  327,  357,  369,  380,  422. 
>VooLr  (machine  de),  IV,  325,  415. 
WaoBLBWSKi,  IV,  405. 


YouHc,  Y,  476. 

YV0H-V|LL41C«AD,  IV,  88,  V,  208. 


Zéro  absolu  (température),  IV,  226. 
Zeunib.  I,  443,  446;  IV,  265,  272. 
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